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VORREDE. 


D:is  vorlio^ciuli“  Uiich  schliesst  sich  iin  Wesentlichen  ilen 
Vorlesnnj'en  an,  tlie  ich  seit  einer  Heihe  von  Jahren  an  den 
techniMclien  Iloehschnlen  /n  l'raff  und  Zürioli  Gehalten  habe 
und  ist  in  (*rster  Linie  meinen  Zuhörern  hestiinnit;  aber  ich 
hoffe,  dass  es  auch  in  weiteren  Kreisen  nfitzlich  s»‘in  kann. 

Seine  Form  ist  die  eines  (rrundris.ses;  in  den  «jriindlejjeii- 
deii  Haiiptsachen  widlte  ich  deutlich  und  klar,  möglichst  kurz 
zumeist  sooar  aut  Andeutungen  mich  heschränkend  in  den  Fol"e- 
runjren  sein,  doch  aber  reich  jicnuo  in  diesen,  um  den  Vorträgen 
schon  innerhalb  des  Oegebenen  die  Freiheit  einer  auswiihlenden 
Bewegung  zu  lassen  und  um  auch  dem  liebevolleren  Selbststu- 
dium noch  dauernd  Stoff'  zu  bieten;  ich  suche  demselben  durch 
(Quellen-  und  Literatur-Nachweisungen  noch  weiter  zu  <lienen. 

Das  Buch  i.st  eine  darstellende  (Jeometrie  ohne  Atlas; 
aber  dass  die  Figur  dem  Texte,  der  sich  auf  sie  bezieht,  nn- 
mitbdbar  zur  Seit*  stehe,  erschien  mir  so  werthvoll,  dass  ich 
mich  entschloss,  auf  alle  die  grösseren  Ausfilhrungen  zu  ver 
zichten,  welche  eine  reichliche  Beigabe  gestocluuier  Tafeln  in 
tiuart  ermöglicht  hätte,  und  dass  ich  selbst  die  (iefahr  nicht 
scheute,  zuweilen  auch  eine  unentbehrliche  Figur  durch  die 
ni'ithige  Kleinheit  dem  Verständni.ss  etwas  weniger  bequem 
werden  zu  sehen.  Die  ausgeführten  Beisjuele  sollen  ja  nur 
die  .selbstständige  Wiederdurchführung  erleichb*rn  und  damit 
zur  Durchführung  der  grossen  Menge  anderer  Probleme  an- 
leiten und  anregen,  welche  nur  in  Worten  gegeben  sind.  Dem 
sorgiältigen  Leser,  welcher  mit  den  Elementen  der  darstellen- 
den (teometrie  in  dem  Maasse  vertraut  ist,  wie  s<dches  heut- 
zutage an  den  technischen  Hochschulen  vorausgesetzt  werdtm 
darf,  wird  diese  Anleitung  ausreichend  sein;  die  Selbstaus- 
führung zu  ersparen  ist  in  keinem  Falle  meine  Ab- 
sicht gewesen. 
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Eigentlifh  tecliiiische  Heispiele  und  Amvemlungeu  ?ind 
ausgeschlossen,  theils  um  Kaum  und  Figuren  zu  ersparen,  na- 
mentlieh  ubi-r,  weil  sie  zeitlich  und  örtlich  viellach  bedingt 
und  darum  nicht  von  allgemeingültigem  Werthe  für  den  Zweck 
der  Wissenschaft  sind 

Der  Entwickelungsgang,  welchen  ich  befolge,  ist  in  der 
Aufgabe  der  darstellenden  Geometrie  an  der  technischen  Hoch- 
schule der  Gegenwart  und  in  ihrer  Stellung  im  l'nterrichts- 
Organismus  derselben  begründet.  Natürlich  sind  beide  durch 
die  Herausbildung  der  technischen  Schulen  zu  Hochschulen 
der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaften,  die  sie  jetzt 
sein  müssen  um  ihre  Aufgabe  ganz  zu  erfüllen,  wesentlich 
l>eeinflusst  worden  und  weil  jene  Entwickelung  erst  im  letzten 
.lahrzehnt  mehr  und  mehr  voUzogen  respective  angestrebl 
oder  doch  für  nothwendig  erkannt  worden  ist,  so  mag  es 
nicht  ül)erflüssig  sein,  in  Kürze  von  dem  zu  sprechen,  was 
dabei  die  darstellende  Geometrie  betrifft. 

Die  Stellung  derselben  im  Unterrichts-Organismus  ist  in- 
sofern dieselbe  geblieben,  als  sie  ihrer  technischen  Anwen- 
<lungen  wegen  nach  wie  vor  zu  den  Studien  des  ersten  Jahres 
gehört;  aber  sie  ist  wesentlich  dadurch  verändert,  dass  sie 
mathematische  Kenntnisse  überhaupt  und  ihre  Elemente  selbst 
in  gegen  früher  nicht  unbeträchtlich  erweitertem  Umfange 
voraussetzen  darf,  nur  nicht  die  analytische  Geometrie  des  Uau- 
mes;  und  dass  streng  wissenschaftliche  mathematische  Vorle- 
sungen, insbesondere  ein  umfassender  Curs  der  höhern  Ana- 
lysis, ihr  parallel  gehen.  Was  die  Aufgabe  der  darstellenden 
Geometrie  an  der  teclinischen  Hochschule  betritit,  so  ist  das 
zu  bewältigende  Material  im  Wesentlichen  gleichfalls  das  Alte 
geblieben;  für  Kegel  und  Gylinder,  für  die  Flächen  zweiten 
Grades,  für  windschiefe  Kegelflächen  und  Kotationsflächen  als 
die  technisch  vorzugsweise  zur  Verwendung  kommenden  Typen 
hat  sie  die  Darstellung  und  die  constructive  Behandlung  der 
BerUhnmgs-  und  Durchdringungsprobleme  zu  lehren.  Dagegen 
hat  man  im  Fortschritt  jener  Entwickelung  immer  mehr  er- 
kennen müssen,  dass  die  »ügentliche  Aufgabe  dieses  Untennchts 
die  wissenschaftliche  Entwickelung  und  Durchbil- 
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duiig  de«  Veruiögeu«  der  Uauniauschauuiig  sei  und 
das«  diese  Aufgabe  nicht  wohl  durch  die  Ueberlieferung  einer 
blossen  Methode  der  Darstellung  und  einer  Anzahl  technisch 
nothwendiger  oder  brauchbarer  Constructionen  erfüllt  wer- 
den kann. 

Und  wenn  vbn  Monge  und  seinen  Nachfolgern  die  dar- 
stellende Geometrie  hingestellt  werden  konnte  als  die  Anwen- 
dung von  Lehrsätzen,  die  anderwärts  und  zwar  analytisch 
bewiesen  wurden,  zur  Begründung  der  Constructionen,  die  in 
den  verschiedenen  Zweigen  des  Ingenieurwesens  gebraucht 
werden,  so  hat  sich  mit  der  fortschreitenden  Arbeitstheilung 
im  Gebiete  des  hohem  Unterrichts  eine  dem  entsprechende 
Behandlung  — schon  an  sich  von  sehr  zweifelhaftem  Werthe 
in  der  gewöhnlichen  Forai  — immer  mehr  als  unwissenschaft- 
lich und  als  ganz  unverträglich  mit  dem  Character  einer  Hoch- 
schule herausstelleu  müssen;  man  hat  daher  selbst  mit  einem 
Schein  von  Consequenz  bis  zu  einer  vollständigen  Verweisung 
dieser  Disciplin  an  die  Vorbereitungsschulen  Vorgehen  können; 
aber  es  ist  diess  gewiss  mit  Unrecht  und  zum  grossen  Schaden 
der  Sache  geschehen,  denn  die  Durchbildung  des  Kauman- 
schauungsvermögens ist  für  den  Techniker  ebenso  wichtig  und 
nothwendig  als  im  erforderlichen  Uinfange  auf  früheren  Stufen 
des  Unterrichts  unerreichbar  und  nicht  so  gut  oder  doch  nicht 
so  natürlich  durch  andere  Disciplinen  zu  erzielen.  Vielmehr 
nur  Eins  bleibt  übrig,  die  darstellende  Geometrie  an  der  tech- 
nischen Hochschule  muss  durch  die  Behandlung  ihres  Materials 
das  geistige  Interesse  tief  und  nachhaltig  genug  anzuregen 
wissen,  um  den  Schülern  neben  gediegenen  rein  mathema- 
tischen f'ollcgien  doch  soviel  Arbeitslust  und  Liebe  abzuge- 
winnen,  dass  ehe  mühsame  constructive  Durcliführung  einer 
grossem  Reihe  von  Problemen  nicht  zu  lästig  wird  — denn 
nur  durch  solche  ideelle  Anregung  und  Durchdringung  kann 
das  in  der  freien  Luft  der  Hochschule  gelingen;  imd  ander- 
seits, nur  durch  solche  vielseitige  geistige  und  graphische  Ar- 
beit kann  jenes  eigentliche  zugleich  im  höchsten  Sinne  practische 
Ziel  der  Wissenschaft,  die  Durchbildung  der  Raumauffassung, 
erreicht  werden;  es  ist  eine  Durchbildung  an  der  Hand 


VI 


Vorrede. 


der  zeichutMuleii  DarstelluIl^,  aber  mit  dem  Endziele, 
die  ideelle  Anschauunj»  so  lebendig  und  so  sicher  zu 
machen,  dass  jene,  die  Zeichnung,  ganz  oder  doch 
auf  weite  Strecken  erspart  werden  kann,  l’nd  die  Ge- 
schichte der  Geometrie  in  der  jüngsten  Epoche  selb.st  durch 
die  Rolle,  die  wir  darin  die  Schule  von  MOuge  spielen  sehen, 
predigt  ja  die  Wahrheit  und  zwar  nicht  für  die  Kreise  der 
technischen  Hochschulen  allein,  dass  die  Geometrie  so  lange 
practisch  construieren  muss  bis  gelernt  ist,  ohne 
äussere  Anschauung  räumlich  zu  denken. 

Die  Lösung  der  Aufgabe,  die  ich  hier  darbiete,  habe  ich 
vor  einer  Reihe  von  Jahren  (IStiil  in  der  „Zeitschrift  f.  Ma- 
them.  u.  Physik'*)  in  kurzem  Ueberblick  skizziert  und  seitdem 
vielfach  eq)robt.  Ich  entwickele  an  der  Retraehtung  der 
Raumelemente:  Gerade  Linie,  Punkt  und  Ebene,  und  an  ihren 
gegenseitigen  Beziehungen  und  einfachsten  Zusammensetzungen 
in  Polygonen  und  Polyedern,  wie  an  den  als  Projectioneii  des 
Kreises  entstehenden  Kegelschnitten  die  Methoden  der  dar- 
stellenden Geometrie;  ausgehend  von  der  Ceutralprojection, 
dann  aufsteigend  zur  centrischen  Collineation  der  Räume  als 
der  Theorie  der  Modellierungs-Methoden  und  zurückgeheud 
zu  dem  Specialfall  der  Parallelprojcctiou  gewinne  ich  alle 
die  Hilfsmittel,  welche  für  die  constructive  Theorie  der  krum- 
men Linien  und  Flächen  nöthig  sind.  Es  sind  die  Unter- 
suchungsmittel der  neueren  synthetischen  oder  der  Geometrie 
der  Lage;  vor  allem  wichtig  für  das  Ziel  der  darstellenden 
Geometrie  die  klare  Einsicht  in  den  Zusammenhang  und  den 
Formenwandel  der  collinearverwandten  Figuren  und  die  Er- 
kcnntiiiss,  dass  die  involutorischen  Systeme  in  der  Ebene  und 
im  Raum  die  Quelle  bilden,  aus  der  alle  Arten  von  Symmetrie 
entspringen. 

Eine  solche  Entwickelung  ist  unter  der  Voraussetzung 
wohl  möglich,  dass  ein  elementarer  Cursus  der  darstellenden 
Geometrie  vorausgegangen  ist;  in  Folge  dessen  genügt  es  dann,  i 

in  dem  Abschnitt  von  der  ParaUelprojeetiou,  ihren  Transfor- 
mationen und  der  Axonometrie  nur  recapitulierend  und  er- 
gänzend zu  verfahren,  um  namentlich  die  Vortheile  zu  i 
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fiitwitkelii,  wt-lcla-  voll  den  ('ewouiieiieii  iillgvinoinen  Ge- 
siclit.spuiiktcii  und  Methoden  für  dieHO  eleinenüireu  Gebiete 
zu  ziehen  sind.  Vollständigkeit  ist  daher  weder  ini  Text 
noeh  in  den  Aut'gnben  dieses  Abschnittes  angestrebt,  viehnehr 
sind  ganze  Richtungen  der  Untersuchung  und  Entwickelung 
nur  flüchtig  berührt  worden.  Ich  habe  die  Gefahr  nicht  un- 
terschätzt, die  darin  liegt,  und  muss  es  der  billigen  Beurthei- 
lung  der  Ijcser  überlassen,  festzustellen  ob  ich  sie  vennieileii 
luilie;  jedenfalls  ist  ilieser  Abschnitt  aus  zahlreichen  Lehr- 
Ijücheru  leicht  zu  ergänzen. 

Diese  Durchführung  einer  Methodik  durch  die  ganze 
Keihe  der  wesentlichen  Projections-  und  Modellierungs-Metho- 
den hat  obwohl  in  ganz  anderer  Folge  der  Materien  und  in 
geringerer  Allgemeinheit  zuerst  H.  K.  Pohlke’s  „Darstellende 
G(!oinetrie.“  Erste  Abth.  (Berlin  1860;  2.  .\uü.  1866.)  gegeben, 
eine  Schrift,  welcher  leider  trotz  guter  Aufnahme  eine  Fort- 
setzung nicht  gefolgt  ist.  Früher  schon  zog  H.  G.  Schreiber 
in  seinem  Werke  „Geometrisches  Portfolio“  (Karlsruhe  1830) 
wenigstens  die  Ceutralprojection  in  den  Bereich  der  darstel- 
lenden Geometrie.  Ich  selbst  hatte  von  1859  ab  in  veröffent- 
lichten Arbeiten  für  mein  Programm  gewirkt  und  1867  eine 
Darstellung  meiner  Methodik  in  den  llauptzügen  gegeben 
( .,Sitzung8bericlite  der  K.  K.  Akad.  d.  Wissensch.“  55.  Bd.); 
diese  Letztere  hat  II.  iSchlesinger  Anlass  geboten,  sein  Buch 
„Die  darstellende  Geometrie  im  Sinne  der  neueren  Geometrie“ 
(Wien  1870)  zu  verfassen,  in  welchem  die  grössere  erste 
Hälfte  ebenfalls  der  Methodik  gewidmet  ist.  Ich  will  dazu 
Ihü  diesem  Anlass  nur  das  Eine  bemerken,  dass  ich  die  dog- 
matische nicht  aus  der  Anschauung  der  Projection  im  Raum 
begründete  Einführung  des  Begriffs  der  „Projection  in  der 
Ebene“  vom  Standpunkte  der  darstellenden  Geometrie  aus  für 
einen  Rückschritt  und  gerade  auch  für  elementare  Zwecke 
für  ganz  unjiädagogisch  halte;  <lenn  gerade  diese  hat  leider 
boreits  Nachahmung  gefunden. 

Ich  habe  eine  Reform  des  Unterrichts  in  den  Elementen 
nicht  im  Auge  und  halte  sie  für  entbehrlich,  glaube  aber, 
dass  man  sie  in  keinem  Falle  wird  vollziehen  können  ohne 
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eine  Reform  des  gesammten  geometrischen  Unterrichts  damit 
zu  verbinden.  Aber  ich  sehe  auch  in  den  gegenwärtigen 
Programmen  keine  Nöthigung,  die  hergebrachte  unsymmetrische 
Behandlungsweise  der  dreiseitigen  Ecke  beizubehalten;  die  viel 
mehr  anschauliche,  die  Beziehungen  zum  sphärischen  Dreieck 
so  viel  besser  aufschliessende,  die  ich  vor  langem  gegeben 
habe,  (Quellen-  u.  Literatur-Nachweisungen“  p.  584.),  wäre 
wohl  geeignet,  mit  Vortheil  sie  zu  ersetzen. 

In  der  Anordnung  der  Lehre  von  den  Curven  und 
Flächen  ist  von  fast  allen  Schriftstellern  das  aus  ganz 
andern  Verhältnissen  entsprungene  Schema  von  Monge  bei- 
behalten worden:  Erzeugungsweise  der  krummen  Flächen,  Tan- 
gentialebenen und  Normalen  derselben,  Durchschnitte  der  krum- 
men Flächen  mit  Ebenen  und  unter  einander  — oft  mit  Hin- 
weglassung seines  Schlusstheils,  in  welchem  Monge  von 
den  Raumeurven  und  developpabeln  Flächen  und  von  den 
Krümmungsverhältnissen  der  Flächen  handelt.  Die  Lehre  von 
der  Perspective  und  die  Construction  der  Schatten,  welche 
doch  im  gewöhnlichen  Sinne  ihrem  geometrischen  Kerne  nach 
ganz  aufgeht  in  der  Construction  der  Berührungskegel  von 
gegebener  Spitze  und  ihrer  Durchschnitte  mit  den  auffangen- 
den Flächen,  bleibt  dann  wie  bei  Monge  noch  ausserhalb  des 
Rahmens,  um  mit  so  ganz  heterogenen  Dingen  wie  Stein- 
schnitt etc.,  Gnomonik,  Zahnräderconstructionen  unter  dem 
Titel  „Anwendungen“  yerbunden  zu  werden. 

Meine  Entwickelung  zeigt,  dass  die  einfache  und  orga- 
nische Gliederung  nach  den  Titeln:  „Curven  und  developpable 
Flächen,  krumme  Flächen  im  Allgemeinen  und  Flächen  zwei- 
ten Grades  insbesondere,  windschiefe  Regelflächen,  Rotations- 
flächen ohne  alle  Schwierigkeit  durchführbar  ist;  so  dass  die 
darstellende  Geometrie  mit  der  reinen  nach  dem 
gleichen  Plane  vorgeht  und  ganz  natürlich  da  in 
dieselbe  mündet,  wo  sie  ihre  Aufgabe  beendet.  Mit 
den  einfach  unendlichen  Reihen  ebener  Elemente,  den  die  Ke- 
gelflächen als  Specialfall  einschliessenden  developpabeln  hlächen 
als  Tangentenflächen  räumlicher  Curven,  muss  begonnen  wer- 
den, weil  es  unerlaubt  ist,  auch  nur  den  einfachsten  Fall  einer 
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Durchdringung  zu  behandeln,  ohne  die  wesentlichen  Charactere 
einer  Raumcurve  und  die  Art  untersucht  zu  haben,  wie  sich 
dieselben  in  den  Projectionen  manifestieren;  die  aus  der  Be- 
trachtung des  geraden  Kreiscylinders  hervoi^ehende  Schrau- 
benlinie bietet  ein  erstes  vortrefflliches  Beispiel  für  diese 
Lehren,  die  dann  am  Studium  der  Durchdringungscurven  von 
zwei  Kegeln  zweiten  Grades  ihren  weiteren  Ausbau  finden. 
Damit  ist  die  Untersuchung  der  krummen  Flächen  vorbereitet, 
da  die  beiderlei  Mittel  zu  ihrer  constructiven  Behandlung,  die 
aufgeschriebenen  Gurren  und  die  umschriebenen  Developpabeln, 
verfügbar  sind;  für  die  Flächen  zweiten  Grades  wird  ihre  erste 
Anwendung  gemacht,  alle  die  besten  Methoden  ihrer  con- 
structiven Behandlung  werden  begründet  und  entwickelt,  die 
Durchdringungscurven  derselben  werden  als  gleichartig  und 
identisch  mit  den  Durchdringimgscurven  der  Kegel  zweiten 
Grades  erkannt  und  das  dualistisch  entsprechende  Problem 
der  gemein.sam  umschriebenen  Developpabeln,  das  allgemeine 
Problem  der  Schatten  bei  solchen  Flächen,  gelüst.  Die  Theorie 
der  windschiefen  Regelflächen  schliesst  sich  ganz  naturgemäss 
an,  die  technisch  vorkommenden  Typen  derselben  geben  vor- 
treffliche Gelegenheit  zu  ihrer  Entwickelung  und  Erläuterung, 
mit  einer  kurzen  Behandlung  der  Regelflächen  dritten  Grades 
schliesse  ich  sie,  weil  letztere  geeignet  sind,  gewisse  allgemeine 
Anschauungen  zu  illustrieren.  Endlich  erhalten  die  Rotations- 
flächen ihrer  technischen  Bedeutung  wegen  eine  eigne  ein- 
gehende Behandlung;  ich  nehme  dabei  Anlass,  die  sogenannten 
Beleuchtungs-Gonstructionen  als  Gonstructionen  umschriebener 
Developpabeln,  deren  Richtungskegel  coaxiale  Rotationskegel 
sind,  zu  erledigen  und  für  alle  die  betrachteten  Flächen  zu 
erklären.  Ueberall  dringt  die  Behandlung  vor  bis  zu  den  Ele- 
menten der  Lehre  von  der  Krümmung  der  Flächen,  deren  weitere 
Ausführung  jedoch  über  den  Plan  meines  Buches  hinausgeht. 

Diese  Anordnung  fördert  mit  mehr  Sicherheit  als 
die  dem  Schema  von  Monge  entsprechende  die  wis- 
senschaftliche Durchbildung  der  Raumanschauung, 
weil  sie  eine  bestimmte  wichtige  Raumform  oder  eine  Gruppe 
solcher  Formen  von  wesentheh  gleichen  Gharacteren  im  Zu- 
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Kiinuiieuhaji}'«  mich  allen  liichtuii^eu  /.u  stiuliereu  i>rlaubt, 
stillt  die  versi'hiedeii.sten  Formen:  Kegel,  Hotatiouaflächen, 
windscliiete  l{i*gelflächen  etc.  im  Fluge  nach  einander  vorüher- 
ziilühren,  um  nur  z.  IJ.  die  eine  Frage  nach  der  Tangeiitinl- 
ehene  bei  gegebenem  Berührungspunkte  zu  erörtern.  Ich 
wähle  diess  Beispiel,  weil  es  nebenbei  sehr  geeignet  ist  zu 
zeigen,  dass  das  Princip  dieser  Zusainmenordnung  lediglich 
ein  formal  analytisches  der  tieometrie  selbst  vollkommen  frem- 
des ist,  dass  es  also  unmöglich  sein  muss,  mit  solcher  Anord- 
nung eine  auf  sich  selbst  oder  doch  auf  die  Mittel  der  Geo- 
metrie gestellte  Entwickelung  zu  vereinigen.  Sicher  ist  das 
sorgfältige  und  zusammenhängende  Studium  des  einen  Bei- 
sjdels  der  Schraubenlinie  und  ihrer  developjmbeln  Fläche  für 
die  Entwickelung  der  Baunianschuuung  werthvoller  und  er- 
lölgreicher  als  die  flüchtige  Berührung  vieler  verschiedener 
Beispiele  sein  würde.  Wie  bei  dieser  das  Naheliegendste  über- 
sehen werden  kann,  zeigt  der  Umstand,  dass  der  Selbstdurch- 
dringung Oller  Doppelcurve  der  developpabeln  Scliraubenflächc 
nirgends  Erwähnung  gethan  ist.  Noch  werthvoller  womöglich 
ist  die  Behandlung  der  Haunicurve  vierter  Ordnung  erster  Art 
und  der  nach  dem  Gesetz  der  Dualität  ihr  entsprechenden 
Developpabeln  mit  ihren  involutorischen  Symmetrien ; denn  sie 
umfasst  eine  grosse  Keihe  der  häufigst  vorkommenden  Dureh- 
dringungsfomien,  und  es  ist  nicht  nur  im  allgemeinen  Falle 
last  uniböglich,  sondern  auch  im  speciellen  Falle  unvortheil- 
haft,  solche  ohne  die  Kenntniss  jener  Symmetriegesetze  con- 
struieren  zu  wollen.  Gleichwohl  ist  eine  derartige  Behand- 
lung nirgends  auch  nur  versucht  worden;  die  Untersuchung 
der  developpabeln  h’läche,  welche  zwei  Kegelschnitten  gemein- 
sam umschrieben  ist,  unter  dem  Gesichtspunkt  der  Schatten- 
bestimmung  in  dem  grossen  an  trefflUcheu  Einzelheiten  so 
reichen  Werke  von  H.  de  la  Goumerie  „Traite  de  geometrie 
descrijitive“  3 pari.  Paris  1860  — 64  (4°-  72  Bogen  und 
!.¥)  Tafeln),  das  einzige  Beispiel  einer  Inangrittnahme  dieser 
Probleme  in  einem  Werke  über  darstellende  Geometrie,  das 
ich  kenne,  ruht  durchaus  auf  anal3rti8cher  Basis  und  bleibt 
für  den  Unterricht  unfruchtbar,  so  lauge  man  nicht  die  aiia- 
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lytische  Geometrie  <les  Ituuuies  in  weit  gröss*“rein  Uiul'ange 
vomussetzeu  und  unbeschriinkt  benutzen  <lnri'. 

Aber  wichtiger  noch  als  der  pädagogische  erscheint  mir 
der  wissenschaftliche  Gewinn,  den  diese  Behandlungsweise  mög- 
lich macht.  Es  schiene  mir  schon  von  Werth,  wenn  durch  die 
Untersuchungen  tler  darstellenden  tieometrie  das  Verständniss 
bezüglicher  I’arthieii  in  v.  Staudts  Hauptwerk  erleichtert 
würde,  das  wirklich  solcher  Erleichterung  bedarf;  aber  es  ist 
wichtiger,  dass  nun  die  darstellende  Geometrie  die  na- 
türliche Einführung  in  die  tieometrie  der  Ijage  ist. 
Sie  hat  alle  die  Grundanschauuugen  und  Untersuchungsinittel 
derselben  auf  dem  directesteu  Wege  entwickelt  und  ihre  Frucht- 
barkeit im  Gebiete  des  Darstellbaren  bewährt;  bei  gereifter 
und  durchbildeter  naumanschauung  darf  sie  nun  der  reinen 
Geometrie  die  Weiterführung  derselben  Betrachtungsweise  zu 
systematischem  Ausbau  und  ül>er  die  Grenzen  des  Darstell- 
baren hinaus  überlassen.  Das  Studium  der  projectivischen 
Eigenschaften,  das  der  darstellenden  Geometrie  unumgänglich 
ist,  weil  nur  durch  diese  aus  dem  .-Ybbild  die  Eigenschaften 
des  Originals  sich  erkennen  lassen,  führt  nun  zum  Studium 
der  Rauinformen  durch  Vergleichung  der  Originale  mit  Ab- 
bildern nach  einfachen  Gesetzen  des  Entsprechens  in  allge- 
meinster Lage  und  Auft'assung.  ln  der  Systematik  schliessen 
sich  an  die  jierspectivische  Collineation  und  Involution  und 
an  die  1‘olarreciprocität  der  ebenen  .Systeme  und  der  Itäume 
die  allgemeine  Collineation  und  Keciprocität  der  Gebilde  zwei- 
ter und  dritter  Stufe.  In  der  Lehre  von  den  aus  der  Ver- 
bindung projectivischer  Gebilde  hervorgehenden  Erzeugnissen 
kann  nun  von  der  allgemeinen  Behandlung  der  Kegelschnitt- 
Büschel  und  Schaaren  aus  die  l^ntersnchung  der  Beziehungen 
zweier  Kegelschnitte  abschliessend  geführt  werden.  Und 
welche  schönen  Einbhcke  in  das  Wesen  geometrischer 
Verallgemeinerung  gewährt  dann  die  Vergleichung  der 
Ergebnis.se  derselben  mit  den  involutorischen  Symmetrien  der 
Durchdringungscurve  und  der  gemeinsam  umschriebenen  De- 
veloppabeln  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades,  die  nun  schon 
bekannt  sind  und  die  so  vollständig  au  dem  gemeinsamen 
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Quadrupel  harmonischer  Pole  und  Polarebenen  das  wieder- 
holen, und  so  viel  reicher  entwickeln,  was  für  die  Schnitt- 
punkte und  die  gemeinsamen  Tangenten  von  zwei  Kegel- 
schnitten stattfindet  in  Bezug  auf  das  ihnen  gemeinsame  Tripel- 
harmonischer  Pole  und  Polaren.  Es  kann  zur  (ieneration  von 
Curven  und  Kegelflächen  höherer  Ordnungen  und  L'lasseu, 
zur  Theorie  der  Netze  und  Systeme  vorgegangen  werden; 
ebenso  von  der  Behandlung  der  Büschel  und  Schaaren  von 
Flächen  zweiten  Grades  zu  Flächenbttndeln  und  Systemen  und 
ihren  Erzeugnissen.  In  den  Materialien  der  neuern  Unter- 
suchungen also,  wie  sie  z.  B.  der  zweite  Theil  von  H.  Ueye's 
Vorträgen  „Die  Geometrie  der  Lage“  (Hannover  1868)  behan- 
delt, in  einem  Gebiete,  bis  zu  welchem  sie  sonst  im  Rahmen 
einer  Vorlesung  kaum  vorzudringen  vermag,  beginnt  nun  die 
specielle  Entwickelung  der  Geometrie  der  Lage  und  man  kann 
sie  sicher  so  weit  führen,  dass  das  volle  und  unvenvischbare 
Interesse  erweckt  wird,  welches  sie  darbietet. 

Und  jene  Einführung  ist  besonders  auch  deshalb  so  glück- 
lich, weil  sie  von  vornherein  zur  räumlichen  Betrachtung 
führt  und  die  Einschränkung  auf  die  Ebene,  den  Krebsscha- 
den dieser  DLsciplin,  ganz  unmöglich  macht;  ich  halte  aber 
auch  das  für  einen  Vorzug  dieser  Verbindung  der  Geometrie 
der  Lage  mit  der  darstellenden  Geometrie,  diiss  dadurch  die 
metrischen  und  projectivischen  Eigenschaften  in  ihrem  Zu- 
sammenhänge gezeigt  und  die  Uebergänge  zwischen  ihnen 
gerade  besonders  beleuchtet  werden.  Die  Geometrie  der 
Lage  enthält  ja  die  Geometrie  des  Maasses  als  einen 
Theil;  die  Theorie  der  Involution  führt  von  jener  zu  dieser. 

Es  ist  endlich  ein  wesentliches  Glied  in  meinem  Plane,  dass 
in  dem  Abschnitte  von  den  projectivischen  Coordinaten  aus 
den  Grundanschauungen  der  Geometrie,  zu  denen  die  Dar- 
stellung geführt  hat,  die  analytische  Bestimmungs-  und 
Ausdrucksweise  sich  ergiebt;  denn  allerdings  ohne  die  Be- 
nutzung gewisser  analytischer  Begriffe  und  Wahrheiten,  wie 
der  Begriffe  von  Ordnung  und  Classe,  und  der  Sätze  von  der 
Zahl  der  gemeinsamen  Wurzeln  von  zwei  oder  drei  Gleichungen, 
ohne  die  Mitinbetrachtnahnie  imaginärer  Elemente  wäre  der 
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Vorschritt  des  Ganzen  sehr  erschwert;  wenn  aber  die  wesent- 
liche Einheit  der  allgemeinen  analytischen  und  der  rein  geo- 
metrischen Untersuchungsmethode  erkannt  ist,  so  kann  von 
Eigenschaften  der  Curven  oder  Flächen  w*®'  Ordnung  oder 
Ulasse  gesprochen  werden  und  man  wird  sich  selbst  den  Ge- 
brauch z.  B.  der  Formeln  von  l’lilcker,  welche  zwischen  den 
Zahlen  der  Singularitäten  algebraischer  Uurven  bestehen,  oder 
den  Begriff  des  Geschlechts  etc.  nicht  zu  vers^en  brauchen. 

Die  Vereinigung  der  analytischen  und  der  geometrischen 
Methoden  ist  aber  überhaupt  nicht  leicht  hoch  genug  zu 
schützen;  selbst  die  Analysis  entnimmt- für  verwandte  Fragen 
in  den  allgemeinen  Kegionen,  für  die  sie  sich  die  Anschauung 
eines  Raumes  von  n Dimensionen  oder  den  Begriff  einer 
w-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  schuf,  ihre  besten  uml 
zielsichersten  Methoden  aus  der  Verallgemeinerung  der  im 
Raume  von  drei  Dimensionen  bewährten,  die  ihrerseits  die 
analytischen  Formen  der  Methoden  der  reinen  Geometrie  sind. 
Das  volle  Verständniss  solcher  Vereinigung  darf  daher  als 
eins  der  wichtigsten  Ziele  des  höhern  Unterricht«  angesehen 
werden;  es  sichert  der  modernen  Behandlungsweise  der  ana- 
lytischen Geometrie  erst  ihren  ganzen  Erfolg  und  für  eine 
Darstellung  der  Geometrie,  wie  sie  gegeben  ist  in  H.  Cremona’s 
„l’rtdiminari  di  una  teoria  geometricii  delle  sui>erficie“  (Bo- 
logna 1866 — 68)  und  in  seinem  preisgekrönten  „Memoire  de 
geometrie  pure  sur  les  surfaces  du  troisieme  ordre’“  (Berl.  1868) 
— von  welchen  Arbeiten  uns  eine  deutsche  Uehersetzung  unter 
seiner  Mithülfe  in  Aussicht  steht  — , einer  Behandlungsweise, 
die  so  fruchtbar  ist  an  Resultaten,  weil  sie  sich  auf  die  Be- 
nutzung aller  Hilfsmittel  gründet,  können  so  tüchtig  vor- 
bereitete Jünger  gewonnen  werden. 

Diese  Hoffnung  auf  eine  Förderung  der  Wissenschaft  und 
ihrer  Verbreitung  ist  es  gewesen,  die  mich  in  der  mUhevoUen 
Arbeit  der  Vorbereitung  dieses  Buches  ermuntert  hat.  Wenn 
gewiss  ist,  dass  die  darstellende  Geometrie  für  die 
technische  Hochschule  der  beste  und  natürlichste 
Weg  zur  Aneignung  der  geometrischen  Wissenschaft 
bleiben  wird,  so  hat  sie  schon  damit  eine  für  Pflege  und 
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Fort.scliritt  dt-r  Mathematik  wichlis^e  Missinu;  vielleirht  aber 
iinms  mau  sic  als  ein  wichtiges  und  werthvolli-s  SUU'k  der 
mathematischen  Studien  ilberhaupt  anerkennen  und  ihre  1‘Hege 
iiherall  da  ant'uehmen,  wo  man  solche  waiirhaft  erfolgreich 
torderii  will.  Jedenfalls  sind  die  modernen  Theorien  noch  in 
weitem  Umfange  zu  praktischer  N’erwertlmng  geeignet  und 
U-stimmt  und  gewiss  wcnlen  sie  seihst  um  sichershm  gefördert 
durch  die  Anshreitung  ihrer  Keuntniss  in  weiteren  Krei.sen 
der  studierenden  Jugend.  Möge  niein  Buch  in  diesem  Sinne 
nützlich  sein! 

Hi rs landen  hei  Zürich,  ini  Juli  1870. 

Dr.  Wilh.  Fiedler. 


April  1871. 

S»ut  ich  das  Vorige  schrieb,  ist  der  grosse  Krieg  vorüber- 
gebrausst  und  wir  Deutschen  ulliTwäi-ts  haben  mit  sorgen- 
vollem Antheil,  mit  Dank  und  Jubel,  mit  stolzer  Erhebung 
ob  der  wiedergewonnenen  Einheit  des  Vaterlandes,  den  gewal- 
tigen Gang  der  Ereignisse  begleitet.  Nun  widmet  sich  das 
deutsche  Volk  mit  freudigem  V'ertrauen  in  seine  Kraft  der 
l‘tli*ge  der  Werke  des  Friedens,  der  Früchte  seiner  Arl>eit 
sicher,  wie  nie  zuvor.  Glücklich,  wem  es  vergönnt  ist,  daran 
mit  zu  w'irken  in  seinem  Kreise! 

Ich  habe  dem  Vorigen  nicht«  hinzuzufUgen.  Nur  bemerken 
will  ich,  dass  die  Lib'raturnotizen  bi.s  zu  Anfang  dieses  Jahres 
löi-tgeführt  sind,  und  mit  Dank  erwähnen,  dass  ich  für  die 
Correctur  des  Buches  meinen  gegenwärtigen  Assistenten,  den 
Herren  Beck  und  Hemming,  und  für  einige  Figuren  der  älteren 
Mitarbeit  früherer  Assistenten,  der  Herren  Mörstadt  in  Frag 
(^Tafel  VII  und  XII)  und  Flieguer  in  Zürich  (Tafel  HI  und  XI) 
verpflichtet  bin.  Auch  muss  ich  dankbar  anerkennen,  dass 
der  Herr  Verleger  in  sorgfältiger  Ausstattung  Alles  gethan 
hat,  was  ich  wünschen  konnte. 
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Kinleitnn^  Uber  Zweck  nncl  Rrdeutiiii«: 1 

Methode 2 

Kntwickelnnpflßrtn«; 3 


Krstcr  TItcil.  Oie  Hethodenlehre,  entwickelt  an  der  Untersnebang 
der  geometrischen  Elementarformen  and  ihrer  einfachen 
Verbindnngen. 

A.  Die  Centralprojcciion  hIb  D a rste  1 i u tign m ct  Ii ode 
und  nach  ihren  nllgemoinen  (icBetzen. 

^ 1—23;  piig.  5—70.  Fig.  1-43. 
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drei  Leitdeveloppabele 400 

Beispiele  1 — 8.  Die  Vielfachheit  der  Lcitciirveii  respeclive 
Dcveloppabejn  und  die  Uebergänge  derselben;  singuläre  Er- 
zeugende und  Tangcntialeheiien . . 401 

105.  Drei  Hnupttypen  und  ihre  einfachsten  Beispiele;  a)  die  Hach- 

gängige  Schraube,  WölbOä<hc  des  Eingangs  in  den  runden 
'riiiirm,  Kugel ‘Coiioid , Normalenbündel 4^)4 
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Ä l'»ir. 

1>)  si'hiirl't;ängigK  SchrBiibo,  WillbllUclie  de»  schieft'ii  Kingiinps, 

Cyliuclroiil 40fi 

c)  Die  Flächen  mit  drei  Leilciirveii  hIs  Ohjcct  der  Theorie  . 408 

lofi.  Ordnung  and  Clasac  oder  Grad  einer  wiiidBcliiefen  Regcifläche 

niid  Keduction  derselben 408 

ltei»piele  1— *•>  . . ■ 410 

107.  Die  Punkte  der  Ergeugendeii  eiiior  Itegeldäclie  und  ihre  ’^an- 


^natruetive  lieatimmung  deraelbeii  ■ ■ , 412 

Heiaiiiele  1 — 12.  Die  läiigg  einer  Krzeugenden  beriilirendeii 

Hyperboloide  nnd  Paraboloide  einer  Kegclfläche 414 

108.  Die  rechtwinkligen  Involutionen  von  XanBentialeOcnen  der 

Regellläehe  und  die  Btrictioiialiiiie  deraelbeii  ■ 410 

lleigpielo  1 — 12.  Das  Normaleiiparaboloid , die  gingulären  Kr- 

zeugenden.  . . ■ ■ ■ . . ■ ■ , . 430 

10'.).  llie  doppeltaufgaBchriebene  Onryo  und  die  doppeltumgcliriebene  ' 

Developpable  der  KegelHäelie  ...■■■ T 4d.t 

lieiapicic  1~12.  Doppelcnrven ; C'iirven  der  Ilanpttangentcn  iiti 

1 10.  Vom  ebenen  Queraclinitt  und  vom  Meriilinmgglcegel  der  wind 

Bchielen  RogeÜläche  4*28 

Beiepiele  1 — 12.  Umriaae  nnd  Seliattengrenzen  ......  4.)o 

111.  Vom  Rielitungekegel  und  der  agymptotiaclieii  Developpabeln  der 

Ilegeliläche  . ■ ■ . ■ 4.')2 

jlm  spiel  Ol  — 40  Seliraiibeiiiregelfläclien • • • 

1 12.  Die  Schnittpnnkte  und  die  Tangeiitialulicnen  einer  Kegellläche 

mit  einer  Geraden  435 

Heispiele  1 — 4 435 

1 1.*).  Die  Verliindiingen  einer  Uegellläclie  mit  ■niidern  Flächon  . . 440 

lleiapicle  1 — 10.  • . * ■ . . • • ■ 

114.  Von  den  nrindscbiefen  ttegellläefaen  dritten  Urades  ■ ■ ■ ■ . 4IÖ 

Beispiele  1 — 4.  Die  Raumeurve  vierter  Ordnung  zweiter  Art  44.5 


I).  Von  den  Kot a t io n sf I ä eh en. 

§S  115—130;  png.  447  — 501.  Fig.  198-215.  Taf.  XII. 

1 1.5.  Hie  Krzeiiguiig  der  Rutationafläcben  durch  Azendrebung  auf- 
geaclirichencr  Oiirvcn:  Farallclkreisc  und  Meridiane.  Parnllel- 
kreisheriibrmigsltegel  und  Meridianberiiliriiiigsevliinler.  Die  Fr- 
zciignng  der  Uotatiouslläclien  durch  Axeiidrcliinig  iim.aeliriebciier 


Döt'cloppabeli 117 

Heispiele  1 — 6 * • • * * . * • . • • * • ■ * • • • 

1 III  Die  conatnictive  Bestiinmiing  und  Darstellung  der  Rolatioiis- 

flächen  durch  Aze  und  crzengeiidc  Corvo  . 450 

Beispiele  1 — 6 451 

117  Daratelliing  der  l'iinkte  von  KotationsBächen  ans  der  der  Axe 

unii  der  erzeugenden  Curve .~  152 

Bci.apielc  1 — 0 . • • • • • • • • • • • • • • 

118.  Darstellung  der  Tangentialebenen  Von  Kotation^ächen  hei  go- 

gcbciiem  Heriibriingspiinkt.  Normalen  der  Kotationsllächen. 
Kriiminiingsliiiien  und  Ciirvcn  der  llaiipttangenten  derselben  . 151 

Iteispiele  1 — 10 . . . . . • ■ • • ■ • • • • • ■ • 

1 19.  Uebcrsicht  der  bei  der  eonstroctiven  Behandlung  von  Kotations- 
Hächeu  auftretenden  wesentlichen  Aufgaben.*  Ordnung  derselben 
in  zwei  nach  dem  Prineip  der  Dualität  sich  entgegenstehonde 

0 nippen 4.58 

120.  Die  ebenen  Qnersehnittc  der  Kotationsfläthen  nach  ihrer  Con- 
strueliiin  durch  Parallclkreise  ninl  durch  Meridiane,  ihre  aus- 
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Kczeicbneteii  Punkte  nnd  ihre  Symau*trtevcrhaltni»ae  nn  aich 

lind  »1  dcD  Pfoicctionen  . . ~ ! ! ! ! I 46o 

Heiapiele  I — 32  . . . . IC2 


lil.  BcrUhrungskepfcl  von  KotatioiisflHchuu  mit  gogebenoin  Scheitel 
nach  ihrer  Constructlon  durch  PuraUelkreisberührungskegcl 
und  Meridianberühruiigacyltiider  und  Symmetrie  derselben;  Be* 
rUhrungscytinder.  Ihre  Bcrührungscurvcn  mit  der  Fläche  und 
ihre  Spuren  in  den  Projcctionsehcnen  nnd  deren  Hedoutung  für 
die  Belouchiting  der  Flache  durch  Licht  aus  punktförmiger  Quelle 
Beispiele  1 — 18.  V'on  den  singulären  Punkten*  der  Sclilag- 
schatloncurveu  und  von  dun  HerUhrungscylindern  für  Kotations« 
flächen,  deren  Meridiane  Kegelschnitte  sind iflT 

122.  Die  projiciereiideii  Beriihrungscylinder  und  Kogel  der  Uuta- 
tionsfliiehen  bei  allgcmcinor  Lage  der  Axen  und  die  Vmrisse 

der  Bilder  dieser  Flächen  in  Parallel-  und  Central  • Projectiuii  470 
Beispiele  1 — 8 478 

123.  Punkte  und  Tangciitialeboncn,  welche  einer  Uotationsfliiehe  und 
einer  geraden  Linie  gemein  sind:  zwei  Constructionsmethoden 

für  dieselben 475 

Beispiele  1 — 6 476 

124.  Taugcntialobenen  der  Kutatiuusflächen  von  gegebener  Neigung 
gegen  eine  feste  Gerade  und  Berührungspunkte  derselben;  um* 
.’^chriebenc  Dcvcloppablu , deren  Bichtungskcgel  ein  KotatiouS' 
kogel  von  gegebener  Axenrichtung  und  festem  Winkel  an  der 
Spitze  ist,  und  ihre  llerührungscurvon  mit  der  Fläche.  Ihre 
Bedeutung  als  dcvelojipablc  Flächen  von  gleicher  Helligkeit 
und  als  Linien  gleicher  Helligkeit  auf  den  Hotationsflächun. 
Mögliche  Interpretation  der  letztem  im  nnhclcuchtetcu  Theil 


der  P'läche 477 

Beispiele  1 — 6 47*J 

125.  Die  fundamentale  Bedeutung  der  Belcuchtungsconstructionen 
für  Hotationskegcl  und  Cylinder  für  die  auf  die  hauptsächlich- 
sten Familien  der  krummen  Flächen  bezüglichen  Constructionen 
dieser  Art.  Die  einfachste  Lösung  für  Kegel,  Cylinder  und 

Kugel 4S0 

Beispiele  1 — 11 482 

126.  Die  speciclle  Durchführung  der  Bclciichtungsconstructionen  für 
Kotationsflächeu  und  die  Symmetricvcrhältnissc  ihrer  Intensi- 

tUtsUuien 485 

Boispietc  1 — 6 188 

127.  Die  Durchdringungen  der  UotationsfläeUen  mit  Kegel-  und  (*y 
lindorfliichcn  und  ihre  Bedeutung  irn  Sinne  der  Schattencon- 

constrnction 481) 

Beispiele  1 — 11.  Gin  scheinbarer  Doppelpunkt 491 

128.  Von  den  Beziehungen  der  Kotationsflächeu  zu  doveloppabeln 

Flächen 494 

Beisjiielo  1 — 3 496 

129.  Die  gemeinsaine  aufgeschrlebenc  Cnrvo  und  die  gemeinsame 
umgcschricbcne  Developpablc  von  zwei  krummen  Flächen  über- 
haupt; insbesondere  im  P'alle  von  zwei  Kotationsflächon  mit 

parallelen  oder  mit  sicli  schneidenden  Axen 496 

Beispiele  1 — 8.. 501 

180.  Durchdringang  und  gemeinsame  Dcveloppable  von  zwei  Ro- 
tationsflächen, deren  Axen  sich  kreuzen,  insbesondere  von  Ro- 
tationsflächen zweiten  Grades.  Beziehungen  zwischen  drei 

krummen  Flächen 501 

Beispiele  1 — 6 504 


Digitized  by  Google 


InhalUverzcichnii^ä. 


XXV 
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K.  V^on  u€ii  projocti vibclien  Courdinatcii. 

§§  131—145;  png.  505—580.  Kig.  216  — 228. 

131.  Die  Dediogungen  der  ProjectiTiUit  als  Grundlage  der  Coordi- 

natcQbostimmuug  innerhalb  der  gcometriflcheii  Grundgebildc  der 
versebiedeneii  JStufen 505 

132.  Die  Coordinatenboätimuiiing  für  die  Gebilde  erster  Stufe:  Punkt* 

reihe,  StrahlenbiUchel . Kbenenhilsebel  . 507 

Beispiele  1 — 6 500 

133.  Die  Coordinatenbeatiiiiiniing  in  der  Kbeiic  für  Punkte  und  für 

gerade  Linien,  und  im  Bünde!  für  Strahlen  und  Kbenen  . . . 510 

Beispiele  l — 4 512 

131.  Diu  Verbindung  beider  Bestiininuhgsmcthoden  in  der  Kbeno, 
rospective  im  Bündel:  Gleichungen  der  Geraden,  den  PnnktcH 

— der  Ebene,  des  Strnlds 514 

Beispiele  1 — 6 . 515 

135.  Die  Cartesischeii  und  IMückerschen  Coordinaten  als  Specialfall 

der  projectiviscbcii  Coordinatcu 516 

Beispiele  1 — 6 517 

136.  Die  Verbindungslinie  (Ebene)  von  zwei  Punkten  (Strablen)  und 

der  Durchschnittspunkt  (Strahl)  von  zwei  Geraden  (Ebenen)  , 518 

Beispiele  1 — 7 521 

137.  Diu  geometrische  Bedeutung  homogener  Gleiclinngen  Grades 

zwischen  zwei  und  drei  Variabeln 525 

Beispiele  1 — II,  Curven  und  Kegel  zweiten  Grados  . , . . 527 

138.  Die  Courdinatenbestiimiiung  für  den  Punkt  und  die  Ebene 

im  Raum 53! 

Beispiele  1 — 2 533 

130.  Die  Verbindung  beider  Bestimmungsmethoden  im  Raum,  GIei> 

chnugen  der  Ebene  und  des  Punktes 534 

Heispielo  1 — 6 537 

140.  Die  Specialfälle  der  Cartesischen  und  PlUckcPschcn  ('oordinatcu  538 

Beispiele  1 — 3 539 

511.  Die  Gleichung  der  Kbeno  durch  drei  Punkte  und  die  des 

Punktes  in  drei  Ebenen;  Aiiflüsung  linearer  Gleichungen  . , 540 
Beispiele  1 — 6 542 

142,  Die  gerade  Linie  im  Raum  als  Verbindungslinie  von  Punkten 
respcctivo  als  Schnittlinie  von  Kbenen,  ihre  sechs  Coordinaten 
und  die  Bczielmiigen  zwischen  denselben,  sowie  deren  geome- 
trische Bedeutung 514 

Beispiele  1 — 11.  Constructioii  der  Geraden  aus  ihren  sechs 
Coordinaten;  geometrische  Ableitung  der  Beziehungen  zwischen 
den  p.f.  nnd  den  54S 

M3.  Die  geometrische  Bedeutung  von  homogenen  Gleichungen 

Grades  zwischen  vier  respcctive  sechs  Variabeln;  krumme 
KlUchen  und  Strahlens^steme.  Bedeutung  der  Cocxlstenz  von 

zwei  und  drei  solchen  Gleichungen 551 

Beispiele  1 — 17.  Flächen  zweiten  Grades;  Raumeurve  vierter 
Ordnung  mit  Uückkehrpnnkt  553 

144,  Die  analytische  Ausdrucksweise  der  Projectivität  der  Gebildo 

der  verschiedenen  Stufen 561 

Beispiele  1 — 28.  Specialisierungeu  und  geometrische  Deutung; 
die  Transformation  der  Coordinaten;  die  Verbindungen  projec- 
tivischer  Gebilde  gleicher  Stufen  564 

145.  Die  Behandlung  metrischer  Beziehungen  in  Cartesischen  und 

Plücker*8chon  Coordinaten 575 

Beispiele  1 — 12.  Die  Entfernung  von  Punkt  nnd  Ebene;  die 
WinkolbestimmuDg;  das  Tetraedervolumeo  ........  676 
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; Erwler  Tlieil. 

* Kiß.  p-  6*  projioioron4e  Strahl,  seine  Laiijfc  mid  Tafelneipmijr. 

' Neipiingskreise. 

j * - 2.,  - 7.  Die  projicicrendo  Ebene,  üire  Breite  und  Tafclneignng. 

Neigung?»krei8c. 

• • H.,  - S.  Die  C'ontralprojection  der  Geraden  und  ihre  Tafolneigiing. 

: -4,-0.  Die  Abschnitte  der  Geraden;  Bildlange  und  Bildmitte. 

. Axonomctriscb. 

I • 5.,  “ II.  Die  Umlegungen  der  Geraden  mit  ihren  projiciercndcn 

' Kbeneii  in  die  Bildebene. 

! I - 6.,  - 12.  und  8.,  p.  14.  Die  Cenlralprojectiou  und  die  Regionen 

der  Khene.  Axonometrisch. 

I • 7.,  * 13.  Besimmung  der  Ebene  aus  der  Fluchtlinie  und  dem  Ab-> 

} Htand  vom  Centrum. 

II-,  - 15.  Die  Umlegung  der  Geraden  mit  der  zur  Tafel  normalen 
Ebene. 

10.,  • 19.  und  15.,  p.  24.  Die  Umlegung  des  Winkels  von  zwei  sich 

schneidenden  Geraden  in  die  Bildebene;  wiederholt  für 

I die  Umlegung  des  ebenen  Systems  als  Fig.  16.,  p.  24. 

• II.,  • 21.  Der  Normalenlluchtpnnkt  einer  Schaar  von  Parallel' 
ebenen  und  die  Fluchtlinie  der  Normalcbencn  einer 
Schaar  von  parallelen  Geraden.  • 

- 12.,  - 22.  Die  Construction  von  Kbcncn  aus  ihrer  Schnittlinie  und 

ihrem  Neigungswinkel  mit  einer  gegebenen  Ebene. 

13.,  “ 22.  Die  Construction  von  Ebenen  durch  eine  gegebene  Ge- 

rade SQ*  und  unter  vorgescliriebenem  Winkel  rr*  gegen 
eine  gegebene  Ebene  sr/  mittelst  der  FluchUEIemeule ; 
sie  sei  wegen  einer  Undeutlichkeit  der  Fig.  hier  bo' 
schrieben.  Man  hat  von  Ö Uy'  die  Normale  gefallt 
und  derselben  gegenüber  den  Winkel  «•  angetragen, 
mit  der  anliegcndeii  Kathete  des  so  gohildetcii  recht 
winkligen  Dreiecks  als  Halbmesser  aus  dem  Flucht- 
punkt der  Normalo  als  Mittelpunkt  in  der  Ebene  Cr/ 
einen  Kreis  beschrieben  und  von  C aus  die  Tangenten 
an  denselben  gezogen  — alles  diess  in  der  Umlegung 
der  Ebene  Ct/  in  die  Tafel.  Die  Durclisclinittspiinkto 
jener  Tangenten  mit  der  Fluchtlinie  g'  sind  Punkto  der 
Fluchtlinien  und  g/  der  gesuchten  Ebenen,  die  somit 
als  durch  SQ‘  gehend  bestimmt  sind. 

; • 14.,  * 23.  Construction  der  gemeinschaftlichen  Normalo  zu  zwei 

Geraden. 

- - 16.,  • 25.  Umlegung  und  Aufstellung  der  Ebene  mittelst  ihres 

Hauptpunktes  und  ihrer  Distanzpunktc. 

“ 17.  und  18.,  p.  27.  Transformation  durch  Verschiebung  des  Centrums 

in  der  Verschwindnngsebene  und  respective  in  der  Tafel- 
normale. 
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20. 

Ceiitralprojectioii  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds 
aus  seinen  Bcstiiiiinuiigsstiickeii  unter  Benutzung  der 
reduclertcii  Distanz. 

- 20.,  - 

.30. 

Transformation  durch  Vcrscliiehuiig  der  Bildebene  in 
Normalen  zu  ihr. 

- -’l., 

33. 

('ollinearvorwandte  des  Vierecks. 

22 

31. 

Abhängigkeit  des  Bildes  der  Geraden  vom  Original. 

23.’,  • 

3«. 

Die  beiden  Systeme  von  entsprechend  gleichen  Strecken 
in  der  Geraden  und  ihrem  Bild. 

■ 21..  ■ 

37. 

Die  Gleichheit  der  Doppciverhaltiiisse  in  den  Geraden 
und  ihrem  Bilde  mit  denen  des  projicicroudeii  Strahlen 
büschcls. 

■ 2.V, 

10. 

Constriiction  des  vierten  Punktes  zu  drei  gegebenen 
Punkten  einer  Kcihe  bei  vorgeschViebeiiem  Doppelvor* 
hältniss. 

2H.,  - 

12. 

Coiistruction  projeciivischcr  Keiheu  aus  drei  Paaren  ent- 
sprechender i^inktc. 

• 27.,  n., 

h.,  p 

44.  Bestimmung  der  Geraden  aus  den  Bildern  und 
TafelabsUinden  von  drei  Punkten  derseiben.  Fig.  27.,  a. 
axonometrisch. 

- 28,  |. 

16. 

Coustruction  projectivischer  Büschel  aus  drei  Paaren 

entsprecheniier  Strahlen. 

- 20,,  • 17.  Conatruction  der  cntsprecltondcri  Kochtwinkelpaarc  in 

zwei  porepoctivischen  HUachelii. 

- 30  , • 48.  Die  projectiviachen  Doppelreihen  und  Doppcihüsjchel  in 

ceiitrisclicoIlinGarcn  ebenen  Systemen. 

- 31.,  • 60.  Die  peomelrischo  Bedentuiijj  der  cliÄracteriatibcheii  Con 

atiiiiten  der  Ccntral-Collinention.  AxouometrUeh. 

• 32.,  - 51.  Die  entsprechenden  Uechtwinkelpaare  der  projectivi- 

schen  Doppelbuschcl  in  centrischcoilincaren  ebenen 
Systemen. 

33.,  • 52.  Perspcctiviseho  Dreiecke. 

> 31.,  ‘ 53.  Die  Drehnnp'  centralprojectiviacher  ebener  Systeme  um 

ihre  DnrchschnitUlinie. 

• 35.,  - 5t.  Die  involiitorische  CcntrHlcollineation  ebener  Systeme. 

36.,  n.  und  b.,  p.  58.  Para]leiprojecttoii  ebener  Systeme.  Fig.  36.,  b. 

axonometrisch. 

37.,  p.  58.  Axensymmetric  eben«^r  Systeme. 

• 38  , a.  und  b.,  p.  50.  Aehiilichkeit  und  äliiiliche  Lap’e  ebener  Sy- 

steme. . Fij'.  38.,  b.  Hxonoinctrisch. 

• 39-,  p.  50.  Centrale  Symmetrie  ebener  Systeme. 

40.,  n.  und  b.,  p.  60.  Conpruenz  ebener  Systeme.  Fig.  40.,  b.  axo- 

iiometrisch. 

- 41.;  a.,  b.,  c.;  p.  62.  Die  centrisebe  ColHncation  ebener  Systeme 

wird  durch  zwei  einander  entspnichendo  Vierecke  be- 
stimmt; a)  die  Vierecke,  Ableitung  der  Oegenaxeu  und 
der  Centra  aus  denselben  inittclst  der  prujectivisclieii 
Uethen  in  zwei  Oegcn.Hciten.  b)  Die  vier  centriscli 
collinearen  Anordnungen  in  der  Kbeno,  ihre  Axen  und 
tüegenaxon.  c)  Axoiiomctrisclic  Skizze  über  die  beiden 
räumlichen  ccntrischcollinearen  Lagen. 

• 42..  a.  und  h.;  p.  64.  Viereck  und  (Quadrat  in  l*rojectivit«t  zur  Be- 

gründung ihrer  projcctivischcn  Kigenschafton. 

- 43,  p.  70.  Die  Kcihc  der  Diirchstosspunkto  eines  projicicrendcii 

Strahlonbiischols  und  das  Büschel  der  Spuren  der  zu 
ihnen  respective  normalen  projiciorendeii  Ebenen. 

- 44.,  - 71.  Die  FitndHmcntaleigcnschnften  des  Kreises,  seiner  Punkte 

und  seiner  Tangenten. 
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Fig.  45.,  I».  7*i.  Dor  Uebergaui'  derselben  auf  die  Prujcctioncn  des 

Kreises  und  zwar  die  eUi]»tischeD. 

* 4G.,  - 73.  Der  ITcbergang  derselben  auf  die  Projectiorieii  de» 

Kreises  und  zwar  auf  die  hyperbolischen. 

' 47.,  a.  und  b.;  p.  75.  Fundaincntaleigenschaften  des  Kcgelscliiiilt 
biischels  und  der  Kegclsclinittschaar. 

48.,  |i.  77.  L>i«  ccntrischcn  Collinoarvcrwaodteu  des  Kreises  als 
ilyperbeb  Ellipse,  Parabel. 

4tb,  H.  und  b.;  p.  79.  Die  Collinatiun  zweier  KegeUehiiittu  über- 
haupt. 


,w.. 

p.  7U. 

Die  centrischo  Collinoation  zweier  Kegelschnitte. 

öl., 

- 80. 

Das  PascaPsche  Sechseck. 

52., 

- 80. 

Die  Construction  des  Kegelschnitts  aus  fünf  Punkten 
und  die  der  Tangente  in  jedem  seiner  Punkte. 

- öa., 

- 82. 

Construction  der  Tangenten  in  zweien  der  fünf  Be* 
stimmnngspunkte  eines  Kegelschnitts. 

- .54., 

83. 

Construction  des  Kegelschnitts  aus  drei  Punkten  und 
den  Tangenten  in  zweien  derselben. 

- .öS., 

- 84. 

Dks  Brianchon'sclie  Scchsscit. 

.56., 

. 88. 

Construction  der  Schnittpunkte  einer  Geradoii  mit 
einem  durch  fünf  Punkte  gegenenen  Kegelschnitt. 

- r,7., 

- 80. 

Construction  der  Tangenten  aus  einem  Punkte  an  ciiicti 
durch  fünf  Tangenten  bestimmten  Kegelschnitt. 

- 58., 

- 01. 

Construction  der  Kegelschnitte,  welche  durch  vier 
Punkte  gehen  und  eine  Gerade  berühren. 

- 5U.  i 

H.,  !>.,  e. 

; p.  92.  Der  Kegelschnitt  als  in  involutoriscbcr  Cen« 
tral-Colliueation  mit  sich  selbst  für  einen  Punkt  sciucr 

Ebene  als  Centruro  oder  eine  Gerade  derselben  aIb 
Axc.  a)  ElHptiscii  mit  Doppololcmenton.  b)  Hyperbo* 
lisch  mit  Doppelcicmeutcu.  c)  Elliptisch  ohne  und 
parabolisch  mit  Doppelelementen.  , 

- GU.,  p.  9G.  Die  Gerade  von  einem  Punkte  nach  dem  unzugäng> 
liehen  Schnittpunkt  von  zwei  Geraden  mittelst  dor  In- 
vohitlon  (vergl.  Fig.  110.). 

61.,  - 96.  Constniction  der  Polare  eines  Punktes  in  Uezug  auf 

den  durch  fünf  Punkte  bestimmten  Kegelschnitt. 

■ 62.,  ' U7.  Constniction  des  Mittelpunkts  fUr  den  durch  fünf  Tati’ 

genten  bestimmten  Kegelschnitt. 

‘ 63.,  n.  und  h. ; p.  08.  Constructioii  der  Involution  von  Punkten  (a) 
und  von  Strahlen  (b)  aus  zwei  Paaren  insbesondero 
ihrer  Doppclelemcntc. 

* 64.,  p.  00.  ConstructioD  der  Hechtwinkelstrahleii  eines  involuto- 

rischen  Rüschels. 

* 66.,  • 102.  Construction  der  Involution  harmonischer  Pole  in  einer 

Geraden  in  Bezog  auf  einen  durch  fünf  Punkto  I,  ...,  5 
bestimmten  Kegelschnitt. 

’ 66.,  • 105.  Ein  Durchmesser  der  Hyperbel  and  zu  ihm  conjugierte 
Sehnen  derselben. 

67.,  • 108.  Construction  der  Tangenten  und  der  Punkte  der  El- 

lipse aus  zwei  conjugierten  Durchmessern. 

* 68  y - 100.  Constructiou  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  und  dor 

Tangenten  aus  einem  Punkte  mit  einer  Ellipse,  die 
durch  zwei  conjugierte  Durchmesser  bestimmt  ist,  mit 
Hilfe  der  Aftinitat  derselben  zum  Kreise. 

* 60.,  n.,  b.,  c.;  p.  111.  Die  Collinearverwandten  des  Kreises  für  seineu 

Mittelpunkt  als  Collineationscentrum : Ellipse,  Hyper- 
bel, Parabel. 
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- 72. 

- 73., 

- 71., 

• 7.'i , 

- 70., 

- 78-, 

- 79., 

- 80., 
- «1, 

• 82.. 

- 83., 

- 84., 

- 86., 

- 86., 

- 87., 

- 88., 

- 89., 

- 90., 

- 92., 

- 93., 

- W-, 

- 96., 


üebereicht  der  Figuren  und  Tafeln.  XXIX 

p.  113.  und  Fig.  71.,  j».  114.  l>ie  Hrennpunkte  eines  Kegel- 
schnitts als  Scheitel  rechtwinkliger  Involntioncn  har- 
monischer Polaren:  F.llipse  und  Hyperbel, 
a.  und  b.,  p.  116.  Die  Deziehnngen  der  Brennpunkte  zu  den  Tan- 
genten der  Kegelschnitte;  Kllipse,  Hyperbel. 

I p.  118.  Der  Kriimmungskreis  für  einen  Punkt  im  Kegelschnitt 
lind  seine  Constmetion. 

, - 120.  Constmetion.  des  Krümimingskreises  im  Scheitel  ans 
der  Hauptaxe  nnd  einem  Punkto  des  Kegelschnitts. 

- 120.  Der  constructive  Zusammenhang  von  zwei  centriseh 

collinearen  BaumOguren;  aionometrisch. 

, - 127,  und  Fig.  77.,  p.  128.  Die  Ableitung  der  orthogonalen 
Parallelprojectionen  der  centrisch  collinearen  Kaum- 
figur zu  einer  gegebenen  ans  den  Projectionen  der 
letzteren. 

, - 131.  Perspectivisch  affine  rünmliche  Systeme;  aionometrisch. 
, - 136.  Znr  Bestimmung  von  projectivisch  collinearen  räum- 
lichen Systemen;  axonometrisch. 

, • 137.  Drei  in  Paaren  centriseh  collineare  räumliche  Systeme 
haben  ihre  Centra  in  einer  Geraden;  axonometrisch. 

, ■ 139.  Die  Bestimmung  des  Punktes  in  Bezug  auf  zwei  Ebenen 

und  einen  Anfangspunkt  in  ihrer  Schnittlinie;  axono- 
metrisch. 

- 139.  und  Fig.  116.,  p.  186.  Die  Bestimmung  des  Punktes  in 

Bezug  auf  drei  Projections-  oder  Coordinatenebenen; 
axonometrisch. 

, - 142.  Die  sechs  Halbierangsebenen  nnd  vier  Halbieningsaxcn 

des  Projectionssystems ; axonometrisch.  (Vergl.  die 
Anmerk,  von  p.  188.) 

, - 143.  und  Fig.  118.,  p.  186.  Die  Spuren  einer  Ebene,  ihre 
Normale  vom  Anfangspunkte  nnd  ihre  Schnittlinien  mit 
den  Halbierangsebenen  des  Projectionssystems;  axo- 
nometrisch. 

I - 144.  Die  Constmetion  des  vollständigen  Vierecks  der  Schnitt- 
punkte der  Halbiernngsaxen  einer  Ebene  aus  dem 
Spnrendreicck  derselben. 

I - 146.  Der  Zeichenwecbsel  der  Coordinaten  in  den  Flächen- 
theilen  der  Ebene,  welche  die  Coordinatenebenen  be- 
grenzen. 

, - 148.  Die  projicierenden  Ebenen  nnd  die  Durchstosspunkte 
der  Geraden  mit  den  Projectionsebenen ; axonometrisch. 

, - 148.  nnd  Fig.  91.,  p.  162.  Die  Punkte  nnd  AV  einer  G<0 
raden  in  ihrer  Beziehung  zu  dem  System  der  Linie 
hi  nnd  der  Spuren  s,  einer  durch  sic  gehenden  Ebene. 

- 150.  Die  drei  Projectionen  eines  Punktes  und  sein  Abstand 

vom  Anfangspunkt. 

- 162.  Die  drei  Projectionen  einer  Geraden  und  ihre  Durch- 

stosspnnkte. 

• 164.  Die  drei  Spuren  einer  Ebene  und  die  Projectionen 
ihrer  Punkte  //, , das  Dreieck  derselben  und  das  voll- 
ständige Viereck  der  hi  in  wahrer  Grösse. 

- 165.  Die  Tafelneigungen  einer  Ebene  ans  ihren  Spuren. 

- 168.  Constmetion  der  Projectionen  des  Schnittpunktes  einer 

Geraden  mit  der  durch  zwei  Gerade  g.f  bestimmten 
Ebene. 

- 168.  Constmetion  der  Projectionen  der  Schnittlinie  d von 

zwei  Ebenen,  deren  jede  dnreh  zwei  sich  schneidende 
Gerade  g,l;  g„l^  bestimmt  ist. 
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üeberöicht  der  Figuren  und  Tafeln. 


Fig.  yO.,  p,  IGO. 

97.,  - UV) 

- 98.,  162. 

99.,  - 161. 

100.,  - 166. 

101.,  • 1G7. 

- 102.,  - 168. 

- lu;i  , - 169. 

- 104-,  - 170. 

- 105.,  - 172. 

- 106.,  - 174. 

- 107.,  - 175. 

• 108.,  - 176. 

- 109.,  - 177. 

» 

- HO.,  - 178. 

- Hl.,  - 179. 

- 112.,  - 181. 
- 113,  - 182. 


Die  Uestimniung  der  Projectioiien  eines  ebenen  System«, 
das  durcli  die  Affinitätsaxe  und  die  Projectionen 

eines  Puiikte.s  A ausser  ihr  gegehen  ist. 

Die  Pestimniiing  der  Projectionen  eines  ebenen  Sy- 
stems, das  durch  die  beiden  .\f6iiitatsaxen  » *,  A. 
bestimmt  ist. 

Die  Construction  der  wahren  Grösse  des  Winkels  von 
zwei  Geraden. 

Die  Umlegung  einer  ebenen  Figur  und  die  Halbiorung«- 
ebenen  des  bezüglichen  Drchungswiiikels. 

Die  liestimmung  der  Orthugoimlprujcction.  in  welcher 
ein  gegebenes  Dreieck  einem  aiideni  Dreieck  ühii' 
lieh  wird. 

Die  Construction  der  Transversalen  zweier  Geraden, 
welche  gegebene  Liiiige  haben  und  einer  bestimmten 
Kbeue  parallel  sind;  axononietriscb. 

Die  constructivo  Auflösung  der  dreiseitigen  Kcke:  ans 
drei  Kantcnwinkeln  die  Fläcbeiiwiukel.  (Vergl.  p.  684.) 
Construction  derjenigen  Kbenen,  welche  gegen  die 
erste  iVojecttonsebeiie  und  eine  gegebene  vertical  pro 
jicierende  Kbeiic  vorgeschriebene  Winkel  machen. 

Die  Projectionen  dos  rogulUren  Ikosaeders,  das  eine 
seiner  Flachen  in  der  ersten  Projcctionscbcne  hat. 
Construction  des  ebenen  Querschnitts  einer  Pyramide 
und  seiner  wahren  Grösse  und  Gestalt  mit  Hilfe  der 
ceiitrischen  Collinoation,  in  der  er  zu  ihrer  Basis  steht. 
Schcniatigur  zur  Durchdringung  zweier  Polyeder. 
Construction  der  Ilurchdringung  eines  Würfels  mit  ver- 
ticalor  Ilanptdiagonalo  und  ciocs  Ikosaeders  mit  hört' 
zontnler  Fläche. 

Construction  der  Durchdringung  einer  vierseitigen 
Pyramide  mit  einem  l^risma  mit  lliifc  der  Kbenen  des- 
jenigen Büschels,  welches  die  Parallele  aus  der  Spitze 
der  erstem  zu  den  Läiigenkauten  des  letztem  zur 
Scheitelkante  hat;  nxonomctriscb. 

Die  ParallelversehiobuDg  der  Projcctionsebene  xot/ 
und  ihre  Folgen  für  die  Projectionen  eines  Punkte» 
und  einer  Geraden  sowie  für  die  8pureii  einer  Kheue. 
Bei  dieser  Figur  und  den  nächsten  bis  mit  Fig.  120. 
ist  es  zweckmässig  für  den  Zeichner,  die  einander  fol- 
gemlcu  Transformationen  durch  verschiedene  Kar- 
bon in  Zeichnung  und  Schrift  zu  unterscheiden. 
Construction  der  Schnittlinie  von  zwei  Kbenen  bei  un- 
zugänglichem zweiten  Durchstosspunkt  derselben. 

Die  Transformation  durch  Drehung  der  Objecte  um 
die  Axe  und  ö=»=-|-30®  für  Punkt,  gerade  Linie  und 
Kbcnc;  die  Horizontalspurcn  s,  und  |.f,  sind  Tangenten 
desselben  aus  0 beschriebenen  Kreises  in  Punkten, 
deren  Bogenabstaml  sss-j-30'’  ist. 

Die  Veränderungen  der  ersten  und  dritten  Projection 
einer  Pyramide  bei  Drehung  der  Projcctionsebcnen 
XO  y und  yOZ  um  die  Axe  OK. 

Construction  der  Kbenen  8,  8*,  welche  durch  die  Ge 
radc  g gehen  und  mit  der  Geraden  / Winkel  <p  ein- 
schlicssen,  für  die  sin  99  »0,4  ist,  durch  Benutzung 
«1er  Transformnlioii  des  Projcctionssystoms.  Die  Buch- 
staben gA'*  und  sind  zu  vcrtauBchcn. 
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Kig.  114.»  p.  1B4.  Die  Ableitung  der  Frujeeliuiieii  eines  Prisnia's  aus  ge- 
gebenen Daten  mit  Hilfe  einer  neuen  Projectiunsebenc. 
115-,  * 185.  Die  Aufiusung  des  axonometriaclien  Problems  für  ortlio- 
goiiale  Parallclprojoction  durch  Transformation. 

' 117,  - 180.  Die  dirccte  Auflösung  des  axonometrischen  1‘roblems 

für  orthogonale  l^arnllelprojection. 

- 119.,  - 189.  Die  directc  Lösung  des  axonometriscbcn  Problems  für 

die  gegebenen  MaassstAbsvcrliilltnisse  10:9:6. 

• 1^0.,  - 190.  Die  Constriietino  des  axonoinetrischen  Problems  für 

schiefwinklige  i'iirallclprojoction : Hestimmung  der  pro- 
jicierenden  Strahlen  und  der  Projectionsebeneii  für 
gegebene  Axon  und  MaassstnbsvcrliHltnisse;  die  abso- 
luten Manssstiibe  erhält  man  durch  die  llcstiinmiiiig 
der  wahren  Länge  des  Bildes,  z.  B.  ü'  X eines  der 
Axcoabschnittc  OX  in  der  schrägen  Kbenc. 

Zweiter  Th  eil. 

- 121.,  - 19G.  Die  Singulnritiiten  ebener  Curvon:  a)  Doppelpunkt; 

b)  Doppoltangunto;  c)  InHexionstnngento ; b)  und  d) 
RUckkehrpunkt. 

- 1*22.,  - 198.  Die  Benutzung  von  Hilfscurven  für  die  Bestimmung 

des  Berührungspunkts  einer  gegebenen  Tangente, 

• 12.S.,  ' 199.  der  Tangente  für  gegebenen  Berührungspunkt, 

- 124.,  - 199.  des  Krümmungsmittelpunkts  für  einen  Punkt  der 

Curve  und 

- 125.,  - 2()th  des  Fusspnnktes  der  Normale  aus  einem  gegebenen 

Punkt  auf  die  Cnrvo. 

> 1*20.,  > 201.  Die  Uaumeurve,  ihre  Punkte,  Tangenten  und  Sclunie- 

gungsebenen,  d.  b.  ihre  developpabic  Flache. 

- 127.,  < 285.  Die  ccutralprojectivischo  Bestimmung  einer  Kegel- 

Hache  mit  ebener  Leitcurve,  insbesoodere  ihrer  i'>- 
zetigenden. 

128.,  • 206.  Die  beiden  ersten  Projeettonen  einer  Kegelflächc  mit 

ebener  Leitcurve,  ihre  Punkte  und  Erzeugenden  und 
ihre  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden. 

’ 129.,  s.,  b.,  p.  *207.  a)  Die  Tangentialebenen  von  einem  Punkte  im 

Raum  an  eine  Kegelfläche  mit  ebener  Leitcurve  in 
Centralprojection.  b)  Dieselben  in  orthogonaler  Pural- 
lelprojection. 

- 130.,  p.  209.  Die  Aehnlichkeit  und  älinlicbe  Lage  der  Spur  und  der 

Fluchtlinie  der  Kegeltiächen. 

- 131.,  ' 210.  Die  Construction  der  Tangentialebenen  der  KegeL 

fläche  aus  einem  Punkte  und  die  Bestimmung  ihrer 
Schatten. 

- 132.,  - 211.  Die  Construction  der  Umrisse  einer  Kegelfläche  aus 

der  ersten  Projection  ihrer  Leitcurve  und  gegebener 
Ebene  derselben. 

- 133.,  - 213.  Der  Zusammenhang  ebener  Qiiorschnittc  desselben 

Kogels  als  colliucarcr  Curven. 

- 134.,  • 217.  und  Fig.  135.,  p.  218.  Die  Construction  des  ebenen 

Querschnittes  einer  Kegelfläche  bei  gegebener  erster 
Spur  und  Spitze  desselben. 

- 136.,  • *219.  CoDstrnction  der  zweiten  Spur  einer  KegelflHche  ans 

der  ersten  Spur  und  den  Projectionen  der  Spitze. 

137.,  - 2*20.  Die  Centralprojectton  des  ebenen  Schnittes  einer  Kegel- 

, fläche  aus  der  Spitze  und  der  in  einer  gegebenen  Kbeno 
enthaltenen  Leitcurve  derselben. 
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Fig.  1.38., 

- 139., 

- 140., 

141., 

112., 

. 14.3., 

- 144., 

145., 

• 146., 

- 147-, 

- 148., 

- Uü., 

Tftfel.  I„ 
Fig.  150., 
Tafel  II., 

Fig.  161., 

- 152., 

- 152., 

- 153, 

- 155, 

- 156., 


p.  222.  I>irecte  Hostlmmiing  der  wahren  Ge<^talt  des  Schnittes 
einer  Ebene  mit  der  durch  die  erste  Spur  und  die 
l’rojectionen  der  Spitze  bestimmten  KegelHUche. 

• 228.  Coustrnctinn  der  Umrisse  eines  Hotationskcgels  in 

Parallelprojection  ans  Axe,  Scheitel,  Basis-Halbmesser 
lind  Mittelpunkt. 

“ 229.  Conslnietion  der  Umrisse  eines  Rotationskegels  in 
Centralprojection  aus  denselben  gegebenen  Stücken. 

- 231.  Ebener  Schnitt  des  Kotationskegels  (Hyperbel). 

- 232.  Directc  Bestimmung  der  Brennpunkte  und  Directrixeii 

des  ebenen  Querschnittes  eines  Rotationskegcls, 

- 234.  Ellipse  und  Hyperbel  als  Focalktgelschnitte. 

• 237.  Der  elliptische  Schnitt  eines  Kot'itionsUegels,  dessen 

Axe  in  XOZ  und  zu  OZ  parallel  liegt,  durch  eine  ver- 
tical  projicierende  Ebene  und  seine  Abwickelung  in 
die  Tangentialebene  des  Scbeilels  .4;  insbesondere 
Coostruclion  der  InOexionsstellen  der  Abwickelung. 

- 239.  Zur  Entstehung  der  InHcxiouen  in  der  Abwickelung 

von  C'iirven  mit  devcloppablen  Flächen,  auf  welchen 
sie  liegen. 

- 210.  Zur  Bestimmung  der  Veriinderuug  des  Krümmungs* 

radius  einer  solchen  Curve  in  Folge  der  Abwickelung. 

• 242.  Die  Entstehung  der  Schraubenlinie  als  der  geodätischen 

Linie  des  Rotationscylinders. 

< 245.  Die  Tangentenconstruction  der  Schraubenlinie  und  die 
developpable  Fläche  derselben. 

• 246.  Bestimmung  der  RUckkebrknntc  einer  dcveloppabcln 

Scbraiibonfläche  aus  zweien  Ihrer  coaxialen  Schrauben- 
linien von  gleicher  Ganghöhe. 

• 247.  Axonomotrischc  Darstellung  der  Schraubenlinie  8 und 

ihrer  devcloppabcln  Fläche  zur  Veranschaulichung 
ihrer  Doppelcurvcn  D. 

- 249.  Construction  der  SchiniegungsebcncD  der  Schrauben* 

linic  durch  einen  gegebenen  Punkt  P mit  Hilfe  des 
liichtungskogels. 

• 251.  Der  Querschnitt  der  dcveloppabeln  Schrnubenfläche 

mit  einer  zweiten  projicierenden  Ebene;  seine  unend* 
liehen  Acste  und  Asymptoten,  Doppelpunkte  und 
Rückkohrpunkte. 

- 255.  Die  Abwickelong  der  dev^loppabeln  Schranbcnäächc 

uud  ihres  ebenen  Querschnitts  zwischen  den  Spur- 
evolventen  eines  Ganges. 

i)  p.  258.  Construction  der  Krüinmangshalbmessor  der  Ellipse 
für  ihre  Scheitel. 

i)  p.  2.58.  Construction  der  Knimmungshalbmesser  der  Ellipse 
für  die  Endpunkte  von  zwei  coojugierten  Durch* 
messern. 

p.  259.  and  154.,  p.  261.  Axonometrische  Darstellung  der  Tan- 
genten /,  der  Hauptnormalcn  n,  der  Binormalen  5,  der 
Polartinien  p,  der  Mittelpunkte  der  Krümmungskreisc 
der  Mittelpunkte  der  Schmiegungakugeln  A’,  und  der 
Punkte  zweier  Evoluten  E,  B*  für  eine  Raumeurve  P. 

- 263.  Dasselbe  für  die  Schranbeiilinic  in  orthogonaler  Paral- 

lelprojcction. 

• 266.  und  157.,  p.  267.  Zur  Construction  der  Durclulringungs* 

curven  von  zwei  KegelHachen  mittelst  des  Büschels  der 
Hilfsebenen  durch  die  Verbindungslinie  ihrer  Spitzen. 
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Fip.  158., 

1'.  273. 

- 1511., 

- 276. 

- löU., 

- 277. 

- ICl., 

- 282. 

- 162., 

- 286. 

- 163., 

- 292. 

- 164., 

- 296. 

- 165., 

- 299. 

T»f.  III.,  - 301. 

Taf.  IV,,  - 307. 

Fig*.  166.,  p.  311. 

- 167.,  - 313. 
Tafel  V.,  - 317. 


Taf.  VI.,  p.3iy. 


Fig.  168.,  • 323. 


Taf.  VII.,  - 332. 


Zwei  Orthogonalprojectiooen  der  Durdidringiingscurvo 
von  zwei  Cylindern  zweiten  Grades  mit  einem  Doppel- 
punkt. 

Zwei  Orthogonalprojectionen  der  cubtschen  Ellipse  and 
ihrer  dcvoloppabeln  Fläche. 

Centralprojection  der  cubischon  Parabel;  Fluchtlinie 
Q,'fi  und  Spar  ihrer  developpabeln  Fläche. 

Zur  Charactcristik  des  Zusainmenhutigs  zwischen  einer 
Haumeurve  und  ihrer  ebenen  Abbildung. 

Darstellung  des  Zusammenhangs  zwischen  einer  Kaum- 
curve  und  derm  ebenen  Querschnitt  ihrer  developpabeln 
riäche. 

Zur  botstehung  des  Rückkebrpunktes  in  der  Parallel- 
projection  einer  Kaumcurvc. 

Durchdringung  zweier  Kegel  zweiten  Grades,  weun 
die  Spitze  des  einen  auf  dem  Mantel  des  andern  liegt. 
Die  Kaumenrve  vierter  Ordnung  mit  einem  stationären 
Punkte  als  Durchdringung  von  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  mit  einer  gemeinsamen  Tangentialebene,  wenn 
die  Spitze  des  einen  auf  dem  Mantel  des  andern  liegt; 
Darstellung  der  Doppelcarve  ihrer  developpabeln  Fläche 
und  der  involutorischen  Collineatioo,  in  welcher  die 
Cnrvo  und  Developpable  sich  selbst  entsprechen. 

Die  Orthogonalprojectiooen  der  Durchdringung  zweier 
Kegel  zweiten  Grades  mit  einer  gemeinsamen  zu  XO'/ 
parallelen  Hauptebene,  ihre  doppelt  projicierenden  Ke- 
gel, die  Ilorizontalspur  der  Developpabeln  und  diu 
Projectionen  ihrer  Doppelcnrven.  Die  Gruppen  der 
Curvenpunkte  mit  sich  schneidenden  Tangenten. 

Die  Durchdringung  eines  zu  GZ  parallelen  Rotations- 
cyliudcrs  mit  einem  Rotationskegel  von  zu  0 F paral- 
leler und  die  des  Cyltnders  schneidender  Axe  nach 
ihren  Symmetrien,  insbesondere  mit  den  beiden  übrigen 
doppelt  projicierenden  Kegeln. 

Die  Scbnittcurve  der  Tangentialebene  einer  krum- 
men Fläche  in  der  Nachbarschaft  des  Jleruhrungs- 
punktes  nach  ihren  drei  wesentlichen  Formen. 

Zur  Veranschaulichung  des  conischen  Punktes  oder 
Doppelpunktes  einer  Fläche, 

Zwei  Orthogonalprojectioneu  des  durch  drei  Gerade  g 
bestimmten  einfachen  Hyperboloids;  die  Coustruction 
der  /,  insbesondere  die  der  zu  den  gegebenen  g paral- 
lelen 1 und  das  von  ihnen  mit  jenen  bestimmte  Paral- 
lelcpiped.  Umrisse,  Horizontalspur,  Mittelpunkt  der 
Fläche. 

Die  Centralprojection  des  oinfacbeu  Hyperboloids  zu 
drei  gegebenen  Erzeugenden  g\  Construction  der  Er- 
zeugenden /,  insbesondere  der  zu  den  g parallelen  1; 
Bestimmung  desjenigen  ly  welches  mit  einem  gegebe- 
nen g dasselbe  Bild  bat.  Fluchtcurve,  Spur,  Umriss, 
Mittelpunkt  und  Asymptotenkcgel  der  Fläche. 
Construction  aller  durch  eine  Gerade  gehenden  Tan- 
gentialebenen des  einfachen  Hyperboloids  und  ihrer 
Berühi'ungspunkte  aus  drei  entsprechenden  Paaren  der- 
selben; beispielsweise  in  einem  gegebenen  vierten  und 
für  den  unendlich  fernen  Punkt  derselben. 
Construction  der  beiden  gemeinschaftlichen  Transver- 
salen /i,  /(  zu  vier  gegebenen  Geraden  oder 
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- 356. 

Fig.  176., 

- 364. 
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- 365. 
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- 372. 

- 181., 
Tafel  XL, 

- 372. 

- 377. 

Fig.  182.,  - 390. 


üebereicht  der  Figuren  und  Tafeln. 

der  Hcbnittpnnkte  f\,  F,  von  h mit  dem  Hyperpoloid 
der  gi.gtiffs  und  der  Tangentialebenen  8',  8*  durch  h 
an  daeaelbe. 

Construotion  der  Vcrticalprojectionen  F'',  /'•“  derjeni- 
gen Ptmkte  dea  dnreb  daa  windacbiefe  Viereck  ABCIi 
beatimmten  byperboliachen  Paraboloida,  welche  eine 
gegebene  Horiaontalprojection  F'  haben. 

Zur  Kriänterung  der  Beziehungen  von  Pol  P nnd  Polar- 
ebene F in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Oradea  F,. 
Daa  einfache  Hyperboloid  ana  Ellipaa  und  Hyperbel, 
deren  gemeinaamer  Dnrcbmessor  in  der  Anfangslage 
die  Hyperbel  schneidet; 

Daa  hyperbolische  Paraboloid  ans  Parabel  und  Hy- 
perbel; 

Das  zweifache  Hyperboloid  aus  Ellipse  nnd  Hyperbel, 
deren  gemeinsamer  Durchmesser  in  der  Anfangslage 
die  Hyperbel  nicht  trifft; 

Das  Ellipsoid  aus  Ellipse  und  Ellipse; 

Das  elliptische  Paraboloid  aus  Ellipse  und  Parabel 
— sämmtlich  axonoraelrisch. 

Construction  des  ebenen  Querschnittes  1 ...  6 und  des 
demselben  entsprechenden  Puls  P für  ein  Ellipsoid, 
welches  dnrcli  drei  conjugierte  Durchmesser  AB,  CD, 
EF  gegeben  ist. 

Selbstschattengrenze  nnd  Schlagschatten  auf  die  Pro- 
jectionsebenen  für  parallele  Lichtstrahlen  von  einem 
zweifachen  Hyperboloid,  dessen  Hanptaxen  den  Pro- 
jectionsaxen  parallel  sind,  speciell  die  Sclieitelaxe 
zu  OZ. 

Construction  der  Axen  eines  Ellipsoids,  welches  durch 
die  conjngierten  Durchmesser  AB,  CD,  EF  der  zu 
XO}'  und  XOZ  rcspective  parallelen  conjngierten 
Diametralschnitte  gegeben  ist. 

Das  dreiaxige  Ellipsoid  als  ccntrisch  collinearcs  Ab- 
bild der  Kugel;  seine  Kreisschnittsysteme  und  Kreis- 
punkte. Directe  Bestimmung  der  Axen  fiir  die  Colli- 
nearligur  eines  Kreises.  (Vergl.  Fig.  177.) 

Das  zweifache  Hyperboloid  als  centrisch  collineares 
Abbild  der  Kugel ; Kreisschnittsysteme  und  Kreispnnkte. 
Zur  Anschauung  der  in  zwei  Kegelschnitte  zerfallen- 
den Durchdringung  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
nnd  der  beiden  durch  sie  gehenden  Kegel.  Axono- 
metrisch. 

Zur  Benutzung  der  Hilfsebenen,  deren  Schnitte  mit 
einer  Fläche  zweiten  Grades  kreisförmige  Projcctionen 
haben  für  die  Construction  ihres  ebenen  Querschnitts. 
Construction  dos  Schlagschattens  im  Innern  einer  ho- 
rizontal begrenzten  hohlen  Halbkugel. 

Zur  Erläuterung  der  stereographischen  Projer.tion. 

Die  Symmetrieverhältnisse  der  Durchdringung  von  zwei 
concentrischen  Flächen  zweiten  Grades.  Doppelt  pro- 
jicierende  Kegel  der  Curve  und  doppelt  aufgeschrie- 
bene  Curven  der  Developpabelu.  Axonometrisch.  Der 
mit  und  M in  gerader  Linie  nnd  symmetrisch 
zam  erstem  Punkt  für  M als  Centrum  gelegene  Punkt 
musste  in  der  Figur  wegbleiben. 

Die  Focalcurven  und  die  Kreis-Diametralschnitte  des 
dreiaxigen  Ellipsoids.  (Axonometrisch  ) 
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- 472. 
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207., 

- 474 

Die  Fläche  der  flachgängigen  Schraube; 

Die  Wulbfläcbe  dea  Einganga  in  den  rnnden  Thurm; 
Daa  Kugel-Conoid ; 

Daa  Normalenbiindel; 

Die  Fläche  der  acharfgängigen  Schraube; 

Die  Wölbfläche  dea  schrägen  Durchgangs; 

Daa  Cylindroid  — aämmtlich  nach  ihrer  Erzeugung  aua 
drei  Leitlinien  axonometriseb  dargestellt. 

Zur  Conatruction  der  Tangentialebenen  und  Berührungs- 
punkte einer  durch  drei  Leitcnrven  Cj,  Cf,  Cf  bastimm- 
ten  windachiefen  Kogelfläche  längs  einer  Erzeugenden  e. 
Die  Tangentialebenen  der  Wülbfläcbe  des  schiefen 
Durchgangs  längs  einer  Erzeugenden. 

Darstellung  des  Hyperboloids,  welches  sich  dem  Nor- 
malenbUndel  längs  einer  Erzeugenden  i,  anschmiegt  und 
die  grosse  Axe  seiner  Leitourvc  zweiten  Grades  enthält. 
Conatruction  der  beiden  längs  der  Erzeugenden  1,  an 
eine  scharfgängige  Schraubeufläche  sich  ausebmiegen- 
den  hyperbolischen  Paraboloide,  welche  die  Projections- 
ebenen  XOV  rcspective  XOZ  zu  Kiebtungsebenen 
haben. 

Darstellung  des  Kugel-Conoids,  welches  die  Ebene  XOY 
zur  Kichtungsebene  hat;  insbesondere  seiner  singulären 
Erzeugenden. 

Conatruction  des  osculierenden  einfachen  Hyperboloids 
für  eine  Erzeugende  l\  der  windschiefen  Regcifläche 
dritten  Grades.  (Fig.  190.) 

Die  Kegcltlächc  dritten  Grades  mit  einer  überall  reell 
doppelten  Leitgeraden  in  Centralprojection. 

Die  Regelfläcbe  dritten  Grades  mit  einer  doppelten 
Leilgeraden  mit  reellen  Grcnzpnnkten. 
tichematische  axonometrische  Darstellung  einer  Rota- 
tionsfläche zur  Üebersicht  des  Zusammenhangs  zwischen 
den  erzeugenden  Curven  C,  den  Parallelkreisen  F und 
den  Meridianen  M. 

Die  Projcctioncn  von  Punkten  einer  Rotationsfläche 
aus  Axe  a und  Meridian  Mj-z  bei  Parallelismus  von 
a und  07j. 

Conatruction  der  Tangentialebene  und  Normale  der 
Rotationsfläche  in  einem  ihrer  Punkte. 

Punkte  und  Tangentialebenen  des  einfachen  Rotations- 
hyperboloids aus  der  Axe  a und  der  Erzeugenden  t 
durch  V'ermittelung  von  Kehlkrcis  und  Spurkreis. 
Construction  des  ebenen  Querschnitts  einer  Rotations- 
fläche durch  Punkte  nnd  Tangenten;  Punkte  in  deu 
Umrissen,  höchste  und  tiefste  Punkte. 

Directe  Bestimmung  der  Axen  des  ebenen  Querschnitts 
eines  durch  seine  Erzeugende  bestimmten  einfachen 
Rotationshypeiboloids. 

DerBcrUhrungskcgel  desTorus  aus  gegebenem  Scheitel; 
seine  Berührungscurvc  mit  der  Fläche. 

Der  BerUhrungscylinder  der  Rotationsfläche  bei  gege- 
bener Richtuug  der  Erzeugenden. 

Directe  Bestimmung  der  Umrisse  einer  Rotationsfläche 
bei  schräger  Axe  in  Parallelprojection ; Grundlage. 
(Vergl.  Fig.  139.) 

Construction  der  Umrisslinie  eines  Torus  in  Parallel- 
projection bei  schräger  Axe  desselben. 

c* 
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Uebertiicbt  der  Figureu  und  Tafeln. 


Fig.  208.»  p.  481,*  Zur  H«priindung  der  Beleuclituiigsconstructioneu  für 
* paralleles  Licht:  Kugel»  Rotationskegel»  Cvlinder. 

Axonometriscli. 

- 20U.»  * 483.  Construction  der  IntcnBitatslinicii  des  geraden  Kreis- 

kegels  bei  verticaler  .^xe. 

• 2lU.,  - 484.  ConBtruction  der  Inteiieitätsliaieu  des  geraden  Kreis- 

cylioders  bei  verticaler  Axe. 

- 211.»  - 48C.  Hiifsconstruction  für  Bestimmung  der  IntcnsitHtslinien 

einer  RotationsdUche. 

Taf.  XII.»  - 480.  Die  Intensitiltslinien  des  einfachen  Kotatioiiähyperbo- 
loids;  der  ächlagschutten  im  Innern  desselben  und  auf 
die  Projcctioiisebenen. 

Fig.  212.»  - 4y3,  Directc  Construction  des  Doppclpuiikies  \ welchen 

die  zweite  Frojection  der  Diirchdringungscunro  einer 
Kugel  mit  einer  Kegeltliiche  zweiten  (>rados  zeigt. 

- 218.»  - 498.  Zur  Durchdringung  von  zwei  Rutationstlächen  mit  sich 

schneidenden  Axen;  Punkte  und  Tangenten. 

- 214,»  - <VH).  Zur  gemeinsam  umschriobenen  Developpabeln  fUr  zwei 

RotationsHachen  mit  sich  schneidenden  Axen. 

- 215.»  - 502.  Zur  Durchdringung  von  RuUitionsHächcn  mit  sich  kreu- 

zenden Axen:  Punkte  und  Tangenten. 

' 216.  lind  217.»  p.  .507.  Die  Bestimmung  des  l*unktes  in  der  Reihe, 

respective  des  Strahles  im  Büschel  aus  den  Funda- 
mental-Elementen und  dem  Einheit-Element. 

- 218.,  p.  508.  Die  Verbindung  von  Reihe  und  Büschel  mittelst  der 

harmonischen  Griippiriing  der  Fundamental-  und  Kin- 
hcit-Elcmcntc. 

- 219.  h)  und  b)»  p.  510.  Die  Bestimmung  dos  Punktes  respective 

Strahls  in  der  Ebene  in  Bezug  auf  das  Dreieck  re- 
spective Dreiseit  der  Fuiidauicntalpunkte  (Strahlen) 
mit  Kinheitpunkt  respective  Einheitstrahl. 

- 220.»  p.  518.  Construction  der  Harmonikale  P|  P|  eines  Punktes 

P in  Bezug  auf  ein  Dreieck 

- 221.»  - .514.  Die  Coordinateubestimmungen  in  der  Ebene  für  Punkt 

und  Strahl  iu  Bezug  auf  dasselbe  Fuudamentalsystem 
bei  harmonischer  Trennung  der  Einheit-Elemente. 

• 222.,  - 517,  Die  Cartcsischen  und  Plückcr'schen  Coordinaten  in 

der  Ebene. 

- 228.,  - 524.  Die  Coordinaten  des  Theilpunktes  in  der  Reibe  respe- 

ctive des  Theilstrahls  im  KUschel. 

- 224.»  - 534.  Zar  Coordinateubestimmuog  von  Punkt  und  Ebene  im 

Kaum.  Axonometrisch. 

- 225.»  - 536.  Zur  Begründung  der  Gleichung  der  Ebene  respective 

des  Punktes  in  projectivischen  Coordinaten. 

- 226.,  - 538.  Die  Cartcsischen  und  PIUckeFschen  Coordinaten  im 

Raum.  Axonometrisch,  wie  die  folgenden. 

- 227.»  - 650.  Construction  einer  Geraden  im  Raum  aus  ihren  pro- 

jectivischen Coordinaten  bei  gegebenem  Fundamental 
tetraeder  und  gegebener  Einhcitebcne. 

- 228.»  • 557.  Zur  analytischen  Behandlung  der  Uanmeurve  vierter 


Ordnung  mit  Rückkehrpiinkt  nod  ihrer  developpabeln 
Flache. 
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Darstellende  Geometrie. 


Einleitung'. 

Z'vcock  und  Bedeutung.  Der  niich.ste  Z weck  dcrdar- 
.stellendcn  Geometrie  ist  die  Bestimmung  riiumliclier  For- 
men nach  Lage,  Grösse  und  Gestalt  durch  andere  räumliclie 
Formen;  zumeist  gescliieht  sie  durch  die  graphische  Darstellung 
in  einer  Fläche,  in  manchen  Fällen  durch  das  räumliche 
Abbild  oder  Modell.  Die  Untersuchung  der  gegenseitigen 
Beziehungen  der  so  bestimmten  Kaumformen  mittelst  ihrer 
Darstellung  wird  daran  angcschlossen. 

IJeides  macht  die  darstellende  Geometrie  zu  einer  wich- 
tigen Hilfswissenschaft  des  Technikers;  sie  dient  ihm 
bei  der  Nachahmung  schon  vorhandener  Erzeugnisse  seines 
Faches,  wie  bei  der  Erfindung  neuer  gleichmässig.  In  der 
Kegel  ersetzen  die  nach  ihren  Methoden  hergestcllton  Zeich- 
nungen die  so  viel  kostbareren  Modelle.  Die  erste  systema- 
tische Anleitung  zur  Befriedigung  dieser  Bedürfnisse  boten 
.1.  II.  Lambert's  Freie  Perspective  — Zürich  17.Ö9  und 
G.  Monge’s  Georaötrie  descriptive  — Paris  1795. 

In  zwei  Kichtungen  erweitert  sich  diese  Bedeutung  noch. 
Zuerst  insofern  der  angestrebte  nächste  Zweck  gefördert  wird 
durch  die  Bildlichkeit  der  Darstellung,  d.  h.  durch  ihre  Aehn- 
lichkeit  mit  dem  Gesichtseindmeke,  den  das  dargestellte 
Object  selbst  hervorbringen  -würde;  man  ist  dadurch  veran- 
l.osst,  diese  Bildlichkeit  zu  gewinnen  und  m.an  sucht  dieselbe 
für  die  ebenen  Darstellungen  zu  erhöhen  durch  die  Aufnahme 
der  Bcleuchtungsverhältnisse  in  die  Darstellung.  Damit  er- 
weitert sich  die  darstellende  Geometrie  nach  der  pr.actischen 
Seite,  der  Seite  der  Darstellung,  zur  wissenschaftlichen 
Grundl.age  der  Zcichcnkunst;  sie  nimmt  für  ihre  Aus- 
führungen neben  der  Genauigkeit  die  .Schönheit  zum  Ziel. 

Flf liier,  (ieotnetrie.  1 
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Sodann  aber,  insofern  der  be/.eielineto  Zweck  recht  ver- 
standen die  Darlegung  aller  Constnictionen  der  Ramngonnetrie 
und  die  Lösung  ihrer  Aul'gal)on  Verlangt,  hat  die  darstellende 
Geometrie  sieh  als  geeignet  zur  naturgeinüssen  Entwickelung 
hiervon  zu  erweisen;  und  es  ergiebt  sich,  dass  sie  allerdings 
vermag,  in  den  Besitz  gerade  der  Elemente  zu  setzen,  aus 
denen  die  Eigenschaften  der  Figuren  gleichzeitig  mit  der 
Erzeugung  derselben  in  der  einfachsten  Weise  entspringen  — 
mit  andern  Worten,  dass  sie  durch  ihr  Verfahren  den  Orga- 
nismus der  Kaum  formen  erkennen  lässt.  Daher  die  histo- 
rische Stellung  der  darstellenden  (Jeometrie  am  Anfang  der 
neuesten  Entwickeluugs- Epoche  der  Geometrie;  nach  Lambert 
und  Monge  kommen  l’oucclct  (1822),  Möbius  (1827),  Steiner 
(1832),  Chiisles  (1837),  v.  Staudt  (1847)  in  stetiger  Folge, 
indess  vorher  Desargues  (1030)  ganz  vereinzelt  erscheint. 
Insofern  erweitert  sic  sich  nach  der  geometrischen  oder  theo- 
retischen Seite,  ihr  Studium  wird  zum  ersten  HauptstUck 
der  hüheren  geometrischen  Studien.  Die  Geometrie 
der  Lage  ist  als  'die  Fortsetzung  und  Erweiterung 
der  darstellenden  Geometrie  anzusehen,  bei  welcher  die 
systematische  wissenschaftliche  Entwickelung  alleiniger  Zweck 
ist,  also  die  Kücksicht  auf  die  Darstellbarkeit  und  die  Dar- 
stellung wegfällt. 

Methode.  Zum  Zwecke  der  graphischen  Darstellung 
wird  die  Kaumform  auf  die  Bildebene  bezogen  und  diese 
durch  die  Zcichnungsebene  repräsentirt  — allgemeiner 
Bildfläche  und  Zeichnungsfläche.  Die  Vereinigung  der  in  der 
Bildebene  vorhandenen  Bestimmungselemente  heisst  das  Bild 
oder  die  Projection  der  Haumform;  die  Methode  der  Be- 
ziehung, durch  welche  aus  der  Letzteren  die  Erste  hervorgeht, 
heisst  die  Abbildungs-  oder  Projections-JIethode. 

Die  nächste  und  natürlichste  Quelle  aller  Abbildungs- 
methoden ist  das  mathematische  Abstractum  des  Sehprozesses  : 
von  einem  Centrum  der  Projection  aus  gehen  nach  allen 
Punkten  des  darzustellenden  Objects  gerade  Linien  — wir 
bezeichnen  ihre  Gesammtheit  aLs  das  Bündel  der  proji- 
cierenden  Strahlen  oder  als  den  Schein  des  Objects 
— deren  Durchschnittspunktu  mit  der  Bildebene  die  Bilder 
oder  Projeetiouen  dieser  Punkte  sind. 
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Von  der  gegenseitigen  Liigc  im  Jlonient  der  Abbildung 
abgeselieu,  also  noch  nach  der  Aut’bobung  derselben  sind 
daher  Original  und  Hild  durch  die  beiden  Gesetze  verbunden: 
Jedem  Punkte  des  Originals  entspricht  ein  Punkt 
des  Bildes  und  jeder  geraden  Linie  des  Originals 
entspricht  eine  gerade  Linie  im  Bilde.  Ist  das  Ori- 
ginal sowie  das  Bild  eine  ebene  Figur,  so  gelten  beide  Ge- 
setze auch  umgekehrt;  mah  .sagt:  Original  und  Bild  sind 
projoctivisch  oder  stehen  in  der  Verwandtschaft  der  Pro- 
jectivitiit.  Die  specielle  gegenseitige  Lage,  die  beide  im 
Momente  der  Abbildung  haben,  kann  man  immer  als  die  per- 
spectivische  Lage  derselben  bezeichnen. 

Die  Theorie  der  ebenen  Abbildung  nach  diesen  Grund- 
sätzen nennen  wir  die  Lehre  von  der  Central  projection; 
sie  enthält  als  einen  Thoil  die  Theorie  der  Perspective; 
als  ein  Specialfall  geht  aus  ihr  die  Lehre  von  der  orthogonalen 
oder  schiefen  Parallclpro jection  hervor. 

Der  Verfolg  zeigt  sodann,  dass  man  auch  den  Kaum  d.  i. 
die  nicht  ebenen  Formen  nach  Anleitung  derselben  Gesetze 
der  Projoctivität  von  einem  Centrum  aus  und  für  dasselbe 
abbilden,  nämlich  räumlich  abbilden  oder  modellieren  kann; 
daraus  entspringen  die  in  der  Kunst  wie  die  in  der  Technik 
verwendeten  M o d e 1 1 i e r u ug s - M e t h o d o u. 

Entwickelungsgang.  Die  Kntwickelung  hat  nothwen- 
dig  mit  der  Darstellung  und  Bestimmung  der  projicie- 
renden  Strahlen  zu  beginnen,  als  durch  welche  alles  Andere 
dargestellt  und  bestimmt  werden  muss;  sie  hat  sodann  eben  diese 
Verwendung  auf  allen  Stufen  durcbziiführen.  Die  Obj  ecte  der 
Darstellung  sind  die  geometrischen  Gebilde,  welche  durch 
Keihung  oder  durch  Bewegung  aus  den  geometrischen  Ele- 
mentarformen : Gerade  Linie,  Punkt  und  Ebene  erzeugt 

werden.  Die  Berücksichtigung  des  rauincrfüllenden  Inhaltes 
bleibt  den  Anwendungen  überlassen  — dem  Architectur-  und 
Maschinenzeichnen,  dem  to|>ographischen  Zeichnen  etc.  Für 
die  Darstellung  der  Beletichtungsverhältnisse  und  sonst  zur 
Erhöhung  der  Bildlichkeit  der  Zeichnungen  wird  den  geo- 
metrischen Flächen  die  Eigenschaft  der  Undurchsichtigkeit 
bcigelegt. 

Wir  entwickeln  zuerst  an  der  Behandlung  der  gcoine- 

!• 
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Einleitung. 


Irischen  Elemcntarfornien  die  Methoden  der  dar.stellenden 
Geometrie  und  gchliessen  daran  ihre  Anwendung  auf  das 
Studium  und  die  Darstellung  der  zusammengesetzten  Formen, 
d.  i.  der  Polyeder,  und  insbesondere  der  Ourven  und  der 
Flächen.  Dadurch  ermöglichen  wir  die  Anwendung  aller 
Methoden  und  die  Wahl  der  für  die  speeielle  Absicht  zweck- 
gemässesten  unter  denselben  in  jedem  Falle  und  sichern  so 
ein  tieferes  und  rascheres  Eindringen. 


Digilized  by  Google 


Kister  Tlicil. 


Dio  Methodenlohre,  entwickelt  an  der  Untersuchung 
der  geometrischen  Elemcntarformen  und  ihrer  einfachen 
Verbindungen. 

• 

A.  Dir  ('cutrul|iroJcctiuii  als  Darstcllniigsnictliudc  uud  nach  ihrrii 
ullgrnicinru  Ersetzen. 

I.  Das  Ccntruin  C der  Projection,  der  Silieitel  oder 
Träger  des  Strahlenbündels  der  ])rojieierenden  Oeradeu  wirtl 
auf  die  Bi  Id  ebene,  die  zugleich  Zcichnnngsebene  oder 
Tafel  sein  mag,  durch  die  Normale  von  ihm  auf  sie  bezogen; 
ihr  Kusspunkt  heisst  der  Hauptpunkt,  ihre  Länge  Cf, 
ilie  Distanz  rf  und  der  mit  dieser  aus  dem  Hauptpunkt  in 
der  Bildebene  Ix'schriebene  Kreis  D der  Distanzkreis. 

Diess  vorausgesetzt  bc>stimmt  jeder  Punkt  P der  Bild- 
ebene den  projicierenden  Strahl  67',  der  nach  ihm  geht; 
alle  die  unendlich  vielen  Punkte,  die  in  dem  letzteren  liegen, 
werden  in  jenem  Punkto  der  Bildebene  abgebildet,  also  dass 
kein  Einzelner  untcT  ihnen  bestimmt  wird.  Hiervon  machen 
nur  zwei  Punkte  des  projicierenden  Strahls  Ausnahme,  näm- 
lich der  Durchstosspunkt  /'  des  Strahls  mit  der  Bildebene 
selbst,  welcher  mit  seinem  Bilde  1’'  zusammenfUlit,  und  die 
Richtung  des  Strahles  oder  der  unendlich  ferne  Punkt  0 
desselben,  der  Punkt,  den  er  mit  allen  anderen  ihm  parallelen 
Ueraden  gemein  hat. 

Betrachten  wir  an  einem  projicierenden  Strahl  seine 
Länge  / oder  CP  vom  Centrum  bis  zur  Tafel  und  seine 
Tafclneigung  oder  den  Neigungswinkel  ß = L C PCf,  den  er 
mit  der  letztem  bildet,  so  sind  beide  in  dem  bei  6',  rechtwink- 
ligen Dreieck  CC^P  enthalten,  welches  die  Distanz  CT,  und  die 
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Linie  vom  Haiiplimnkte  nach  »ieni  Punkte  /'  Her  Bild 
ebene  zu  Katheten  luit.  Es  ist  also  für  t‘  — r und  C !'  = l 
r • hin  ß = il,  l sin  ß = il. 

Alle  projicierenden  Strahlen, 
deren  l )urch8toss|)unkte  für  einer- 
lei Hauptpunkt  und  Distanz  in 
einem  Kreise  liegen,  welcher  den 
Hauptpunkt  zum  Mittelpunkt  hat, 
haben  gleiche  Tafelneigung  ß und 
gleiche  Länge  / und  umgekehrt. 
Wir  nennen  daher  solche  Kreise 
Keigungsk  reise  und  haben 

ß ^ 45'',  je  nachdem  r ^ ä ist ; 

insbesondere  ß — ftO"  für  r = 0 
und  /3  = 0 für  r = co.  Der 
Distanzkreis  ist  also  der  Neigungskreis  für  45",  der  Haupt- 
punkt der  tür  90"  und  die  unendlich  ferne  Linie  der  Bild- 
ebene entspricht  der  Neigung  0.  Insofern  die  zur  Tafel 
parallelen  projicierenden  .Strahlen  eine  Ebene  bilden,  deren 
Schnittlinie  mit  der  Tafel  als  eine  Gerade  angesehen  werden 
kann,  nennen  wir  diesen  letztem  Ort  die  unendlich  ferne 
Gerade  oder  die  .Stellung  der  Bildebene. 

J ) Man  l>cstimmc  r aus  ß und  dem  Distanzkreis  D. 

2)  (\>nstniicre  l aus  I>  und  r. 

91  Construicre  ß und  d aus  C, , l und  r. 

2.  .lede  Gemde  p der  Bildebene  bestimmt  alle  die  pro- 
jieierenden  Strahlen,  die  vom  Centrum  nach  ihren  Punkten 
gehen  und  damit  die  ]>ro jicierende  Ebene,  die  von  ihm 
nach  ihr  selbst  gelegt  wird.  Auf  dieser  projicierenden  Ebene 
lassen  sich  unendlich  viele  das  Centnun  nicht  enthaltende 
Gerade  g ziehen,  deren  Bilder  g'  alle  mit  p zusammen  fallen, 
von  denen  die  Gerade  p also  im  Allgemeinen  keine  bestimmt. 
Ausgenommen  hiervon  sind  nur  die  Spur  der  projicierenden 
Ebene  in  der  Tafel,  d.  i.  p selbst,  welche  mit  ihrem  Bilde 
//  zusammenfällt  und  die  unendlich  ferne  Gerade  q der  pro- 
jicierenden Ebene,  oder  die  Stellung  derselben,  ihre  .Schnitt- 
linie mit  allen  zu  ihr  parallelen  Ebenen,  die  Linie  der  Bich- 
tungen aller  in  ihr  enthaltenen  Geraden. 
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An  einer  projiclereiKlen  Ebene  betrachten  wir  ihre  Breite 
b zwisciien  ihrer  Spur  \inil  der  durch  das  (Jenfruin  gellenden 
i’arallelen  derselben,  d.  i.  den  nurinalen  Abstand  ilirer  Schnitt- 
linie mit  der  Bildehene  und  der  Parallelen  zu  ihr  durch  das 
Centnim  und  sodann  ihre  Tafclneigung,  d.  i.  den  spitzen 
Neigungswinkel  «,  den  sie  mit  der  Bildebene  uiucht.  Fällen 
wir  vorn  Hauptpunkte  C,  die 
Normale  äuf  /»,  die  sic  in  II 
treffe,  so  ist  im  rechtwink- 
ligen Dreieck  CC^H 
L CHC^  ==  n 

und  eil  = b]  für  t\II  = r 
ist  also 

r laua  = </,  * ft  siiia  — d. 

Alle  pröjicierenden  Ebe- 
nen, deren  Spuren  für  einerlei 
Hauptpunkt  und  Distanz  einen 
Kreis  berühren , welcher  den 
Hauptpunkt  zum  Mittelpunkt 
hat,  haben  gleiche  Neigung  a und  gleiche  Breite  ft  und  umge- 
kehrt. Solche  Kreise  sind  gleichzeitig  Neigungskreise  für 
die  pröjicierenden  Linien  nach  ihren  Punkten  und  für  die  pro- 
jicierenden  Ebenen  nach  ihren  Tangenten.  Die  Spuren  der  zur 
Bildebene  normalen  pröjicierenden  Ebenen  gehen  durch  den 
Hauptjmnkt.  Die  zur  Tafel  parallele  projicierende  Ebene, 
deren  Spur  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Bildebene  ist,  so 
dass  die  Bilder  aller  in  ihr  gelegenen  Punkte  und  Linien  un- 
endlich fei’n  sind,  soll  die  Verschwindungsebenc  oder  die 
vordere  (erste)  Parallelebene  heissen. 

Polygone  oder  Curven  in  der  Bildebene  bestimmen  pro- 
jicicrende  Pyramiden  oder  Kegel  als  die  Vereinigungen  der 
entsprechenden  pröjicierenden  Geraden  und  Ebenen. 

1)  Miin  construierc  ft  und  r aus  D und  a. 

2)  ln  der  pröjicierenden  Ebene  Cp  bestimme  man  die 
pröjicierenden  Geraden  von  der  Länge  t oder  der 
Neigung  ß. 

IV)  Durch  die  projicierende  Gerade  CP  lege  man  die 
pröjicierenden  Ebenen  von  der  Neigung  a > ß;  oder 
von  der  Breite  b ^ l. 


Kig.  2. 


K KrtU-r  Tht-il. 

3.  Wir  wenden  uns  zur  Hestiniinunf'  von  geraden  Linien 
und  Kbcnen,  die  nicht  durcli  das  Ccntruin  gehen.  Jede  Gerade 
flr,  die  das  Centrum  6'  nielit  enthält,  bestinunt  mit  diesem 
eine  projicicrende  Ebene  als  den  Inbegriff  der  projieierenden 
Strahlen  ihrer  Punkte  oder  den  Ort  des  ihr  entspreehenden 
projieierenden  Stmhlenbüschels  (Schein  der  Geraden);  die 
Spur  dieser  projieierenden  Ebene  in  der  Tafel  ist  das  Bild 
g der  Geraden.  Unter  allen  geraden  Linien  in  dieser  pro- 
jicierenden  Ebene  ist  g ausgezeichnet  durch  ihren  Schnitt- 
oder Durchstoss- Punkt  S mit  der  Tafel  — diesen  theilt  sie 
mit  allen  andern  Strahlen  eines  durch  S gehenden  Stralden- 
buschcls  in  der  Ebene  Cg  — und  dimdi  ihre  Kiehtung  oder 

di(?scn  theilt  sie  mit  allen 
Strahlen  des  Büschels  der 
Parallelen  zu  g in  der- 
selben projieierenden 
Ebene.  Durch  beide  Be- 
stimmungen ist  die  (ierade 
g als  Verbindungslinie  von 
zwei  Punkten  oder  als  der 
gemeinsame  Stnihl  von 
zwei  Strahlenbüseheln  be- 
stimmt, und  nach  § 2. 
sind  die  Punkte  S und  Q 
ihrerseits  durch  ihre  pro- 
jieierenden  Strahlen  allein 
völlig  bestimmt;  d.  h.  die  gerade  Linie  g wird  bestimmt 
durch  den  Durchstosspunkt  S,  ilcn  sie  mit  der  Bild- 
ebene erzeugt,  und  durch  den  Durchstosspunkt  des 
zu  ihr  parallelen  projieierenden  Strahls,  J.  i.  das 
Bild  (J  ihres  unendlich  fernen  Punktes  ()  oder  ihrer  Rich- 
tung. Der  letztere  Punkt  soll  der  Fluchtpunkt  der  Geraden 
heissen.  Die  gerade  V'^orbindungslinie  ihres  Durehstosspunktes 
6’  mit  ihrem  Fluchtpunkte  (/'  ist  das  Bild  g’  der  Geraden  g. 
Die  Gerade  selbst  bestimmt  sich  aus  S,  Q’  und  Ü als  die 
Parallele  zu  CQ',  welche  durch  S geht.  (Fig.  3.  und  4.) 

Die  Gerade  hat  daher  dieselbe  Tafelncigung  ß,  wie  der 
projicicrende  Strahl  ihrer  Richtung  ();  wenn  wir  den  Durch- 
schnittspunkt der  Versehwindungsebene  mit  ihr  durch  R be- 


ihren  unendlich  fernen  Punkt  p — 
rig.  3. 
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zeichnen,  dessen  Kild  H'  die  Hiehtiing  von  g ist,  so  ist 
SR  # (*'(',  d.  h.  die  Strecke  der  Geraden  g zwischen 
Bildebene  und  Verscli wind ungsebenc  ist  gleich  lang 
mit  der  Strecke  des  ihr  parallelen  pro  ji  eieren  den 
Strahls  von  der  Bildebene  bis 
inan  in  der  Geraden  g die  Strecke 
SM  gleich  und  entgegengesetzt  SR, 
so  ist  M S # Q'C,  d.  h.  M liegt  auf 
der  Geraden  g ebensoweit  hinter  der 
Bildebene  wie  R oder  C vor  derselben 
und  das  Bild  M'  dieses  Punktes  ist 
die  Mitte  der  Strecke  zwischen  S 
und  y';  denn  die  Diagonalen  eines 
Parallelogramms  halbieren  einander. 

Die  Punkto  M auf  allen  denkbaren 
Geraden  erfüllen  die  zweite  oder 
hintere  Parallelebenc,  eine  der 
Bildebene  parallele  Ebene  in  der 
Pintfcrniing  d auf  der  dem  Centrum  entgegengesetzten  Seite. 

1)  Parallele  Gerade  haben  denselben  Fluchtpunkt  für 
das  nändiche  />;  alle  Normalen  zur  'rafel  haben 
ihren  Fluchtpunkt  im  Hauptpunkt 

2)  DemselbeiiFluchtpunkt  und  Durchstosspunkt  entspre- 
chen bei  Unbestimmtheit  des  Centnuus  alle  Strahlen 
eines  Bündels;  wann  nur  die  eines  Strahlenbüschels  V 

3)  Alle  Geraden  von  derselben  Länge  / zwischen  Bild- 
und  Verschwindungsebeno  haben  für  dasselbe  !> 
gleiche  Tafclneigung  ß und  ihre  Fluchtpunkte  liegen 
in  einem  Ncignngskrois. 

4)  Bei  gegebenem  l>  bestimme  man  / und  />’  aus  S und  £>'. 

.’>)  Bei  gegebenem  />  bestimme  man  aus  g' , S in  dem- 
selben und  ß den  Fluchtpunkt  Q'. 

H)  Bei  gegebenem  R construiere  aus  g',  t und  S oder 
Q'  in  g'  — 0'  oder  S und  ß. 

7)  Man  bestimme  bei  gegebenem  D unter  den  proji- 
cierenden  Linien  der  Punkte  von  g oder  SO'  die- 
jenige von  der  grössten  Tafelneigung  und  die, 
welche  eine  gegebene  Tafelneigung  ß haben. 

8)  Alle  Geraden,  für  welche  bei  gegebenem  D die 


zum  Cent  rum.  Macht 
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Streek»;  SO'  plciclu;  Länge  « hiit,  schneiden  die 
Versehwindungsebene  in  l’unkten  II  auf  einem  aus 
r mit  n als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise. 

II)  Man  ehameterisiere  nach  ihrer  Lage  alle  (ieradon 
vom  gegebenen  Schnittpunkt  M mit  der  zweiten 
l’arallclebene  und  gegebener  Ri  Id  länge  SQ'  bei  ge- 
gebenem l>  und  eonstruierc  ihre  Bilder. 

10)  Bei  gegebenem  //eonstruierc  man  alle  Geraden  von 
gegebenem  S für  gegebenes  /;  und  unter  ihnen  tlie 
für  gegebenes  ii. 

1 1 I Man  bestimme  eine  Gerade  bei  gegebenem  D aus 
ihrem  Bilde  g und  den  Längen  / und  n. 

1.  Bei  einer  vollen  Umdrehung  des  projicierenden  Strahles 
in  der  projicierenden  h)benc  Cg  werden  alle  Punkte  von.// 
ju’ojiciert  und  umgekehrt  zu  allen  Punkten  des  Bildes  g'  die 
entsprechenden  Punkte  des  Originals  g bestimmt.  Wir  lassen 
ihn  von  S über  M nach  0 und  in  demselben  Drehungssinnc 
weiter  gehen  und  bemerken  die  vier  Haupt  lagen  C/f,  CS, 
CM,  CQ.  Dann  entsprechen  den  in  demselben  Sinne  auf  ein- 
ander folgenden  Strecken  des  Originals  g : S.V,  MQ  oder  Mx, 
OH  oder  xH,  HS  Punkt  für  Punkt  die  Strecken  S' M“  oder 
SM',  M'O',  0'  H'  oder  Q' x und  x S des  Bildes  g'.  Jenen 
.Strecken  des  Originals,  welche  durch  die  Bildebene,  die  zweite 
Parallelebone,  das  Unendliche  — die  unendlich  ferne  Ebene  — 
und  die  Vcrschwindungscbenc  von  einander  getrennt  werden, 
entsprechen  die  Strecken  des  Bildes,  welche  der  Durchstoss- 
punkt,  die  Bildmitte,  der  Fluchtpunkt  und  der  unendlich  ferne 
Punkt  desselben  von  einander  scheiden.  Ein  Punkt  des  (Ori- 
ginals und  der  entsprechende  Punkt  des  Bildes  liegen  in  ent- 
sprechenden Strecken;  aus  der  Lage  des  einen  kann  auf  die 
des  andern  geschlossen  werden. 

Man  erlangt  die  wirkliche  Bestimmung  dieser  Abhängig- 
keit durch  die  Umlegung  der  Geraden  g mit  ihrer  pro- 
jicierenden Ebene  Cg  in  die  Bildebene.  Sind  der 
Distanzkreis  D und  die  Gerade  g durch  S und  Q'  also  g'  (Fig.  5.) 
gegeben,  so  bestimmt  man  zuerst  die  Lage  (5  oder  (£*  des  mit 
der  projicierenden  Ebene  Cg  in  die  Bildebene  umgelcgten 
Centrums  C,  indem  man  auf  das  Perpendikel  C,  //,  welches 
vom  Hauptpunkt  auf  die  Gerade  g'  gefällt  ist,  von  II  aus  die 
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Breite  b der  projicicrendeii  Kbeno  C;i  ahträgt  (§  3.).  Die  Um- 
legungen und  (5  * entsprcelioii  den  Drehungen  der  projicieren- 
den  Ebene  um  die  W’inkel  « und  (180" — «)  respeetive.  l)ann  ist 
(50’((5’'‘0')derzurOeradenf/  [Mirallelc  pro jieierendc Strahl  inder 
Umlegung  — zugleich  die  Länge  l der  Geraden  fi  — >ind  diese 
selbst  (g),  respeetive  (g)*  geht  durch  S parallel  (S{>'  respeetive 


Flg.  S. 


B 


mi*  ■ 


Die  von  lt((£*)  nach  M'  und  parallel  zu  g'  gehenden 
Strahlen  bestimmen  die  Punkte  (.¥)  und  (ß)  der  Umlegung. 

Die  wahren  Längen  der  in  B'  projicierten  Strecke  und  die 
Projectionen  der  in  (/<),(  ß)  gelegenen  Punkte  ergeben  sich  daraus. 

1)  Bei  gegebenem/),  Sund  Q'  bestimme  man  die  Pro- 
jectionen der  Endpunkte  der  von  S aus  in  g abge- 
tragenen k fachen  Distanz. 

2)  Aus  denselben  Daten  bestimme  man  die  wahre  Länge 
der  in  A B'  projicierten  Strecke  von  g. 

3)  Man  theile  ebenso  die  Strecke  A'  B'  von  g in  k gleiche 
Theile. 

4)  Man  projiciere  ebenso  eine  der  Distanz  gleiche 
Strecke  in  der  Geraden  g,  welche  den  Versch win- 
dungspunkt R zum  Mittelpunkt  hat. 

ö)  Man  löse  Aufgabe  11.  in  § 3.  durch  Umlegung  und 
erläutere  die  gegenseitige  Lage  der  entsprechenden 
Geraden. 
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ti)  Man  bcBtiimne  (len  normalen  Abstund  der  Geraden 
Sij'  vom  Centrum  bei  gegebenem  /K 
P).  Eine  das  Cent  rum  C nicht  enthaltende  Ebene 
E enthält  unendlich  viele  Gerade  g.,  von  denen  keine  durch 
das  Centrum  geht;  die  Durchstosspunktc  S,  derselben  liegen 
nothwendig  in  der  Schnittlinie  der  Ebene  mit  der  Bildebene 

oder  in  ihrer  Spur  s; 
die,  Fluchtpunkte 
derselben  liegen  in  der 
Schnittlinie  der  zur 
Ebene  E parallelen  pro- 
jieierenden  Ebene  gl 
mit  der  Bildebene,  die 
wir  die  Fluchtlinie 
I/'  der  Ebene  E nennen 
wollen  und  die  also  zur 
Spur  n parallel  geht. 
Eine  Ebene  wird 
durch  ihre  Spur  .« 
und  ihre  Fluchtlinie  g'  bestimmt  (§3.).  Man  erhält  sie 
aus  diesen,  indem  man  durch  die  Spur  s eine  Parallelebene  zur 
projicierenden  Ebene  C(/  der  Fluchtlinie  legt.  Darnach  hat  die 
Ebene  E dieselbe  Tafelneigung  « und  dieselbe  Breite  zwischen 
Bildebene  und  Vcrsch windungsebene  wie  diese  Ebene  Cg'. 
(Fig.  6.) 

Die  Punkte  R,  aller  in  der  Ebene  gelegenen  Geraden 
liegen  in  der  zur  Spur  .«  parallelen  Geraden  r,  in  welcher 
die  Ebene  die  Verschwindungsebeno  schneidet;  der  Abstand 
derselben  vom  Centrum  C oder  der  Geraden  t ist  ebenso 
gross  als  die  Breite  des  Pai-allelstreifcns  zwischen  Spur  und 
Fluchtlinie  oder  ist  die  Bildbreite  der  Ebene  (§  7.).  Die 
zweite  Parallclcbene  schneidet  die  Ebene  E in  einer  zur 
Spur  parallelen  Geraden  m,  welche  die  Punkte  M aller  Ge- 
raden der  Ebene  enthält;  r und  m sind  zwei  zu  s parallele 
und  davon  gleich  entfernte  Gerade. 

1)  Ebenen  von  derselben  Stellung  haben  bei  gege- 
benem [t  dieselbe  Fluchtlinie. 

21  Ebenen  von  gleicher  Breite  zwischen  Bild-  und  Ver- 
seil windungsebenc  haben  bei  gegebenem  I)  dieselbe 
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Tat’elneigung  a und  ihre  Fluchtlinien  berühren  somit 
denselben  Neigungskreis. 

3)  DieGeradenrinderVerschwindungsebene  für  alle  die 
Ebenen,  welche  bei  gegebenem  D dieselbe  Breite  des 
Parallelstreifens  s q besitzen,  berühren  einen  aus  C 
mit  dieser  Grösse  als  Kadius  beschriebenen  Kreis. 

4)  Ebenen  von  parallelen  Spuren  und  gleicher  Breite 
zwischen  * und  q'  haben  für  gegebenes  I)  dasselbe  r, 
wenn  für  beide  s und  q in  gleichem  Sinne  einander 
folgen.  Wie  liegen  ihre  r bei  entgegengesetztem 
Sinn  dieser  Folge? 

5)  Wodurch  sind  Ebenen  characterisiort,  die  dasselbe 
m haben? 

6)  Wie  insbesondere  die  mit  einerlei  m und  gleicher 
Tafelncigung  k? 

7)  Ist  eine  Ebene  durch  Spur  und  Tafelncigung  oder 
Spur  und  Bildbreite  s q bei  gegebenem  D bestimmt? 

8)  Der  normale  Abstand  der  Ebene  vom  Centrum  ist 
die  dem  Winkel  « dei-selben  gegenüberliegende  Ka- 
thete in  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  welches  die 
Breite  ihres  Bildes  zur  Hypothenuse  hat. 

9)  Wie  bestimmt  vig.  7. 

man  eine  Ehe-  ^ 

ne  durch  ihre  / '\ 

Fluchtlinie  q'  ' ' 
und  ihren  Ab-  / 

Stande  vomCen-“  *, 

tmin  und  wie  j 

aus  der  Spur  ^ 

und  demselben 

Abstand  beige- X_4._ L---.  ' . _ 

gebenem  />?  ''v  ' 

Man  erkläre  die  " 

Figur  7,  welche  die  erste  Aufgabe  löst. 

10)  Derselben  Fluchtlinie  und  Spur  entsprechen  bei  Unbe- 
stimmtheit des  Centrums  alle  Ebenen  eines  Büschels. 

6.  Das  Bild  der  unbegrenzten  Ebene  E bedeckt  die  ganze 
Bildebene;  jede  Gerade  q'  in  der  Letztem  bildet  eine  Gerade 
3 der  Ebene  E ab,  deren  Durchstosspunkt  S in  der  Spur  .7 


f’.f 


-X- 

■■  .-4*'' 
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Kig.  g. 


und  deren  Fluchtpunkt  ii'  in  der  Fluchtlinie  fj  der  Ebene 
liegt.  Jeder  Punkt  der  Bildebene  ist  Bild  eines  Punktes 
J der  Ebene  E,  der  der  Schnitt  des  projicierendcn  Strahles 
CA  mit  dieser  Ebene  ist  und  der  in  allen  den  (leraden  der 
Ebene  gelegen  ist,  deren  Bilder  durch  sein  Bild  A'  gezogen 
werden  können;  alle  diese  Geraden  bilden  ein  Strahlenbüschel 
vom  Scheitel  A und  der  Ebene  E,  ihre  projicierendcn  Ebenen 
bilden  ein  Ebenenbüshel  von  der  Scheitelkante  CA  und  ihre 
Bilder  d.  i.  die  Spuren  der  Ebenen  dieses  letzteren  Büschels 
ein  Strahlenbüschel  in  der  Bildebene  vom  Scheitel  A. 

Durch  die  geraden 
Linienr,  s.  m (Fig.8.)  und 
die  unendlich  ferne  Ge- 
rade 7 der  Ebene  E wird 
dieselbe  in  vier  Kegio- 
nen getheilt,  rSjSm,  mq 
oder  m x und  q r oder 
oo  r,  wie  sie  im  Sinne 
von  der  Bildebene  nach 
der  Verschwindungs- 
ebene  einander  folgen; 
denselben  entsprechen 
die  Regionen  der  Bild- 
ebene, welche  die  Linien  r'  oder  oo',  s,  m'  und  q'  begrenzen, 
also  oo' s,  am,  m' q'  und  q' x . Dieses  erlaubt,  die  Schlüsse 
des  § 5.  von  einer  in  der  Ebene  gelegenen  Geraden  g auf 
diese  Ebene  selbst  zu  übertragen,  weil  jede  zur  'l’afel  paral- 
lele Gerade  in  der  Ebene  ein  zu  a und  q'  paralleles  Bild  hat. 
Die  directe  Bestimmung  dieser  Abhängigkeit  liefert  die  Um- 
legung der  Ebene  in  die  Tafel  (§  11.). 

1)  Man  verzeichne  die  Strahlen  eines  Büschels  in  der 
Ebene  sq',  dessen  Scheitel  zwischen  a und  r liegt. 

2)  Gerade  Linien  in  einer  Ebene,  deren  Bilder  ein- 
ander parallel  sind,  bilden  ein  Strahlenbüschel, 
dessen  Scheitel  ein  Punkt  der  Geraden  r ist. 

ü)  Man  ziehe  auf  der  Ebene  sq'  bei  gegebenem  /> 
durch  den  Punkt  vom  Bilde  A die  Geraden  von 
der  Tafelneigung  (i  und  durch  den  Punkt  vom  Bilde 
C in  derselben  Ebene  die  zu  ihnen  parallelen. 
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4)  Man  lego  bei  gegebenem  !>  (bircli  eine  bestimmte 
(J(>rade  SQ'  die  Ebenen  von  vorgeseliriebener  Ta- 
lelneigung  a,  insbesondere  die  Ebene  von  der  klein- 
sten Tafelncigung. 

f))  Für  Gerade,  welche  sich  schneiden,  d.  i.  in  dersellxm 
Ebene  liegen,  ist  die  Verbindungslinie  ihrer  Dim  h- 
stoss  jmnkte  zu  derjenigen  ihrer  Fluchtpunkte  jjarallel. 

(5)  Durch  Punkte  , A.^,  •••,  welche  aut’  Oeraden 
‘‘'i  Cb"»  respective  liegen  uml  durch  ihre 

ßilder  d,',  Aj,  •••  in  ihnen  bestimmt  sind,  lege 
man  die  parallelen  Geraden  vom  Fluchtpunkt  Q' 
oder  Insbesondere  die  Normalen  zur  Tafel. 

7.  Durch  jede  gerade  Linie  g oder  SQ',  die  nicht  selbst 
normal  zur  Tafel  ist,  geht  eine  zur  Tafel  normale  Ebene, 
die  Ebene  aller  der  Per- 
pendikel die  von  den 
Punkten  der  Geraden 
auf  die  Bildebene  gefällt 
werden ; man  erhält 
ihre  Fluchtlinie  g somit 
(Fig.  9.)  durch  Verbin- 
dung des  Fluchtpunktes 
(i'mit  dem  Hauptpunkte 
C,  und  ihre  Spur  als 
die  Parallele  dazu  durch 
S.  Bestimmt  man  dann 
die  Tafelneigung  /J  der 
Geraden  mit  Hilfe  der 
Distanz  d und  trägt  sie 
in  S an  s an,  so  erhält 
man  in  dem  neuen  Schenkel  die  Lage  [g)  der  Geraden, 
welche  sie  annimmt,  wenn  man  die  durch  sie  gelegte  Nor- 
malebene zur  Tafel  mittelst  1 )rehung  um  ihre  Spur  s in 
diese  überführt;  und  es  ist  {g)  parallel  zu  QL0‘.  Ist  dann  A' 
das  Bild  eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden , so  ist  C,  A' 
die  durch  denselben  gehende  Normale  zur  Tafel  und  P ihr 
Durchstosspuukt ; ti'ägt  man  in  P einen  rechten  Winkel  an  s 
an,  so  erhält  man. in  (^)  die  Lage  des  Punktes  {A)  und  in 
P{Ä)  die  normale  Entfernung  desselben  von  der  Bildebene 


Kig.  9. 
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oder  die  Länge  der  entsprechenden  Tafcdnormale  oder  Tafcl- 
ordinate  y.  Weil 

d {d)PS  oo  ^ (?C,  0'  und  d SPA'  d O'Cf  A,  so  folgt 

(d)P:iSC,  = y :d  = PS:  C,  0'  = SA  : 

d.  h.  die  Tafelordinate  eines  Punktes  verhält  sich 
zur  Distanz  wie  der  Abstand  vom  Durehstosspu  n k t 
einer  ihn  enthaltenden  Geraden  bis  zu  seinem  Bilde 
zu  dem  Abstand  vom  Fluchtpunkt  derselben  bis  zu 
seinem  Bilde.  Und  überdiess,  wenn  y und  rf  von  der  Bild- 
ebene aus  in  demselben  Sinne  gezählt  sind,  d.  h.  wenn  der 
betrachtete  Punkt  mit  dem  Centrum  auf  derselben  Seite  der 
Bildebone  liegt,  so  verlaufen  auch  SA  und  {>' A in  demselben 
Sinne,  d.  h.  A theilt  die  Strecke  SQ'  als  ein  äusserer 
Theilpunkt  in  dem  Verhältniss  y '•  d]  wenn  dagegen  y und 
d von  der  Bildebene  aus  in  entgegengesetztem  Sinne  gehen, 
oder  wenn  der  betrachtete  Punkt  auf  der  dem  Centrum  ent- 
gegengesetzten Seite  der  Bildebene  liegt,  so  verlaufen  SA 
und  Q'  A in  entgegengesetztem  Sinne,  und  A theilt  die  Strecke 
SQ'  «als  ein  innerer  Theilpunkt  nach  dem  Verhältniss 
y : d.  (Vergl.  § 4.).  Legen  wir  dem  Theilverhältniss  des 
Punktes  A'  in  der  Strecke  SQ'  das  VorzMchen  bei,  wel- 
ches ihm  als  Quotienten  zweier  im  gleichen  oder  im  entge- 
gengesetzten Sinne  gezählter  Strecken  zukommt,  also  dem 
des  äussern  Theilpunktes  das  positive,  dem  des  inncni  das 
negative  Zeichen,  so  entspricht  diess  der  Auffassung  der 
'l'afelordinaten  als  im  einen  und  im  andern  Sinne  gezählt, 
als  positiv  oder  negativ,  oder  umgekehrt  — wir  wollen  das 
Erste  festsetzen  — je  nachdem  sie  zu  Punkten  auf  der  Seite 
des  Centrums  oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Bild- 
ebene gehören. 

1)  Man  erläutere  Aufgabe  5.  des  vorigen  § von  dem 
entwickelten  Gesetze  aus. 

2)  Man  construiere  bei  gegebenem  D die  Bilder  der 
l'unkte  einer  gegebenen  Geraden  SQ'  aus  den  ge- 
gebenen Tafelordinaten  yj  derselben;  ebenso  die  zur 
Tafel  parallelen  Geraden,  in  welchen  die  Punkte 
einer  gegebenen  Ebene  von  vorgeschricbenein  Ta- 
felabstand liegen. 
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ö)  Man  tTlUutcrt:  du;  iinendlicli  lerne  Lage  der  Hilder 
der  in  der  N'crscluvindungsebeue  gelegenen  l’unkte 
mittelst  desselben  Gesetzes.  (Tbeilverbältniss  -f-  1). 

4)  Man  verzcäelnie  di»;  Kilder  von  Punkten,  welebe 
dnreb  die  Ftisspunkte,  tlie  Längen  und  den  Sinn 
ihrer  Tafelordinatiui  bestimmt  sind. 

r»)  Man  ziehe  durch  den  Punkt  von  der  Talelordinate 
;/  in  der  Geraden  S(J  eine  Gerade  von  gegebenem 
Durclistoss-  oder  Fluchtpunkt. 

I ti)  Man  zeige,  dass  in  der  Figur  »lieses  § die  Punkte 
y,  A'  und  i^l)  in  einer  geraden  Linie  liegen  müssen 
und  g(;be  die  Lage  an,  in  welche  die  Gerade  r ib-r 
Nornialebene  in  der  Umlegung  gelangt.  (V'ergl.  § 9.). 

8.  Nur  scheinbar  unzugänglich  den  vorigen  Bestimmungs- 
weisen sind  die  Geraden  und  Kbenen,  welche  der  Bild- 
ebene parallel  liegen,  weil  ihre  Uurchstoss-  und  Flucht- 
punkte, Spuri:n  und  Fluchtlinien  unendlich  entfernt  liegen. 
Denn  eine  zur  Bildebene  |)arallcle  Gerade  ist  durch  ihr  Bild 
und  einen  in  ihr  geleg»;nen  Punkt  oder  eine  durch  sie  gehende 
Ebene  bestimmt;  diese  beiden  Bestiminungsarten  kommen 
überdiess  auf  einander  zurück.  Eine  zur  Bildebene  parallele 
Ebene  ist  durch  einen  ihrer  Punkte  und  ein  solcher  durch 
eine  ihn  enthaltend»;  G»;rade  bestimmt,  welche  die  Bildebene 
schneidet.  Endlich  sind  insbcsondi*ri;  die  Punkte  R und 
Geraden  r der  V ersc  h w i nd  u ngsebene  als  Punkte  be- 
kannter Geratlen  und  als  Linien  in  bekannten  Ebenen  scluin 
bestimmt  wonlen;  die  Angabe  ihrer  Lage  in  der  \%;r8chwin- 
dungsebene  gegmi  das  ('entrum  genügt,  um  solche  sie  »;nt- 
halt»mile  Gerade,  respeclive  Ebenen  zu  verzeichnen.  Damit 
schliessen  sich  dann  auch  diese  sp»riellen  Fälle  der  Vh-rwen- 
dung  in  den  jetzt  lösitaren  Aufgaben  über  »lie  gegenseitige 
Lage  von  Piin'kt»-!!,  Ebenen  un»l  Geraden  an. 

1)  Man  ziehe  und  b(;stimnic  die  gerade  Linie  Sp' zwi- 

schen zwei  Punkten  und  R,  die  »lurch  ihre  Bil- 
der M',  R'  in  den  Geraden  geg»-bon 

sind;  speci»4I  di»;  l’arallele  »lurch  A auf  Nj  P,'  zu 

a.Qi. 

2)  llurch  zwei  auf  verschiedenen  Geratlen  geg»;beni; 
Punkt»;  ziehe  man  die  gerath’n  lunien,  welche  mit 

J-'i  t*«!  1 o r,  (ieoriietritf.  '1 
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■ Erster  Theil. 


einer  dritten  gegebenen  Geraden  sieli  in  der  Ver- 
schwindungsebene  sehneiden. 

3)  Man  bestimme  die  Spur  und  Fluchtlinie  der  Ebene 

durch  drei  Punkte  .4,  H,  C,  welche  durch  ihre  Bil- 
der auf  den  Geraden  S,  0,',  S.^0,',  gegeben 

sind. 

4)  Man  verzeichne  die  durch  zwei  Punkte  parallel 
einer  geraden  Linie  und  die  durch  einen  Punkt 
parallel  zu  zwei  geraden  Linien  gehende  Ebene; 
oder  die  Ebene  durch  eine  Gerade  parallel  einer 
andern  Geraden  und  die  durch  einen  Punkt  pa- 
rallel einer  gegebenen  Ebene. 

5)  Man  construiere  die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen 
und  den  Schnittpunkt  von  drei  Ebenen;  insbeson- 
dere die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  mit  paralle- 

/ len  Spuren. 

0)  Man  bestimme  den  Schnittpunkt  von  zwei  geraden 
Linien  S^  p,',  S.^  mit  sich  deckenden  Bildern. 

7)  Man  bestimme  den  Durehschnittspunkt  einer  Ge- 
raden SQ'  mit  einer  Ebene  sq‘. 

8)  Man  construiere  die  durch  den  Punkt  yf"  auf  S,  p/ 
gehende  Gerade  Sf)',  welche  zwei  andere  gegebene 
Gerade  SjP./,  SjO.'  schneidet,  die  nicht  in  einer 
Ebene  liegen;  insbesondere  die  Transversale  von 
zwei  Geraden  in  vorgcschriebcncr  Kiehtung. 

9)  Man  ziehe  die  möglichen  parallelen  Geraden  durch 
gegebene  Punkte  in  zwei  gegebenen  nicht  parallelen 
Ebenen. 

Die  speciellen  Lagen  von  Punkten  und  Geraden  in  der 
Verschwindungsebene  oder  von  Geraden  und  Ebenen  parallel 
zur  Tafel  sind  hier  überall  cinzuiühren. 

9.  Wenn  S^  0/  und  S.jO/  in  Lig.  10.  zwei  gerade  Linien 
sind,  die  sich  im  Punkte  vom  Bilde  /*'  schneiden  und  also  *■</' 
ihre  Ebene  ist,  so  ist  <ler  von  ihnen  gebildete  Winkel 
bei  /'  dem  Winkel  der  ihnen  respcctive  parallelen  projicie- 
renden  Strahlen  am  Centrum  C gleich.  Dieser  aber 

kann  bei  gegebenem  I)  durch  die  Umlegung  der  projicieren- 
den  Ebene  C'y'  in  wahrer  Grösse  gefunden  werden;  nach  §4. 
ist  (5  das  umgelegte  Centrum  und  damit  9|'t>  0/  der  gesuchte 
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Winkel.  Die  zweite  Lage  dos  uingeiegten  Centruins  ü*  giebt 
den  nämlichen  Winkel. 

Wir  bemerken  sodann,  dass  die  Winkel  der  parallelen 
Projicierenden  6 P|',  60/  mit  der  Fluchtlinie  q'  den  Winkeln 
der  Geraden  p, , g.,  selbst  mit  der  Spur  s gleich  sind  und 
dass  die  Punkte  5,,  S,  bei  der  Umlegung  der  Ebene  in  die 
Tafel  an  ihrem  Orte  bleiben  und  schliessen,  dass  die  Paral- 
lelen zu  60/  aus  S, , und  zu  6 0/  aus 'S,  respective  die  mit 
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der  Ebene  sy'  in  die  Tafel  umgelegten  Geraden  g^  und  g^ 
d.  i,  (g,)  und  (j/j)  sind  und  dass  ihr  Schnittpunkt  (P)  die 
Umlegung  des  Punktes  P repräsentiert.  Denken  wir  endlich 
unter  den  Geraden  der  Ebene  sq',  welche  durch  P gehen, 
diejenige,  deren  Bild  das  umgelegte  Oentnim  6 enthält,  so 
folgt  aus  der  Lage  ihres  Durchstoss-  und  Fluchtpunktes,  dass 
ihre  Umlegung  mit  ihr  selbst  zusammcnfällt  und  dass  somit 
die  Punkte  P'  und  (P)  immer  in  einer  geraden  Linie  ans 
dem  umgelegten  Ceutruin  6 liegen  müssen. 
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Zielil  insui  weitet-  (Itireli  das  iiuigelegte  (Jentruui  (v  Pa- 
rallclen  zu  den  Projeetionen  y/  respective  bis  zum  Dureli- 
selinitt  mit  den  Umlegungen  (3,),  (y.j),  so  erliält  man  in  (ft,), 
(f{^)  die  Umlegungen  der  Punkte  diesm-  Geraden  in  der  Ver- 
sehwindungsebene (Fig.  4 , 5.  § d.,  4.),  welche  in  der  zu  s pa- 
rallelen Geraden  r iler  Ebene  d.  i.  in  ihrer  Umlegung 

liegen  müssen. 

Da  die  Entrernung  von  (>  bis  r dem  Abstand  der  Paral- 
lelen )/  und  s gleich  ist,  so  ist  (r)  bestimmt,  wenn  das  uin- 
gelegte  Centrum  (y  bestimmt  ist. 

Aid'  der  andern  Seite  von  s ebensoweit  entlernt  davon 
wie  (r)  liegt  (m),  die  Umlegung  der  Schnittlinie  der  Ebene 
mit  der  hinteren  Parallelebene. 

1)  Der  W'inkel  von  zwei  Geraden,  die  nieht  in  einer 
Ebene  liegen,  wird  durch  ihre  projicierenden  Iki- 
rallelstrahlen  ebenso  bestimmt  wie  der  ebene  Winkel. 

2)  Welchen  Winkel  bildet  eine  beliebig  gegebene  Ge- 
rade mit  der  Eormale  zur  Hildebene?  Welchen  mit 
einer  beliebigen  Geraden  in  der  Bildebene? 

'S)  Man  verzeichne  in  der  Ebene  s</  um  einen  gege- 
benen Punkt  derselben  als  Jüttelpunkt  einen  Khom- 
bus,  von  welchem  zwei  Gegenseiten  die  Tafehieigung 
.‘50"  haben  und  theile  die  ganze  Ebene  von  ihm 
aus  in  gleiche  Khomben  — mit  oder  ohne  Bestim- 
mung der  wahren  Gestalt  derselben. 

10.  Die  Bestimmung  der  Winkel  zwischen  geraden  Li- 
nien und  Ebenen,  sowie  derjenigen  zwischen  je  zwei  Ebenen 
wird  nach  bekannten  Definitionen  auf  die  der  ^Vinkel  zwi- 
schen Linien  zurückgeführt.  Dieselben  fordern  die  Con- 
struction  der  Normalen  zu  einer  Ebene  oder  die 
der  Normalebenen  zu  einer  Geraden.  Da  alle  Nor- 
malen derselben  Ebene  von  gleicher  Bichtung  und  alle  Nor- 
malebenen derselben  (ienulcn  von  gleicher  Stellung  sind,  so 
kommt  diese  Construction  auf  die  Kenntinss  der  Beziehung 
zurück,  welche  zwischen  dem  Durehstosspunkt  Q'  einer  pro- 
jicierenden Geraden  C()‘  und  der  Spur  </  tler  zu  ihr  normalen 
projicierenden  Ebene  C»/  stattfindet.  Diese  besteht  .aber  darin, 
dass  die  zu  y normale  projiciereiide  Ebene,  welche  auch  C{/ 
enthalt,  mit  dieser,  der  Bildebene  und  der  projicierenden  Ebene 
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Cq  ein  bei  C rcdhiwinklipcs  I>roieek  6V/ (Fig.  1 1 .)  erzeugt, 
in  welchem  tUe  zur  Hypotenuse  (»'//  gehörige  Höhe  die 
Distanz  <l  ist,  indess  die  spitzen  W’inkcl  bei  //  und  (»'  die 
Tafclneigungen  « und  ß 
der  projicicrenden  Ebene 
und  Geraden  und  die  Ab- 
schnitte der  Hypotenuse 
Q',  Cf  H die  Abstände 
der  Q'  und  q vom  Haupt- 
punkt sind.  Man  hat  also 

C,  H :d  = d:  C^  Q' . 

Die  nämliche  Relation 
besteht  zwischen  dem 
Fluchtpunkt  einer  gera- 
den Linie  oder  einer 
Sch.aar  von  Parallelen  und 
der  Fluchtlinie  aller  zu  ihr  oder  ihnen  normalen  Ebenen  oder 
zwischen  der  Fluchtlinie  einer  Ebene  oder  einer  Schaar  von 
parallelen  Ebenen  und  dem  Fluchtpunkt  der  dazu  normalen 
(»craden. 

1)  Jlan  construicre  bei  gegebenem  I)  — der  Distanz - 
kreis  wird  auch  für  alle  folgenden  Aufgaben  dieses 
4?  als  gegeben  gedacht  — die  Normale  S(J'  einer 
Ebene  sq’,  die  von  dem  Punkte  in  der  geraden 
Linie  S,  p,'  ausgeht;  specicll  ihren  Fusspunkt  H 
in  der  Ebene  und  die  wahr«,'  Längc.4/>.  Die  Nor- 
malcbenc  der  Ebene  sq'  durch  S,  y,'  dient  am  besten. 

2)  5Ian  construiere  die  Normalcbenc  sq'  der  Geraden 
SO'  d)irch  den  Punkt  in  der  Geraden  S,  und 
das  Perpendikel  von  diesem  Punkte  auf  jene  Ge- 
rade — mittelst  ihres  Fusspunktes  in  der  Normal- 
ebene. 

.3)  Man  bestimme  die  wahre  Grösse  des  Winkels  der 
geraden  Linie  S'O'  mit  der  Ebene  sq'  nach  beiden 
geometrischen  Detinitionen.  W'clche  giebt  die  bes- 
sere Constrnction  V 

4)  Man  lege  durch  eine  gegebene  Parallel -Linie  zur 
Tafel  die  Normalcbenc  zu  einer  gegebenen  Ebene. 


Fig.  Jt 
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5)  Man  bestimme  die  wahre  Grösse  der  Winkel, 
welche  die  Ebenen  s,  y,',  s,  H-i  einander  ein- 
schliesscn  und  die  Halbiernngscbenen  dieser  Winkel. 


Kig.  I>. 


b)  Eine  Ebene  zu  construicren,  welche  zur  Ebene  sq 
normal  ist,  die  Tafelneigung  a = 40"  hat  und  den 
Vcrschwindungspunkt  H einer  gegebenen  Geraden 
SQ’  enthält. 

Kig.  13. 
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7)  Man  löge  durcli  die  in  der  Ebene  sf/  enthaltene 
(ierade  SQ'  die  beiden  Ebenen,  welebe  mit  jener 
den  Winkel  von  25"  bilden.  Jlan  erkläre  die  in 
Figur  12.  enthaltene  Lösung  und  füge  die  zweite 
liinzu. 

8)  Man  soll  diejenigen  durch  eine  Gerade  SQ'  gehen- 
den Ebenen  bcslinnnen,  welche  mit  einer  dieselbe 
schneidenden  Ebene  sq  Winkel  « = 54"  ein- 
schlicssen  — indem  man  mit  den  Fbiehtelemcnten 
construiert.  Die  Figur  13.  enthält  die  Lösung,  sie 
ist  zu  erläutern. 


/ 


i ig.  M. 
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!<)  Man  projicierc  und  bestimme  die  kürzeste'  Ent- 
fernung AB  von  zwei  nicht  in  einerlei  Ebene  ge- 
legenen Geraden  8',  (<|',  S.,Q.^  — als  Durchschnitts- 
linie SQ'  der  die  beiden  Geraden  enthaltenden 
Normalebencn  s^q^,  s.^q^i  zu  der  projicierenden 
Ebene  CQ{Q2,  die  zu  beiden  parallel  ist;  was 
bleibt  der  Figur  14.  hinzu  zu  fügen? 

Dasselbe  insbesondere  für  zwei  Gerade,  von  denen 
die  eine  parallel,  die  andere  nomial  zur  Tafel  ist. 

ID)  Wenn  di-ei  projicierende  Linien  oder  Ebenen  eine 
trircctanguläre  Ecke  bilden,  so  sind  ihre  Spuren 
in  der  Bildebene  die  Ecken  oder  Seiten  eine» 
Dreiecks,  welches  den  Hauptpunkt  zum  Höhon- 


Digitized  by  Google 


24 


Krutfr  ’nicil. 


sclmitl[>unkt  hat  mul  dan  IJechtcck  der  Holionab- 
Hclmittc  glcicli  dem  Quadrate  der  Distanz. 

11.  Im  Vorlicrgeliendeu  ist  offenbar  zugleieh  die  Um- 
legung einer  Ebene  in  die  Bildebene  d.  i.  die  Dar- 
stellung der  wahren  Grösse  und  Gestalt  ebener  Figuren  und 
Systeme  aus  ihren  Projeetionen  entlialtcn.  Denn  jede  gerade 
Linie  der  Ebene  sq'  wird  so  umgclegt  wie  (7,  in  (jr,)  (§  9.) 


Kig.  15. 
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und  jeder  Punkt  derselben  somit  als  der  Durehseimitt  von  zwei 
Geraden  in  der  Ebene  sowie  P durch  5,  und  (Fig.  1.5.).  Sind 
diese  Geraden  nicht  gegeben,  so  kann  man  als  eine  solche 
die  Falllinie  der  Ebene  sg’  d.  i.  die  in  II  f projiciertc  Ge- 
rade benutzen,  welche  zur  Spur  s rechtwinklig  ist  und  sich 
daher  in  der  Umlegung  in  eine  Normale  zu  derselben  aus 
ihrem  Durchstosspunkt  S verwandelt;  ebenso  können  die  Ge- 
raden benutzt  5vcrden,  wclclic  in  H\'  P',  /Q’/’’  projiciert  sind,  wo 
HHy=  HC=  II ist  (Fig.  16.),  Gerade,  die  sich  in  derUmlcgung 
in  solche  verwandeln,  die  unter  45"  gegen  die  Spur  geneigt 
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von  iliron  rcspc?ctivon  Diirdistossjmnkton  .V, , aiisgc'lien  iiiid 
sich  dalicr  in  (/*)  reclitwiiiklig  durchsdinoiden , iiidoss  audi 
.S(/’)  = SS,  = SS.,  ist.  Hat  man  die  Linie  (r)  der  Kl)ene,  so 
liefern  die  Pararfelon  aus  C zu  den  Projeelionen  auf  ilir 
die  (/?,)  derselben  und  die  Verbindung  mit  dem  entspredien- 
den  Si  giebt  die  umgclegte  Gerade  (</^).  Endlieh  dient  auch 
der  Straid  15  /''  zur  Bestiimming  von  (/’). 

Umgekehrt  vollzieht  man  durdi  die  niimlidic  (’onstrudion 


Fift.  IG. 


den  Uebergang  von  der  Umlegung  zur  Projection,  den  wir 
als  die  Aufrichtung  oder  Aufstellung  der  hibenc 
hczciehncn  wollen.  Ist  (/')  ein  Punkt  der  Ebene  .11/  in  der 
Umlegung,  so  wird  das  uragelcgtc  Centruin  (5  bestimmt  und 
(r)  aufgetragen;  zieht  man  dann  durch  (/')  eine  Gerade  (7), 
so  liegt  in  s ihr  Durdistosspunkt  S,  in  (>•)  die  Umlegung  (/?) 
ihres  Vcrschwindungspunktos  und  In  dem  zu  ihr  parallelen 
Strahl  aus  dem  umgclegtcn  Centrum  (5  auf  7'  ihr  Fluditpunkt 
Nun  ist  das  Bild  7'  die  Linie  Sp'  und  zugleich  parallel 
mit  t_5(Ä).  Die  Linien  unter  45"  und  unter  !K)"  durch  P zu 
s führen  auf  die  Punkte  //,,  H.,,  H in  7'  und  auf  analoge  in 
(r);  endlich  liefert  die  Gerade  (S(/’)  ein  weiteres  Hilfsmittel 
der  Besliminung. 
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Von  einem  regulären  h Kek  sind  zwei  X.achlinr- 
odcr  Gegonecken  diireli  die  Fusspunkte  und  Längen 
ihrer  Tafelnoriniilcn  gegeben  und  seine  Ebene  liat  die 
Tafelneigung  a = GO";  inan  bestimme  seine  Projeclion 
aus  seiner  Umlegung  in  die  Tafel. 

12.  Naeh  dem  Vorhergehenden  sind  alle  Aufgaben  der  dar- 
stellenden Geometrie  über  die  Elementarformen  theoretisch 
lösbar,  nämlich  unter  Voraussetzung  einer  unbegrenzten  Zeich- 
nungsebene, unter  \'^oraussctzung  gcomctri.schcr  Genauigkeit 
auch  bei  schleifenden  Schnitten,  etc.  und  überdicss  abgesehen 
von  den  in  der  Kleinheit  der  Constmctionstheile,  etc.  auftre- 
tenden Hindernissen  der  graphischen  Durchführung.  Für  die 
wirkliche  Ausführung,  wo  weder  jene  Voraussetzungen 
gelten,  noch  sich  von  diesen  Hindernissen  aksehen  lässt,  wird 
die  Möglichkeit  der  constructiven  Lösungen  durch  Transfor- 
mation gesichert,  d.  h.  durch  zweckentsprechende  Lagenver- 
änderungen des  Centrums,  der  Bildebene  oder  des  Objects  — 
denn  durch  solche  lassen  sich  alle  jene  Schwierigkeiten  heben. 

Jlan  kann  das  Centnim  der  Projcction  nach  jcdewi  Punkte 
des  Haumes  verlegen  und  die  Bildebene  oder  eine  beliebige 
Ebene  des  Objects  mit  einer  bestimmten  Ebene  zusammen- 
fallen machen,  indem  man  gleichzeitig  über  einen  Punkt  und 
eine  ihn  enthaltende  Gerade  in  derselben  verfügt.  Jede  Ver- 
legung des  Centrums  lässt  sich  aus  einer  Verrückung  dessel- 
ben in  der  Verschwindungsebene  und  einer  solchen  in  der 
Normale  zur  Tafel  zusammensetzen;  in  analoge  Componenten 
zerlegen  sich  auch  alle  Parallelverschiebungen  der  Bildebene 
und  des  Objects.  Die  Drehungen  der  Bildebene  und  des 
Objects  kommen  im  Wesentlichen  auf  den  im  vorigen  ^ er- 
örterten Vorgang  der  Umlegung-  hinaus  und  erfordern  keine 
weitere  Erörterung. 

Bei  den  Transformationen  des  Centrums  bleiben  alle 
Durchgangs- Elemente  ungeändert,  während  das  neue  System 
der  Flucht- Elemente  dem  ursprünglichen  congruent  und  gleich- 
gelegen  ist  im  Falle  der  Verschiebung  in  der\'erschwindungs- 
cbene  oder  bei  unveränderter  Distanz;  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  aber  im  Falle  der  Verschiebung  des  Centrums  in  der 
Tafelnormale.  Im  ersteren  Falle  (Fig.  17.)  wiederholen  der 
Hauptpunkt  und  alle  Fluchtpunkte  nach  Grösse  und  Hich- 
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tung  einfach  die  Verschiebung  des  Ccntruins  von  ('  nach  C*. 
Das  Bild  A'  eines  Punktes  in  einer  gegebenen  Geraden  tj 
verschiebt  sich  in  der  gleichen  Richtung  in  das  transfor- 
mierte Bild  g*  der  Geraden.  Projicicrende  Gerade  ver- 
wandeln sich  in  solche,  deren  Bildlängc  der  ^'erschlcbungs- 
grösse  gleich  ist. 


Kig.  17.  Vig.  IS. 


Im  zweiten  Falle  (Fig.  18.)  verschiebt  sich  jeder  Flucht- 
punkt in  der  Geraden,  die  ihn  mit  dem  Hauptpunkt  verbindet 
und  zwar  um  einen  Betrag,  der  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck 
als  zweite  Kathete  erhalten  wird,  welches  die  Tafelneigung  |S 
des  zugehörigen  projicierenden  Strahls  zum  anliegenden  Win- 
kel und  die  Grösse  der  Verschiebung  <5  des  Gentruins  zur 
andern  Kathete  hat;  endlich  nach  dem  Hauptpunkt  hin  oder 
von  demselben  weg,  je  nachdem  das  Centrum  sich  der  Bild- 
ebene nähert  oder  von  derselben  wegrückt.  Das  Bild  eines 
Punktes  rückt  in  der  Geraden  fort,  welche  von  ihm  nach 
dein  Hauptpunkte  geht. 

1)  Man  macht  eine  Gerade  Sp'  zur  projicierenden  Linie, 
indem  man  das  Centrum  C nach  ihrem  Verschwin- 
dungspunkte  R verlegt;  die  Grösse  S giebt  Grösse 
und  Sinn  der  Verschiebung. 

2)  Man  ziehe  zu  einer  Geraden  in  gegebener  Ebene, 
deren  Fluchtpunkt  unzugänglich  ist,  Parallelen  von 
gegebenen  Durchstosspunkten  oder  allgemeiner  durch 


Digitized  by  Google 


ErKt<*i  'riiuil. 


2S 


gcgohcnc  l’iinktc  der  Ebene  — mittelst  Verlegung 
ilircs  Fluclitpunktes  in  einen  andern  Punkt  ihrer 
Kluehtlinic. 

;?)  Man  vergrössere  die  Entfernung  einer  Ebene  vom 
Centrum  dureh  Vcrsehiebiing  desselben  in  der  Wr- 
sehwindungsebene  auf  das  dreifaehe,  um  das  Bild 
einer  in  ihr  gelegenen  Figur  doutliehcr  zu  erhalten.' 

4)  Man  leite  aus  dem  Bilde  einer  Kaumfigur,  welches 
dem  Centrum  im  rechten  Auge  entspricht,  das  Bild 
derselben  für  das  im  linken  Auge  gedachte  (Zen- 
trum ah,  bei  unveränderter  Distanz.  Diess  enthält 
die  Construction  stereoskopischer  Bilder. 

5)  Bei  der  Transformation  durch  rcducicrte  DisUnz 
d.  i.  Verschiebung  de.s  Centrums  in  der  Tafclnor- 
male,  bleiben  die  Bestimmungen  von  Normalen  und 
Normalcbenen  zur  Tafel  unverändert. 

6)  Welche  Hilfsmittel  giebt  die  Transformation  durch 
reducierte  Distanz  für  das  Umlegen  und  Aufrieh- 
ten  ebener  Systeme,  a)  bei  zur  Bildebene  normaler, 
b)  bei  schräger  Ebene?  Man  zeichne  mit  Benutzung 
derselben  ein  Quadrat  über  gegebener  Seite  in 
schräger  Ebene  und  den  entsprechenden  Würfel. 
Die  Figur  19.  giebt  für  Benutzung  von  einem  Drittel 
der  Distanz  das  Bild  eines  rechtwinkligen  Parallclc- 
pipeds  von  den  Kantenlängcn  «,  b,  c bei  gegebener 
Ebene  der  Fläche  nb,  gegebener  Ecke  1 und  liich- 
tung  der  Kante  b in  derselben.  Die  reducierten 
Fluchtpunkte  der  Kanten  «,  b,  c sind  durch  „y'/j, 
/•V'ji)  i-Q'/i  bezeichnet;  ebenso  die  entsprechenden 
Theilungspunkte  durch  „T/^,  etc.;  für  « und  r 
konnten  die  Theilungspunkte  „T,  selbst  benutzt 
werden. 

Die  Kante  c ist  in  14  angetragen.  Im  Falle  des 
Würfels  lassen  sich  die  Eigenschaften  des  Quadrats 
betreffs  seiner  Diagonalen  mit  verwenden. 

Man  füge  den  Schlagschatten  für  paralleles  Licht 
von  gegebenem  Fluchtpunkte  auf  die  Ebene  der  Basis 
hinzu. 


i^le 
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13.  Hei  den  V'er8chieliunj!;en  des  Objects  piirallcl  zur  Tafel 
iintl  in  Nonnulen  zur  Tafel  d.  i.  wenn  alle  l’nnkle  dehselben 
Parallelen  oder  Normalen  zur  Tafel  beschreiben,  bleiben  alle 
Fluebteleiuente  ungeiindert,  und  die  I )ureligangseleiuenle  än- 
dern sich  naeb  den  Oc-setzen , welclie  vorlmr  für  beide  Fälle 
für  die  Aeiidening  der  Fluebteleiuente  gegeben  wiirilen;  ins- 
besondere rückt  bei  der  Nornialversebicbung  der  Durcbstoss- 

Kis.  !■'. 
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punkt  S der  Geraden  in  der  Spur  der  durch  sie  gelegten 
Noriualebene  zur  Tafel  um  den  Betrag  fort,  der  in  dein  recht- 
winkligen Dreiecke  aus  der  Grösse  der  Verschiebung  6 als 
Kathete  mit  der  'I'afelneigung  ^ als  Gegenwinkel  als  zweite 
Kathete  erhalten  wird. 

Die  Verschiebung  der  Bildebene  in  Normalen  zu  ihr  än- 
dert sowohl  die  Durchgangs-  als  die  Flucht  Klemente  mul 
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zwar  beide  mu  den  nämlichen  wie  vorher  aus  der  Grösse  der 
Verschiebung  d und  der  Tafelneigung  ß abzuleitenden  Betrag 
in  gleichem  Sinn  in  der  Spur  und  der  Fluchtlinie  der  durch 
die  Gerade  gehenden  Norraajebene  zur  Tafel.  (Fig.  20.)  Die 
Bilder  der  Punkte  rücken  in  den  Geraden  fort,  die  sie  mit 
dem  Hauptpunkt  verbinden.  Man  hat  für  einen  beliebigen 
Punkt  y#'  der  Geraden  S(J'  und  seine  Transformation  J"* 

6 :d=  Q'O  * : p'C,  = : A’C, . 

Die  Ebene  s<j'  geht  über  in 

Und  wenn  .4'  in  A"*  übergeht,  A"*  B"  aber  C,  parallel 
ist,  so  enthält  das  über  diesem  mit  der  zweiten  Kathete  ä 
conslruierte  rechtwinklige  Dreieck  die 
Umlegung  (A)  von  A"  und  den  Winkel 
ß der  Geraden.  Diess  giebt  eine  Um- 
legung von  Ebenen,  welche  normal 
sind  zur  Tafel  und  damit  besondere 
Vortheile  für  die  constructive  Behand- 
lung der  zur  Tafel  normalen  Ebenen. 
Da  die  Ausmessung  der  zu  projicie- 
rcnden  Kaumformen,  die  der  Darstel- 
lung demselben  voran  gehen  muss, 
practisch  mit  Vortheil  nach  der  Me- 
thode der  rechtwinkligen  Coordinaten 
geschieht,  so  ist  es  bequem,  die  als 
Verticalebene  gedachte  Tafel  und  eine, 
etwa  die  tiefste  am  Object  vorkom- 
mendc,  Horizontalebene  als  natürliche  Coordinatenebenen  zu 
betrachten  und  dazu  normal  durch  das  Centrum  die  dritte  zu 
fügen.  Das  System  der  der  Tafel  selbst  angehörigen  Ordi- 
natenfusspunkte  erfordert  dann  mir  die  Auftragung  der  ent- 
sprechenden Abstände  als  Tafelnormalen. 

1)  Wenn  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  durch 
die  eine  der  Axen,  den  Anfangspunkt  und  die 
Bildrichtung  der  zweiten  Axe  gegeben  ist,  wie 
sind  die  in  ihm  gemessenen  Coordinaten  aufzu- 
tragen ? 

2)  W^ie  insbesondere,  wenn  mit  dem  vierten  Theile 
der  Distanz  gearbeitet  wird,  weil  die  Grösse  der- 
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sulbt'ii  die  Dimenslouen  des  Zeiclieiiblattes  über- 
schreitet? 

14.  Im  Vorliergeliendon  ist  die  Ceiitralprojection  als  eine 
selbständige  Darstellungsmetliode  entwickelt  und  im  Wesent- 
lichen ausgebildet.  Damit  sie  zugleich  <lie  wissenschaftliche 
Grundlage  aller  übrigen  Darstellungsinethoden  - - und  zwar 
sowohl  Methoden  der  graphischen  Darstellung  als  der  model- 
lierenden — liefern  könne,  ist  es  nöthig,  die  fundamentale 
Beziehung  eingehender  zu  untersuchen,  welche  zw'ischen  dem 
Bilde  eines  ebenen  Systems  und  diesem  selbst  besteht. 

Das  Bild  des  ebenen  Systems  und  die  Umlegung  desselben 
in  die  Bildebene  sind  zwei  geometrisch  verwandte,  d.  i. 
in  gesetzmässiger  Abhängigkeit  von  einander  stehende  ebene 
Systeme  in  der  Tafel.  Diese  V'erwandtschaft  hat  zu  ihrem 
llauptgesctz,  dass  jedem  Punkt  und  jeder  Geraden  des  einen 
Systems  immer  ein  und  nur  ein  Punkt  und  eine  Gerade  des 
andern  Systems  entspricht.  Jlan  nennt  die  Systeme  als  die- 
sem Gesetz  unterworfen  projectivisch  und  insbesondere 
col linear,  und  die  bezügliche  geometrische  Verwandtschaft 
Projecti vi tät,  insbesondere  Collineation.  Die  Systeme 
erscheinen  überdiess  in  einer  besondern  gegenseitigen  Lage, 
die  man  als  die  perspecti  vische  oder  centrale  Lage  zu 
bezeichnen  pflegt:  Jedes  Paar  entsprechender  Punkte  liegt 
auf  einerlei  Strahl  eines  Strahlcnbüschcls,  in  welchem  jeder 
Strahl  sich  selbst  entspricht,  d.  i.  als  Theil  des  Originalsysteins 
betrachtet  mit  seinem  Bilde  zusammenfällt  und  umgekehrt, 
so  dass  dieses  Strahlenbüschel  beiden  Systemen  entsprechend 
gemein  ist.  Und  jedes  Paar  entsprechender  Geraden  geht 
durch  einerlei  Punkt  einer  geradlinigen  Punkt-Reihe,  in  wel- 
cher jeder  Punkt  sich  selbst  entspricht  oder  die  beide  Systeme 
entsprechend  gemein  haben.  Den  Scheitelpunkt  jenes  Büschels 
6 nennen  wir  das  Collineationscentrum  der  Systeme, 
die  gerade  Linie  dieser  Reihe  s die  Collineationsaxe  der- 
selben. 

Ferner  entsprechen  den  Punkten  in  unendlicher  Feme 
im  einen  System  die  Punkte  einer  zur  Collineationsaxe  pa- 
rallelen Geraden  im  andern  System  — die  Allgemcingültig- 
keit  des  Grundgesetzes,  dass  jeder  (ieraden  des  einen  Systems 
eine  Gerade  des  andern  entspreche,  fordert  damit  die  einge- 
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fiilirte  Ansi'li!iunii}5,  woiuidi  die  uiieiidlieh  lernen  l^nnkte  jeder 
Ebene  eine  Gerade  bilden.  Den  Punkten  ini  Unendlichen 
des  (Jriginalsysteins  ent'^preclien  die  von  y',  den  Punkten  in 
unendlicher  Ferne  des  llildsysteins  ilie  vuu  (r).  Wir  neniien 
diese  beiden  Geraden  die  Gegenaxen  der  Sy.stcine  und 
ilire  Ihinktc  die  G t'gcn  jmui  k te  derjenigen  Geraden  der 
ebenen  .Systeme,  w(dcbe  durcli  sie  bindurebgehen.  Die  Oe- 
geiiaxen  können  als  (h'te  der  Scbeitel  derjenigen  Strahleii- 
büscbel  beider  .Systeme  bezeichnet  werden,  denen  Parallelen- 
scliaaren  iin  jedesmaligen  andern  .System  entspreebeii. 

ln  alledem  recapitulieren  wir  nur  die  Ergebnisse  der 
Ccntralprojeclion  des  ebenen  .Systems  mit  zweekgemässen 
Moditicationen  der  Ausdrucksweise.  Es  eutspriebt  dem  eben- 
falls, dass  zwei  cullineare  .Systeme  in  centraler  Lage  bestimmt 
sind  alureb  tlas  Uentrum  und  die  Axe  der  Cullineution  nebst 
einer  der  Gegenaxen;  die  allgemeinen  Abbiingigkoitsgesetze 
zeigen,  d.ass  ein  beliebiges  Paar  (.-/)  entsprechender  Punkte 
der  Systeme  die  Angabe  der  Gegenaxe  für  die  Bestimmung 
ersetzt. 

Mach  diesen  Gesetzen  entsprechen  einer  gegebenen  Figur 
in  der  Ebene  uncndlicli  viele  ihr  colliuearverwandte  Figuren, 
die  alle  nacli  beliebiger  Festsetzung  des  Colliueationscentrums 
und  der  Gollineationsaxe,  so  wie  einer  Gegenaxe  mit  Hilfe 
des  Lineals  allein  aus  ihr  construiert  werden.  Die  L.age  der 
gegebenen  Figur  zur  Gegenaxe  ihres  .Systems  unterachoidet 
die  entspreebenden  Figuren  wesentlich  von  einander,  wie 
. diess  an  den  einfachen  Figuren  von  Dreieck  und  Viereck 
erläutert  werden  kann. 

1)  Man  coustruiere  von  zwei  collinearcn  .Systemen  in 
centraler  Lage  das  zweite  aus  dem  ersten,  wenn 
gj'geben  sind  diis  Gentrum  und  die  Axe  der  Goll!- 
neation  und  zu  einem  Punkte  oder  eimtr  Geraden 
des  ersten  Systems  der  entsprechende  Punkt  re- 
spective  die  entspreebonde  Gerade  des  zweiten ; 
!iuch  weise  man  den  Parallelisnms  der  Gegenaxen 
mit  der  Golline.ationsaxe  als  notbwendige  Folge  des 
Grundgesetzes  der  l^rojectivität  nacb. 

2)  Man  zeichne  und  clmracterisiere  die  Gollinearver- 
wandten  eines  gegebenen  Dreiecks  .f, /#., /Ij  für  die 
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verschiedenen  Liij'cii,  die  es  zur  (Jcf;eniixe  seines 
Sj-steins  hüben  kann;  also  für  welche  die  Ecken 
1,  2,  3 aul'  einerlei  Seite  der  Gegenaxe,  oder  1,  2 
auf  der  einen,  3 auf  der  andern  Seite  derselben 
liegen,  oder  3 in  der  Gegenaxe  und  1 und  2 auf 
derselben  Seite  oder  auf  verschierlenen  Seiten  der- 
selben, oder  endlich  1 und  2 in  der  Gegenaxe 
liegen. 

ri«.  ii. 


3)  Man  führe  dasselbe  aus  für  das  Viereck  der  Punkte 
1,  2,  3,  4 — in  sieben  llauptfällen;  welche  Zahl 
sich  noch  vermidirt,  wenn  man  auch  auf  die  Lage 
der  Punkte  achtet,  in  denen  die  Gegenseitenpaare 
sich  schneiden.  Die  Figur  21.  zeigt  zwei  dieser 
Fälle  für  das  Viereck  All  CD. 

4)  Die  StrahlenbÜBchel  beider  Systeme,  welche  das 
Collineationscentrum  zum  Scheitel  haben,  decken 
sich  Strahl  für  Strahl  und  w(u-den  daher  als  ein- 
ander gleich  und  entsprechend  bezeichnet.  Man 
soll  nun  die  Existenz  gleicher,  Strahl  für  Strahl 
einander  entsprechender  Strahlenbüschel  in  der  Bild- 
ebene null  einer  gegebenen  < )riginalcbcne  für  ein 
gegebenes  Gentrum  der  Projection  diiHHit  erweisen  — 
indem  man  die  Büschel  von  projieierenden  Ebenem 

Kl« «Mer,  Dantollcude  iJ<;ometrie.  3 
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botrnehtet,  wolelie  zu  ihren  Sdieitelkanten  die  Nor- 
malen der  Ebenen  haben,  durch  die  der  Winkel 
a der  Originalebene  und  sein  Nebenwinkel  halbiert 
werdrtn.  Diese  Normalen  liefern  direct  die  beiden 
I>agen  des  umgelegten  Contrums  (§  9.). 
b)  Man  benutze  die  Relation  der  vorigen  Aufgabe  zur 
Construetion  der  llalbierungsebenen  des  Winkels  u, 
den  eine  gegebene  Ebene  mit  der  Hildebeiie  ein- 
sehliesst. 

6)  Wenn  man  durch  alle  Punkte  des  ebcmen  Systems 
Parallelen  zieht  zu  einer  der  in  Anfg.  4.  bezcich- 
neten  Normalen,  so  bestimmen  diejselben  in  der 
Bildebene  ein  System,  welches  dem  gegebenen 
congruent  ist.  Man  erläutere  die  (’onstruetion  der 
Umlegung  des  ebenen  Systems  in  § 11.  (§  9.)  als 
die  Ausführung  dieses  Cledankens. 

15.  Für  da.s  Weitere  ist  die 
Untersuchung  der  Abhängig- 
keit des  Bildes  der  Geraden 
von  ihrem  Original  die  natür- 
liche Vorbereitung.  Nach  dem 
Vorhergehenden  ist  sie  alsProjcc- 
tivität  in  perspectivischer  Lage 
zu  bezeichnen  und  durch  das  Zu- 

sammcnfallen  zweier  entspre- 

^ ff*  ^ ^ 

\i  ehender  Punkte  im  Durch- 

\ j schnittspunkt  S des  Bildes  mit 

',  / dem  Original  characterisiert.  Ob 

wir  die  Umlegung  der  einzelnen 
i Geraden  mit  ihrer  projicierenden 

Ebene  wie  in  § 4.  oder  die  Um- 
legung der  Geraden  des  ebenen  Systems  wie  in  § II.  betinchten, 
so  zeigt  sich  uns  das  Bild  und  die  Umlegung  der  Geraden 
in  solcher  Beziehung,  dass  beide  den  Durchstosspunkt  S ge- 
mein haben  und  das  Collineationscentrnm  die  vierte  Ecke 
eines  Parallelogramms  ist,  in  welchem  S ihm  gegenüber  liegt 
und  die  Gegenpunkte  ()'  und  ft  die  andern  Ecken  sind. 
Daraus  ergeben  sich  für  zwei  Punkte  A,  D des  Originals 
und  ihre  Bilder  A',  1t  die  folgenden  Relationen  (Fig.  22.): 


Kis.  a. 

I 

I 


Digitized  by  Google 


Pio  Mefliodpiilehro. 


3f) 


A A also  AR  : /fl?  = l? : Q'jf  oder 

AR  • O'.r  = /?(?  • (?()'  = SQ'-  /?/?==  /r;  (=  «•/  § 8.) 

d.  li.  das  Rechteck  der  Abstände  entsprechender 
I'unkte  von  ihren  (Jlcgenpnnkten  ist  constant.  ln 
Folge  dessen  ist 

A*  A- 

Q'A"  =2  und  ebenso  Q’ R'  = • also 

A li  li  t\ 

(, •«  _ (,v_  A 0 + <nt-  A-„  - 


AR  ■ RR  AR  • RR 


für  die  Ableitung  der  Länge  des  Hildes,  welches 
einer  bestiniinten  Strecke  des  Originals  entspricht. 
Man  hat  A R'  = AR  für 


k"-  = AR  ■ RR  und  weil  A*  = AR  ■ (j'Ä  = RR  ■ <J' R"  ist, 

so  ergield  sich  als  die  Bedingung  der  Gleichheit  ent- 
sprechender Strecken 

RR  = (>  A‘  oder  AR  = Q' R 

d.  h.  der  Gegenpunkt  (/  ist  vom  Bilde  des  einen  Endpunkts 
eben.soweit  entfernt  wie  das  Original  des  andern  vom  Gegen- 
pnnkt  R. 

Hat  man  also  A und  A'  als  Anfangspunkte  entsprechend 
gleicher  Strecken,  so  trägt  man  (J'A'  im  Bilde  rückwärts  von 
(/  nach  b‘  und  im  Original  beiderseits  von  R nach  R und  K 
ab;  ebenso  RA  im  Original  rückwärts  von  R nach  R und  im 
Bilde  beiderseits  von  0'  nach  R"  und  A”.  Uann  sind  R fi" , 
RI>,  RE'  I’aarc  entsprechender  Funkte  und  (Fig.  28.) 

AR  = A'lf,  DK  = D'K 

gleiche  entsprechende  Strecken,  die  die  Gegenpunkte  Q'  und  R 
nicht  einschlicssen;  • 

RR=  R'D\  AE-=:  ÄK 

■i* 
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(lagcf^fii  f!;leichu  entsprocliendc  Strecken , die  die  Oegenpimkte 
(>'  nn<l  /f  einsehliossen.  Es  giebt  also  in  zwei  projcetiviselien 
Geraden  zwei  dureli  die  Lage  zn  den  Gegenpunktfm  nnter- 
sehiedene  Systeme  entsprechend  glciclier  Strecken. 

Kig.  S3. 


/ 


/ 

i 

/ 


1)  VKwQ' DH  = k = YSQ’ ■ nSw'wA  Ali=A  n=<.)\ 
es  giebt  zwei  l’iinktepaare  6',  //  in  y und  iV , //'  in 
(/'  (Fig.  23.),  welche  die  entspreelienden  Kulistrecken 
g(niannt  wordtui  sollen.  Sie  niiissen  ilein  ersten  Sy- 
stem der  entsprechend  gleichen  Strecken  boigczählt 
werden,  die  die  Gegenpunkte  nicht  einschlii^ssen. 

'!)  Man  trage  die  Funkte  V aut',  l’ür  welche  S P ==  S/’" 
ist  — durch  = Sli. 

3)  Ua  die  Grösse  nur  von  den  Seitenliingen,  nicht 
aber  von  den  Winkeln  des  Fanillelograinms  {'<PSQ' 
abliängt,  so  folgt  der  Satz:  W’enn  zwei  Gerade 
perspectiviseh  sind , so  bleiben  sie  diess  auch  bei 
einer  Drtdmng  der  einen  von  ihnen  um  den  ge- 
mein.schaftlichen  Funkt.  Da.s  Gentrum  G der  Fer- 
spective  ist  immer  die  vierte  Ecke  des  durch  die 
Gegenpunkte  /?',  (>  mit  S bestimmten  l’arallelo- 
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grainms;  bleibt  also  g fest,  so  iliirchläiift  6 den 
aus  <y  mit  dem  Halbmesser  beschriebenen 

Kreis.  Jeder  Punkt  in  ihm  hat  den  Charaeter  und 
erlaubt  die  Verwendung  eines  T h e i 1 u n g s p u n k t c s. 
(§  4;  3.  § 12;  ß.  Fig.  18.) 

4)  Für  eine  projicierende  Gerade  ist  /?(t  ==  0 also 
k-  = 0 und  A W stets  gleich  Null,  d.  h.  das  Bild 
der  Gerivden  ist  ein  Punkt. 

IG.  Gehen  wir  zur  Betrachtung  von  zwei  Paaren 
von  Punkten  A,  B und  C,  D der  Geraden  g und  ihrer 
Bilder  A,  B'  und  (T,  If  in  g über,  so  ergeben  sich  die  Ke- 
lationen  der  Abstände  der  Punkte  des  ersten  Paares  von  denen 
des  zweiten  (Fig.  24.) 


daraus  folgen  für  die  einfachen  Theilungs Verhältnisse 
(§  7.),  nach  denen  die  Strecken  A tf  durch  die  Punkte  C, 
rcspcctive  B'  getheilt  sind  und  ihre  entsprechenden  im  Original 
die  Relationen 


AC  _AC  AB  AD  _^  AB 
bC  br'  Fd'~bTj‘br' 


Kig.  it. 
JC 


durch  Gentralprojection 
Bilde  dasselbe  wie  im  O i 
Geraden  haben  die  glc 


und  cs  ergiebt  sich  somit 
das  Vorhältniss  dieser  'l'heil- 
vcrhältnisscoderdas  Doppel- 
verhältniss  der  Punkte 
ABCD 

AC  AR'  AC  AR 
'FC'  ■ B'R'  '^FC'  BR' 

d.  h.  das  Doppel  vor  hält- 
niss  von  vier  Punkten 
einer  Geraden  wird 
nicht  geändert  — ist  im 
iginal;  in  pro jccti vischen 
ich  gebildeten  Doppclvcr- 


Digitized  by  Google 


Erster  Theil. 


:?8 

h ä 1 1 n i s B e von  G r u jr  p e n c n t s p r e c li  o n il  c r Punkte 
einerlei  Werth. 

Wir  schreiben  für  die  voripe  Gleichung  ahkürzend 
[ÄU'CD')  = {ABCD). 

Ist  (S  oder  C das  Centrum  und  bezeichnen  wir  die  pro- 
jicicrenden  Strahlen  AA',  ÜB',  CC,  DB'  respective  durch  a, 
b,  c,  d und  durch  (n,  6)  den  von  zweien  «,  b unter  ihnen  ge- 
bildeten Winkel,  so  hat  man  folgende  Kelationen: 

! 4r>nn\  AAiS,C  AA(II) sin  {« , c)  sin  {a , d) 

BC' BB  AB^C  ABi^B  sin[b,  c)  sin\b,d)~ 

mit  Anwendung  der  analogen  Abkürzung  auf  den  analogen 
Ausdruck;  d.  h.  das  Doppel  verhältniss  von  vier 
Punkten  in  gerfvder  Linie  stimmt  mit  dem  gleich- 
gebildeten Doppel  verhältniss  der  entsprechenden 
Strahlen  eines  darüber  stehenden  Strahlenbüschels 
überein.  Die  Gleichheit  der  Doppclverhältnissc  entspre- 
chender Gruppen  von  Punkten  in  perspcetivischcn  Geraden 
geht  daraus  wieder  hervor.  Aber  ferner  die  Sätze:  Alle 
vierpunktigen  Keihen,  die  aus  demselben  Strahlcnbüschel 
durch  verschiedene  Transversalen  geschnitten  .werden  oder 
pcrspcctivisch  sind,  haben  gleiches  Doppelverhältniss.  Alle 
vicrstrahligen  Büschel,  die  über  derselben  Hcihe  von  vier 
Punkten  an  verschiedenen  Scheitelpunkten  erzeugt  werden 
oder  perspectivisch  sind,  haben  gleiches  Doppelverhältniss. 
Also  auch:  Ein  Strahlenbüschcl  in  der  Originalebene  und 
sein  Bild  haben  gleiches  Doppelverhältniss  — und  alle  die 
Punktreihen  und  Strahlenbüschcl,  welche  durch  beliebige 
Gerade  und  Ebenen  aus  einem  Büschel  von  (projiciorenden) 
Ebenen  geschnitten  werden,  haben  gleiches  Doppclverhältniäs ; 
cs  ist  dem  entsprechenden  Dopjwlverhältniss  dieses  Ebcnen- 
büschels  selbst  gleich. 

1)  Wenn  der  Punkt  C der  Originalgeradcn  die  Mitte 
zwischen  den  Punkten  A und  B derselben  ist,  so 
dass  AC  = — BC,  so  liefern  die  Relationen 


AR  - CR 


BR  ■ CR 
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A tr : B = Q Ä : - Q' B'  oder 

A Cf  A'O'  _ _ • 

B'C  ■ B Q-  ‘ • 

Ist  im  Original  C die  Mitte  zwischen  A und  B, 
so  haben  die  Gruppen  A' B'  und  CO'  im  Bilde  das 
Doppelverhältniss  — 1,  oder  wie  man  sagt  C und 
0'  sind  conju giert  harmonisch  zu  A'B'.  Da 
im  Original  die  Strecke  A B durch  den  Mittelpunkt 
C und  den  unendlich  fernen  Punkt  Q in  den  Ver- 
hältnissen — 1 und  + 1 gcthcilt  wird,  so  ist  das 
Doppelverhältniss  der  Gruppen  AB,  CQ  gleichfalls 
— 1 und  das  gewonnene  Ergebniss  ein  Specialfall 
des  Hauptsatzes  im  Texte. 

Ebenso  die  Halbierung  der  Bildstrecke  SQ' 
durch  das  Bild  M'  von  .1/  für  S als  die  Mitte 
zwischen  B und  M.  Harmonische  Theilung 
wird  durch  Projeetion  niclit  gestört. 

2)  Alle  Strahlcnbüschcl  über  einer  Gruppe  harmo- 
nischer Punkte  sind  harmonische  Büschel ; ebenso 
alle  Ebenenbüschel,  welche  durch  dieselbe  gehen. 

;•))  Man  hat  für  den  Zusammenhang  zwischen  Bild  und 
< Iriginal  einer  geraden  Linie  specinll 

{A  B X B)  = {A'  B'Q'  (»')  d.  h. 

BB  : AB  = AO'  ■ ffO'  oder  AB  ■ AQ'  = BB  ■ B Q", 


das  erste  Gesetz  des  § 15.;  ferner 

{CQ'AB')  = (SQAB)  oder  (CCA  oc')  ==  (S  co  AB) 


SA  SB  , CA^_SA 
O'oo'  X Ä'  X B ^ O'A’  Sii 


!/ 

li  ’ 


das  Grundgesetz  für  die  Auftragung  von  Punkten 
einer  Geraden  aus  ihren  Tafelabständen.  (§  7.) 

4)  Jedes  Doppelverhältniss  kann  auf  ein  einfaches 
Verhältniss  reduciert  und  damit  zu  drei  Elementen 
einer  Reihe  oder  eines  Büschels  ein  viertes  zu  ge- 
gebenem Doppelverhältniss  construiert  werden.  Sind 
A,  B,  C,  D Punkte  einer  Reihe,  so  bilde  man  über 
ihnen  ein  StrahlenbUschel  «,  h,  c,  d und  schneide 
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dasselbe  dureli  eine  Transversale  aus  A parallel 
dem  Strahl  rf  in  den  Pimktcn  />■',  C',  ex';  dann  ist 

(.-f  nci>)  = (.-/  mrx') 

d.  i.  = AC  : H'(T. 

Soll  also  ■/..  B.  in  Fig.  20. 1)  so  be.stiniint  werden, 
dass  (A  HC D)  — 2,  5 sei,  so  trage  inan  auf  eine  dnreli 
Kiu,  ■ii.  A gezogene  Gc- 

,7"; -%  '"‘ilc  Acr=b, 

' ' ''  /?'tr=  2 in  be- 

liebiger Kinhcit 
auf;  dann  lie- 
fern die  Ge- 
raden BB',  CC 
als  ihren  Sehnittpiinkt  den  Seheitel  T des  Büsehels 
lind  der  zn  AB'C  jiarallele  Strahl  ans  diesem  be- 
stinimt  in  der  Reihe  ABC  den  Punkt  J>. 

Man  eonstruicre  insbesondere  den  vierten  har- 
monischen Punkt  />  zu  der  Gruppe  ABC,  •/..  B.  die 
Ceniralprojection  des  Mittelpunktes  C"  der  in  AB' 
prnjicierten  Streekc  der  Geraden  BQ' . (Vergl.  g 22;B, 
die  Construetion  mit  Hilfe  des  Lineals  allein.) 
fl)  Sind  in  zwei  G nippen  von  gleichem  Doppel ver- 
hiiltniss  drei  Paare  entsprechender  Elemente  ge- 
geben, z.  B.  in  zwei  Reihen  von  Punkten  A,  A \ 
B,  /t';  C,  C,  so  bestimmt  das  Gesetz  der  Doppel- 
verhältnissgleichhcit  {A  BC.Y)  = {A IfCX")  zu  jedem 
vierten  Element  der  einen  Reihe  das  cntsprochendo 
Element  .V”  der  andern. 

Lässt  man  X die  ganze  Gerade  ABC  durch- 
laufen, so  durchlauft  .1"  gleichzeitig  die  ganze 
(Jerade  A'B'C  und  man  erhält  zwei  projeetivisclio 
oder  speciell  perspeetivische  Reihen  von  unendlich 
vielen  Punkten,  sagen  wir  vollständige  projec- 
tivi.sche  Reihen.  Die  entsprechenden  Gruppen 
von  vier  Elementen  dersellicn  haben  gleiches  Doppcl- 
verhältniss. 

Ihr  Zusammenhang  werde  durch  die  Formel 
ausgedrückt 
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{APCDK---)  = {A'freiyK'--). 

Dius  Analoge  gilt  für  Stralileiibüselicl  und  für 
Strahlcnhiischel  und  Punktreilicn  ete.,  nach  den 
Relationen 

(rt  hrih‘  ■ • r-  ■ •),  (a  PV.DE- ■ ■)=[<i'l/c'(f  • •). 

(>)  Wenn  zwei  projcctivische  Reihen  oder  Rüscliel 
drei  Klcinente  entnj)reehend  gemein  haben,  so  siiul 
sie  identisch.  Also  auch:  \Vcnn  von  einer  Reihe 
und  einem  dazu  projectivischen  Hüschel  von  Strah- 
len oder  Ebenen  — überhaupt  von  zwei  projec- 
tivischen tind  ungleichartigen  der  Gruppe  von  Ge- 
bilden: Reihe,  Strahlonbüschel,  Ebonenbüschel  — 
drei  Elemente  des  einen  in  den  entsprechenden 
Elementen  des  andern  liegen,  so  liegen  alle  Ele- 
mente des  einen  in  den  entsprechenden  des  andern. 

17.  Mit  Hilfe  der  vorigen  Sätze  und  der  Characteristik 
der  pcrspcctivischen  Lage  gleichartiger  projectivischer  Gebilde, 
nach  welcher  die  beiden  Reihen  oder  Büschel  das  gemeinsame 
Element  — bei  Ebenenbüschclu  ist  Vorbedingung,  dass  sic 
eine  gemeinsame  Ebene  enthalten  — entsprechend  gemein 
haben,  lassen  sich  vollständige  projcctivische  Reihen  und 
Büschel  in  allgemeiner  Lage  aus  drei  Paaren  entsprechender 
Elemente  linear  construieren. 

Sind  A,  n,  C in  der  Geraden  l und  jf,  It',  C in  / die 
drei  entsprechenden  Paare  von  Punkten,  so  sollen  zu  den 
I’unkten  It,  E,  •••  die  entsprechenden  />',  f“,  •••  nach  dem 
Gesetze  der  Projcctivität  gefunden  werden.  Denken  wir  aus 
einem  Paar  entsprechender  Punkte  wie  A,  Ä oder  11,  I!'  etc., 
die  StrahlcnbUschel  über  der  jedesmaligen  audcni  Reihe  ge- 
bildet, so  hat  man  nach  leichtvcrständlichcr  Bezeichnung 

{A  • ÄB'Cn  - • •)  = {A'  • A HCl)  ■ ■ ■) 

und  diese  Büschel  sind  perspectiviach,  weil  in  ihrem  gemein- 
samen Strahl  A A"  zwei  entsprechende  Strahlen  derselben  ver- 
einigt sind ; sie  stehen  also  über  derselben  Reihe  oder  haben 
eine  perspectivische  Axe  den  Ort  der  Schnittpunkte  der 
Pajirc  von  Geraden  Alf,  ÄH\  AC,  ÄC]  AH',  ÄH-,  etc.  Die- 
selbe ist  somit  .aus  den  Punktopaaren  AÄ,  HH',  CC  bestimmt 
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und  dient  ihrerseits  zur  Bestimmung  aller  übrigen  Paare  ent- 
sjjreehcnder  Punkto  DD',  etc. : Älan  zieht  (Fig. 26.)  ÄD,  verbindet 
den  Schnittpunkt  mit  /"  mit  A und  erhält  in  t'  den  Punkt  //. 
Im  Schnittpunkt  der  Geraden  l,  i'  sind  zwei  nicht  entspre- 
chende Punkte  O,  f vereinigt  und  die  Constniction  zeigt, 
dass  ihre  cntsprcehcndcn  P und  O'  in  t tind  i"  die  Punkte 


Flg.  2«. 


sind,  welche  diese  mit  der  perspectivischen  Axe  t"  gemein 
haben.  Daraus  folgt,  dass  die  perspcctivische  Axe  t"  von 
der  Wahl  der  Scheitel  (A,  ./)  der  Büschel  unter  den  Pjiaren 
der  Punkte  unabhängig  ist,  dass  also  die  Geraden  BC  und 
B'C  sich  gleichfalls  in  ihr  schneiden ; man  erhält  also  drei 
Punkte  der  perspectivischen  Axe  aus  den  gegebenen  Elementen. 

1)  ölan  erhält  die  Gegenpunkte  R,  Q'  der  beiden  pro- 
jectivischen  Reihen  durch  die  (k)nstruction  des 
Textes  als  die  entsprechenden  der  unendlich  fernen 
Punkte  derselben;  man  zeige,  dass  die  Gerade  RQ' 
zu  <"  parallel  ist. 

2)  Mit  Hilfe  der  Gegenpunkte  bestimmt  man  die  ent- 
sprechend gleichen  Strecken  wie  in  § 15.  und  ins- 
besondere die  entsprechenden  Nullstreckcn. 

5)  Zwei  projcctivische  Reihen  t,  t'  sind  vollkommen 
V)e8timmt  durch  die  perspcctivische  Axe  t”  und  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  AA!  oder  den  Gegen- 
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pimkt  der  einen  von  ihnen;  oder  auch  dureli  die  ' 
Uegenpunkte  Q'  und  U und  ein  Paar  entsprechender 
Punkte. 

4)  Wenn  die  Gegenpunktc,  unendlich  fern  sind,  d.  i. 
wenn  die  unendlich  fernen  Punkto  der  Heilien  sicli 
entsprechen,  so  findet  Achnliclikcit  oder  Propor- 
tionalität zwischen  denselben  statt,  man  hat 

(AJ!Xx)  =■  {A' B'A"(X>’)  oder 
AX  : ßX=  A'X’ : JTX'. 

Die  Construction  zeigt  dasselbe;  das  Verjüngungs- 
oder Aehnlicbkeitsverhältniss  ist  OP : O'P'.  Diess 
ist  das  Verhalten  einer  zur  Tafel  parallelen  Geraden 
0 zu  ihrem  centralprojectivischen  Hilde  g (§  15.). 
Das  Aehnlichkeitsverhältniss  ist  p : p',  das  Ver- 
hältniss  der  in  derselben  Geraden  gemessenen  Ab- 
stände des  Centrums  C von  der  Geraden  und  ihrem 
Hilde.  Es  ist  auch  das  Verhalten  jeder  Geraden 
g zu  ihrer  Projection  g'  aus  einem  unendlich  fernen 
(Vntrum;  die  Constantc  des  Aehnlichkeitsverhält- 
nisses  ist  von  der  Lage  der  Geraden  gegen  die 
Hildebcne  und  die  projicicrenden  Strahlen  abhängig. 
(Vcrgl.  § 2l.)  Achnlicho  Reihen  sind  durch  zwei 
Paare  entsprechender  Punkte  bestimmt;  man  con- 
striiicrc  sie. 

.5)  Wenn  die  perspectivische  Axe  ("  einer  der  Hal- 
bierungslinien des  Winkels  (/,  f)  parallel  geht,  so 
sind  die  projectivisch  ähnlichen  Reihen  insbesondere 
projcctiviscii  gleich;  OP  : 0‘P'==  + 1.  (Vergl.  § 21.) 

fi)  Verschiebt  man  die  Reihe  t um  die  Strecke  PP’ 
und  im  Sinne  derselben  in  sich  selbst,  oder  die 
Reihe  t'  um  die  Strecke  O’O  und  im  Sinne  der- 
selben, so  werden  beide  Reihen  perspectivisch. 

7)  Man  bestimme  die  Distanz,  den  Durchstosspunkt 
S und  Fluchtpunkt  (Y  einer  Geraden,  wenn  für 
drei  Punkte  derselben  die  Bilder  A',  H',  C und  die 
Tafelabstände  i/, , </■, , i/^  gegeben  sind.  (Fig.  27.  a,  b). 

Ist  C das  Centrum  der  Projection  (Fig.  27.  a),  g 
die  Gerade  mit  den  Punkten  A,  ß,  C,  Ü\  S ihr  Durch- 
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Bloss-,  f(  ihr  V'crschwindungsjmnkt  also  (/  ihr  Flucht- 
punkt, g ihr  Bild,  mit  den  Bildern  Ä,  R',  C,  // 
der  besagten  Punkte;  ist  C,  der  Hauptpunkt  und 
somit  </",  die  durch  S zu  6’,  Q'  gezogene  Parallele, 
der  Ort  der  Fusspunktc  A",  ß",  (V , D"  der  Tafelnor- 
malen  von  A,  ß,  C,  ß,  so  hat  man 

{Aß  ein)  = {AirCß)  = {Ä'irC'ß"), 
d.  h.  tur  ;j  als  die  Tal'elordiuatc  von  ß 

. ./  />  _ y,  — ^ — y 

ßJ' ' ßß  y.,  — »/., ' ,Vj  — y 
Fig.  r,. 

a.  h. 


Legt  man  (Fig.  21.  h)  also  durch  Ä eine  Gerade, 
in  der  man  die  y von  einem  Anfangspunkte  0 au.s 
mit  liücksicht  auf  ihren  Sinn  so  ahträgt,  das.s  y^  in  ^ 
endigt,  so  liefern  die  firdinaten  y.^,  Punkto  />,  C, 
die  mit  ß',  verbunden  Strahlen  eines  Büschels 
vom  Scheitel  T liefern,  welches  die  vorige  Be- 
ziehung ahbildet.  Der  Strahl  von  T nach  dom 
Anfangspunkte  O giebt  den  Punkt  des  Bildes  S, 
welchem  die  Tafelordinate  Null  entspricht;  der  zu 
ÄßC  parallele  Strahl  aus  7' giebt  iii  A' ß'  den  Punkt 
0',  der  der  unendlich  grossen  Ordinate  entspricht; 
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der  Strahl  TU  j)arallel  Ä If  gieht  in  dem  Abstande 
OU  die  Ordinate  des  Versehwindungspunktes  U, 
d.  h.  die  Distanz  d.  Jlan  erhält  dieselbe  auch 
durch  den  Strahl  TM'  nach  dom  Mittelpunkt  M’ 
der  Strecke  SQ',  da  dieser  die  Ordinate  von  M 
giebt. 

Wenn  weitere  Data  fehlen,  so  kann  der  Haupt- 
punkt r,  jetzt  willkürlich  festgesetzt  wi.'rden,  so 
dass  den  gegebenen  Bestimmungen  ein  vollständiges 
Strahlenbündel  vom  Scheitel  S entspricht,  (t?  il ; 2.) 

8)  Es  ist  ein  Specialfall  dieser  Bestiininung,  wenn  die 
Gerade  durch  ihren  Durchstoss-  und  Fluchtpunkt 
bei  gegebener  Distanz  bestimmt  wird;  cs  sind  die 
Bilder  der  Funkte  von  den  Tafelordinaten  Null, 
Unendlich  und  d gegeben.  Wie  modificiert  sich 
die  Construction  von  Aufg.  7.,  wenn  der  Durch- 
stosspunkt  S oder  der  Fluchtpunkt  0'  der  Geraden 
bekannt  ist;  oder  der  Funkt  v)/"? 

18.  ln  zwei  projectivischen  Strablenbüscheln  von  den 
Scheitelpunkten  T,  T construiert  inan  aus  drei  Faaren  ent- 
sprechender Strahlen  «,  a\  b,  ft';  r,  c die  ferneren  entsprechenden 
Htrahlenpaare  d,  (f  etc.,  indem  man  die  Beihen  betrachtet, 
welche  zwei  entsprechende  Strahlen  z.  B.  «,  a mit  dem  jedes- 
maligen andern  Büschel  bestimmen;  man  hat  in  leicht  ver- 
ständlicher Bezeichnung 

(rt  • nh'c’--')  = ((/■  abc  •••) 

und  da  diese  Reihen,  weil  sie  in  an  einen  Funkt  entsprechend 
gemein  haben,  perspc*ctivisch  sind,  so  erzeugen  sie  durch  die 
Verbindungslinien  der  Faare  ihrer  entsprechenden  Funkte  ein 
Strahlenbttschel  oder  sie  haben  ein  pcrspcctivischcs  Gentrum 
T’.  Dasselbe  ist  zunächst  nach  der  getroHbnen  Wahl  der 
Reihen  dm-ch  die  Geraden  ab',  a' b\  ac,  a'c  aus  den  gegebenen 
Elementen  bestimmt  und  dient  zur  Construction  aller  übrigen 
Faare  entsprechender  Strahlen  (Fig.  28.);  es  liefert  zu  d den 
entsprechenden  (f,  weil  n'd,  a(T  eine  durch  T"  gehende  Gerade 
sein  muss.  Im  Verbindungsstrahl  der  Scheitel  TT  sind  zwei 
einander  nicht  entsprechende  Strahlen  o,  //  der  beiden  Büschel 
vereinigt;  die  Construction  zeigt,  dass  die  ihnen  entsprechenden 
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Strahlen  </,  p die  Geraden  TT",  TT"  sind.  Es  folgt  daraii.s, 
dass  die  Lage  dos  perspectivisehon  Gentrunis  T"  von  der  zu- 
fälligen Wahl  des  Paares  entsprechender  Strahlen  «,  a für 
die  Heihenbildung  unabhängig  ist,  dass  also  auch  die  dritte 


Fig.  2S. 

r* 


durch  die  Data  bestiiuiute  Gerade  bc,  b'c  durch  dasselbe 
gehen  muss.  Man  erhält  dasselbe  also  als  Schnittpunkt  von 
drei  Geraden. 

1)  Zwei  projectivische  Strahlenbüschel  von  den  Schei- 
teln T,  T sind  vollkoinnicn  bestimmt  durch  das 
perspectivische  Centrum  und  ein  Paar  entsprechende 
Strahlen. 

2)  Dreht  man  das  Büschel  T um  den  ^^'inkel  («',  o) 
und  im  Sinne  desselben  um  seinen  Scheitel,  so 
wird  es  mit  dem  Büschel  T perspcctivi.sch;  ebenso 
T mit  T durch  die  Drehung  (/),  p'). 

0)  ln  den  projectivischen  Strahlenbüscheln  T,  T exi- 
stieren wie  in  den  projectivischen  Reihen  z>vei 
Paare  von  Elementen,  die  das  Doppelverhältniss 
auf  ein  einfaches  Verhältniss  reducieren  (§  10,  4.); 
es  sind  die  entsprechenden  Paare  der  Rechtwinkel- 
strahlcn,  Strahlenp;iare  qq,  rr  (diese  Bezeichnung 
wird  kaum  Zweideutigkeiten  veranlassen)  von  der 
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Eigenschaft,  dass  sowohl  [q,  r)  als  (r/,  r)  ein 
rechter  Winkel  ist.  Für  sic  hat  inan 

(^abqr)  = oder 

sin  («,  q)  _ sm  («,  r)  sin  («',  </')  _ sin  {n  , r)  ^ j 

sin(b,q')  sin{li)r)  sin(b',q’)  sin  {!/,  r)  ’ • 

lan{a,q')  : tan{b,q')  — ttin(ji,  q')  : lnn(l/,  </)  oder  auch 
hin[a',q’)  : tnn{tt,q)  = liin(Ji,q')  : lan(b,q)  mul 
lan(ti',q')  ‘ l(in{it,r)  lan(Jb\q')  ■ tiin{li,r). 


Kig.  s». 


4)  Um  die  entsprechenden  Kechtwinkelpaare  qr,  q'r 
von  zwei  projectivischen  .Strahlenhii.scheln  T,  T zu 
construieren,  macht  man  dieselben  durch  Drehung 
des  einen  persj)cetivisch  (2),  bestimmt  ihre  per- 
spectivische  Axe  und  beschreibt  den  durch  T,  T' 
gehenden  Kreis,  der  seinen  Mittelpunkt  in  ihr  hat 
(Fig.  2y.);  derselbe  schneidet  die  perspectivische  Ax(^ 
in  den  Fnsspunkten  der  Strahlen  q,q’  und  r der 
entsprechenden  Kechtwinkelpaare. 

19.  Die  durch  die  Centralprojection  gegebene  Abhängig- 
keit ebener  Systeme  ist  nun  der  Art,  dass  jeder  gerad- 
linigen Keihe  I der  Originalebene  eine  zu  ihr  perspectivische 
aus  demselben  projicierenden  Strahlen -Büschel  geschnittene 
Keihe  /'  der  Bildebene  entspricht;  jedem  Strahlcnbüschcl  T 
der  Originalebene  ein  zu  ihr  perspectivisches  aus  demselben 
Büschel  projicierender  Ebenen  steschnitteiies  und  über  der- 
selben Keihe  in  der  Spur  s stehendes  Strahlenbüschel  7"  der 
Bildebene.  Durch  die  Umlegung  der  Originalebcne  in  die 
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liildiilicnc  (§  11.)  sind  tdlo  dic.so  projcctivisehcn  Koilicn  und 
liiisclit'l  in  pcrspcetivisdier  LiiK‘‘  i'i  einer  Ebonc  vereinigt 
lind  es  ist  die  Anwendung  der  allgemeinen  Gesetze  der  Doppel- 
verliältni.ssglcichlieit  auf  die  entspreelionden  Keihen  in  den 
vom  Collineationscentruin  ('  au-sgehondcn  Strahlen  und  auf 
die  entsprechenden  llüschel  aus  den  in  der  Collineationsaxe 
s liegenden  l’unktcn  von  hesondcreni  Nutzen. 

Ist  / ein  Strahl  aus  dem  Collineationscentruin,  so  dass  /'  mit 
ilmi  ziisivnmientallt  und  den  Punkten  h'  dieses  Strahles  andere 
Punkte  1t'  desselben  Strahls  als  llilder  entsprechen,  (Fig.  30.) 


viB.  ai. 

r 


und  ist  S der  zugehörige  Punkt  in  der  Collineationsaxe  s,  so 
gilt  weil  ('  und  S sich  selbst  enlsjirechen  — wir  nennen  sie 
die  Doppelpunkte  der  vereinigten  projectivisehen  Reihen  — 
die  Kehlt ion 


(C .<?.//?)  = {iS.SA'If)  d.  h. 


K A [S  n 
SA  ■ Tit 


G A’  _ ^/£' 

SA'  ■ ~sri' 


oder 


(t ./  (>  A' 

SA  ■ SA' 


(W? 

s ft 


K n 

S/t' 


d. 


{(^SAA'}  = (ßs/trt'). 
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Bezeichnen  , A/  entsprechende  Punkte  fUr  einen  andern 
durch  das  Collineationscentrum  Cf  gehenden  Strahl  mit 

dem  Punkt  S,  in  der  Collincationsaxc,  so  hat  das  Doj>pel- 
verhältniss  der  Gruppe  //,'  denselben  Werth,  wie  das 

Vorige,  weil  die  Geraden  AA,,  A'A,'  in  einem  Punkte  TT' 
der  Collineationsaxe  Zusammentreffen  und  somit  die  Keihen 
aSAA'  und  (f.S’|v4, aus  diesem  Punkte  perspcctivisch  sind. 
Also:  Entsprechende  Paare  von  Punkten  einer  centrisehen 
Collineation  in  der  Ebene  bestimmen  mit  dem  Gontrum  und 
dem  Durchstosspuukt  des  Strahls,  auf  dem  sie  liegen,  ein 
Doppelverhältniss,  das  weder  von  einem  Paar  zum  andern 
im  nämlichen  Strahl,  noch  von  einem  Strahl  zum  andern 
seinen  Werth  verändert.  Und  wenn  na,  hb'  entsprechende 
Paare  von  Strahlen  der  Systeme  sind , die  von  einem  Punkte 
der  Axe  * ausgehen  und  c den  von  da  nach  dem  Centrum 
gehenden  Strahl  bezeichnet,  so  hat  man  ebenso 

(cs  an')  = (esbh')  = const. 

und  die  beiden  Constanten  sind  einander  gleich,  weil  die 
ßeihen  der  erstem  aus  den  Strahlenbüscheln  der  letztem  ge- 
schnitten sind.  Wir  nennen  diese  constante  Zahl  das  cha- 
racteristische  Doppelverhältniss  der  centrischen 
Collineation  oder  der  Centralprojection,  aus  der  sie 
entspringt  und  wollen  sie  mit  A bezeichnen. 

1)  Sind  Q'  und  R die  Gegenpunkte  des  betrachteten  . 
Strahls  i&S  aus  dem  Centrum  (S,  so  ist  für  A,  A' 
als  ein  entsprechendes  Paar  (Fig.  30.) 

(i5^iAA')  = ^ = (CfSßoo)  = (CCSocp')  d.  h. 

CM  A = 

SA  ' SA:  SR  {5  0' 

oder  das  characteristische  Doppelverhält- 
niss derCentralcollineationistauch  das  ein- 
fache Theil verhältniss,  nach  welchem  auf 
jedem  durch  d a s C e n t r u m g e h e n d e n S t r a h 1 
•SCf  durch  Q'  und  (5 S durch  R getheilt  werden. 

In  Folge  dessen  ist  Q'  von  S ebensoweit  und 
in  demselben  Sinne  entfernt  wie  (?  von  R,  oder  y' 
von  .?  wie  (f  von  >•,  (§  9.) 

Kiedler,  Dunttdlpnctp  4 
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2)  Man  constrnierc  die  Centralcollincationen  von  den 
Charactcristiken  /i  = — | tind  J = ^. 

3)  Auf  der  l’arallelcn  I durch  das  Collinoationscentruni 
zur  Axe  s gilt  für  entsprechende  Punktepaare  A' 
die  liclation 

A = {iSocAA')  = dA:  (5  A' 

d.  h.  dieselben  bilden  zwei  ähnliche  Reihen  mit 
dem  Achnlichkeitsverhiiltniss  A und  l£  als  sich 
sglbst  entsprechend,  mit  dem  zweiten  sich  selbst 
entsprechenden  Punkt  im  Unendlichen. 

4)  Wie  lässt  sich  die 
vorher  gefundene  Aehnlich- 
keit  zur  (Jonstruction  cen- 
trisch collinearer  ebener 
Systeme  benutzen?  (Vergl. 
§ 21.  c.  und  § 30;  auch 
§ 40.).  Jo  zwei  entspre- 
chende zur  Collineations- 
axe  parallele  Gerade  zeigen 
gleichfalls  die  Aehnlichkeit 
der  bezüglichen  Reihen. 

5)  Denken  wir  vor  der 
Umlegung  die  Bildebene, 
die  Originalebene  und  die 

zu  beiden  respective  parallelen  Ebenen  durch  das 
Centrum  C der  Projection  (Fig.  31.),  also  die  Geraden 
s,  //,  r;  endlich  die  Ebene  Cs  und  die  zu  s normale 
projieicrende  Ebene,  so  schneidet  die  Letztere  die 
vorbezeichneten  fünf  Ebenen  in  den  vier  Seiten  und 
einer  Diagonale  SC  eines  Par.allelogramms  CRSQ', 
in  welchem  der  Winkel  bei  S die  Tafelneigung  a 
der  Ebene  ist.  Bezeichnen  wir  L O'SC  durch  ß 
und  i CS  R durch  y,  so  ist  « = j3  -|-  y und 

S(J sin  y CR _ 

CQ'  siiiß  S R^ 

d.  h.  die  characteristisch e Constante  der 
Collineation  ist  das  Theilverhältniss  des 
Winkels  n für'die  durch  die  Spur  s be- 


Fig.  31. 
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stimmte  proj  icierende  Ebene.  Sind  die  Bild- 
ebene, die  üriginalebene  und  die  Chameteristik  /i 
gegeben,  so  ist  der  Ort  des  Centrums  diejenige 
Ebene,  welche  den  Winkel  « nach  dem  Theilver- 
hältniss  /i  thcilt. 

(J)  Betrachten  wir  in  den  concentrischen  entsprechenden 
Büscheln  aus  einem  l’unkte  der  Collineationsaxe 
die  Paare  der  entsprechenden  Rechtwinkelstrahlen 

’lt  '/'i  0 ^ > 

{cs(jq)  = zi  = {esrr), 

d.  h.  tan  cq  : tan  sq  = Um  cq'  : tan  sq\  etc. 

Sind  6,  s,  q,  r als  Data  der  centrischen  Colli- 
neation  gegeben,  so  entsprechen  jedem  Punkte  TT' 
oder  S von  s als  Scheitel  bestimmte  Rechtwinkel- 
paare q,  r,  q',  r oder  SÄ,,  Sß-,,  S£),',  S()./  (Fig. 32.), 


Fig.  3*. 


die  man  wie  folgt  construiert:  Man  halbiert  (SS 
in  Z,  errichtet  dort  die  Normale  zu  ihr  und  schnei- 
det mit  derselben  q in  und  r in  Al, ; die  Kreise, 
die  von  A/j  und  A/,  als  Mittelpunkten  aus  durch  (£  und 
S gehen,  schneiden  ihre  Durchmesser  q und  r in 
den  Gegenpunkten  p,',  und  R, , Äj  der  ent- 
sprechenden Paare  der  Rechtwinkelstrahlen.  Man 
begründet  die  Construction  durch  die  Bemerkung, 
dass  von  den  beiden  concentrischen  projectivischen 

4* 
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ßüscheln  csqr,  csyV' jedes  parallel  sich  selbst  nach 
(i  verlegt  mit  dem  andern  perspectivisch  sein  muss, 
wo  dann  q,  respective  r als  die  perspectivischen 
Axen  derselben  entstehen ; dass  aber  hiemach  die 
Constniction  des  § 18.,  4.  Anwendung  finden  muss. 
Das  ist,  was  die  angegebene  Construction  vollzieht. 
Die  Halbierungslinien  der  von  den  Doppelstrahlen 
c,  s gebildeten  Winkel  halbieren  auch  die  Winkel 
der  Uechtwinkelpaare  y/,  q'r. 

7)  Wenn  die  Ecken  von  zwei  Dreiecken 

A.^  (Fig..33.)  in  Paaren  A^'  etc.  in  geraden 
Linien  aus  einem Centrumg  liegen,  so  schneiden  sich 
die  Paare  ihrer  entsprechenden  Seiten  A^A.2,  A{A.^\ 
AjAj,  A./A.^']  AjAf,  A/A,'  in  drei  Punkten  S,j,  Sjj, 
6'j,  einer  geraden  Linie  .9;  und  umgekehrt. 


Fig.  33. 

/f- 


Betrachtet  man  nämlich  s als  die  Gerade  Sj, 
und  nennt  ihre  Schnittpunkte  mit  den  Strahlen  .4,  A^, 
A.iAj,  respeetivc  S, , Sj,  Sj,  so  gelten,  sofern 
beide  Dreiecke  in  derselben  Ebene  liegen,  die  Re- 
lationen perspectivischer  Reihen  aus  ^23  und  Sj, 

((?  .S,  A,  A,')  = (6  .S-3  A,  A') , ((f  S3  A.,  A.;)  = {(S  S,  A') 

und  somit  auch  (t'S,  .4,  = {{S.S.^A.^A.^')  d.  h.  auch 

diese  Reihen  sind  in  Perspective  aus  und  somit 
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S|,,  S.JI  in  einer  Geraden  s.  Dass  der  unige- 
keiirte  Satz  gilt,  beweist  man  mit  Leichtigkeit, 
indem  man  die  Characteristik  der  entsprechenden 
Centralcollineation  durch  die  Büschel  aus  S,,,  S,,, 
•S’.,,  ausdrückt,  welche  paarweise  perspectivisch  sind 
für  die  Strahlen  ^1,  etc.  als  ihre  Axen.  Wenn 
beide  Dreiecke  nicht  in  derselben  Ebene  liegen, 
so  liefert  die  Anschauung  ihres  Verhältnisses  zum 
Centrum  C als  zweier  ebener  Schnitte  des  Mantels 
einer  dreiseitigen  Pyramide  einen  unmittelbaren 
Beweis.  Darauf  lässt  sich  aber  der  Beweis  für  die 
Lage  in  derselben  Ebene  zurückführen. 

8)  Wenn  von  zwei  ebenen  Systemen  das  eine  die 
Centralprojection  des  andern  ist,  so  bleiben  sie  in 
solcher  Beziehung  auch  bei  Drehung  des  einen  um 
ihre  Durchschnittslinic.  (Vcrgl.  § 15,  3.)  Der  Ort, 


Flg.  Sl. 


V 


den  das  Centrum  der  Projection  bei  dieser  Bewegung 
beschreibt,  ist  ein  Kreis  K,  dessen  Ebene  zu  jener 
Schnittlinie  normal  ist  und  der  seinen  Mittelpunkt 
in  der  Fluchtlinie  der  Originalebene  in  der  Anfangs- 
lage hat.  Einer  gegebenen  centrisehen  Collineation 
ebener  Systeme  (£s^  (Fig.34.)  entsprechen  somit  un- 
endlich viele  Centralprojectioncn  von  verschiedenen 
Distanzen  und  Hauptpunkten;  jene  haben  den  Ab- 
stand des  Collineationscentrums  6 von  q'  zu  ihrem 
Maximum,  diese  liegen  innerhalb  der  Strecke 
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welche  durch  die  beiden  llinlegungen  des  Ccntruins 
(§  9.)  begrenzt  ist.  (Vergl.  5.) 

20.  Die  chariictori.stischc  Zahl  ^ giebt  nach  ihren  Werthen 
eine  Classification  der  Centralprojcctioncn,  deren 
Sinn  aus  § 19;  5,  und  8.  erhellt.  Unter  diesen  Werthen  ist  der 
besondere  Fall  J — — 1,  der  Fall  des  harmonischen  Verhält- 
nisses, zu  beachten.  Die  projicierendo  Ebene  der  Collineations- 
axe  s luUbiert  dann  den  Winkel  « zwischen  der  Bildebene 
und  ( Iriginalebcne;  man  luit  wie  auch  hieraus  direct  folgt: 

_ , _ Stj' 

t?  0'  Sr’ 

d.  h.  die  Gegenpunkte  O',  R sind  in  der  Mitte  zwischen  den 
sich  selbst  entsprechenden  Punkten  (?,  S oder  die  Oegenaxen 
i/,  r (Fig.  35.)  in  der  Mitte  zwischen  Centrum  und  Collinea- 


Ki*.  35. 

Jt 


tionsaxe  vereinigt.  Als  characteristisch  für  diese  harmonische 
Ccntralcollincation  ergiebt  sich  dann  allgemein  für  ein  belie- 
biges Piuir  entsprechender  Punkte 


SA 


(SA'  _ (S Ä (5  ./ 
SÄ  ~ S Ä ' S A 


{(SSÄA) 


und  ebenso 


(r  s rt  (I  ) = (c  s n «) 


für  entsprechende  Strahlen,  d.  h.  man  kann  in  einer  derar- 
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tigen  Ccntralcollineatlon  je  zwei  entsprechciide  l’iinkte  und 
ebenso  je  zwei  entsprechende  Strahlen  vertausehep  — das 
Bild  als  Original  und  das  Original  als  ]}ild  betrachten  — 
ohne  das  Entsprechen  zu  stören.  Ist  ABCD---  eine  Gruppe 
von  Punkten  des  Originals  — denken  wir  sie  als  die  auf- 
einander folgenden  Ecken  eines  Vielecks  — und  A'B'C'I)--  - die 
Gruppe  der  eiitspreuhcnden  Punkte  des  Bildes,  so  verhalten 
sieh  auch  als  Original  und  Bild  die  Gruppen 

ÄBCD---,  A B'C'lt'---,  AB'CI)---,  A'BCD'---\ 

A'BCB'  --,  AB'C'B----,  etc. 

Ebenso  für  beliebige  Gruppen  von  Geraden  und  ihre  ent- 
sprechenden. 

Zwischen  zwei  derartigen  Systemen  bestehl  projcc- 
tivisches  Entsprechen  mit  Vertauschbarkeit;  man 
hat  in  den  Keihen  entsprechender  Punkte  auf  den  Strahlen 
aus  dem  Centnim  projectivischo  Reihen  mit  vertauschbarem 
Entsprechen  und  man  hat  in  den  Büscheln  entsprechender 
Strahlen  aus  den  Punkten  auf  der  Axe  projectivische  Büschel 
rnit  vertauschbarem  Entsprechen.  Man  nennt  solche  projec- 
tivische Reihen  in  derselben  Geraden,  solche  Strahlenbüschcl  in 
derselben  Ebene  und  vom  nämlichen  Scheitel,  solche  ebene 
Systeme  in  derselben  Ebene  mit  vei-tauschbarcm  Entsprechen 
in volutorische  Reihen,  Büschel,  ebene  Systeme. 

1)  Man  construicre  eine  involutorische  Centralcolli- 
ncation,  erläutere  das  vertauschbare  Entsprechen  an 
Original  und  Bild  einer  ebenen  Figur  und  beson- 
ders die  Vereinigung  der  Gegenaxen  in  der  Mitte 
zwischen  (S  und  s als  die  unerlässliche  Bedingung 
seiner  Möglichkeit.  Wie  gestaltet  sich  die  Con- 
struction  mit  Benutzung  der  Parallelen  zu  s durch  (S 
und  der  symmetrischen  Reihen  in  derselben? 

(Vgl.  § 19;  3,  4.) 

2)  Die  Relationen  (ß.SAA')=  — 1 =[csaa')  sagen  aus, 
dass  die  Doppelelemente  in  den  involutorischen  Rei- 
hen und  Büscheln  einer  solchen  Collincation  mit 
jedem  Paar  entsprechender  Elemente  derselben  eine 
harmonische  Gruppe  von  Punkten  oder  Strahlen 
bilden. 
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lii  den  involutorisclicn  ■ Büsdicln  aus  den  Punkten 
der  Collincationsaxc  fallen  die  onts|)reclienden 
Kechtwinkelpaare  <i,<i  mit  /,  r zusammen  (Fig.  35.), 
nämlich  in  den  Halbierungslinien  der  von  den  Strah- 
len c und  »•  gebildeten  Winkel.  Man  beweise  diess 
aus  dem  charakteristischen  Doppelvcrhältniss  (§  19, 
G.'l  und  aus  der  Construction. 

4)  Wenn  bei  zwei  in  derselben  Geraden  vereinigten 
projcctivischen  Reihen  /,  <'  ein  Paar  von  Punkten 
sich  vertauschungsfähig  entsprechen,  so  thun  diess 
alle  Paare  und  die  Reihen  sind  involutorisch. 
Legt  man  also  zwei  projectivische  Reihen  so  auf  ein- 
ander, dass  ihre  GegenpUnkte  p',  R sich  decken,  — 
"in  M,  dem  Ceiitralpunkt,  Mittel-  oder  Hauptpunkt 
der  Involution  — so  sind  sic  in  Involution;  in  der 
That,  alle  die  entsprechend  gleichen  Strecken  des 
einen  Systems  (§  15)  fallen  verkehrt  auf  einander. 
Man  kannzwei  projectivische  R ei henda her 
in  zweierlei  Weise  involutorisch  machen; 
bei  der  einen  kommen  die  entsprechenden  Null- 
strecken  C.  mit  C',  H mit  //'  zur  Deckung  und  bil- 
den zwei  sich  selbst  entsprechende  oder  Doppel- 
punkte (i  und  //;  bei  der  andern  fällt  G auf  //', 
G'  auf  H und  Doppelpunkte  existieren  nicht.  Die 
erste  Art  entspricht  oftenbar  der  Involution  ebener 
Systeme  durch  Ccntralprojection. 

.5)  Projectivische  Büschel  von  einerlei  Scheitel  in  der- 
selben Ebene  werden  involutorisch,  wenn  man  ihre 
entsprechenden  Reehtwinkclpaare  zur  Deckung 
bringt,  q mit  r',  q'  mit  r;  man  sagt,  dass  diese  die 
Axen  der  Involution  bilden.  Offenbar  können 
solche  Büschel  in  zweierlei  Art  involutorisch  ge- 
macht werden.  Wir  schlicssen  daraus,  dass  cs  in 
projcctivischen  Strahlcnbüscheln  zwei  Sy- 
steme entsprechend  gleicher  Winkel  giebt, 
die  zu  den  entsprechenden  Rcchtwinkelstrahlen  in 
analoger  Beziehung  stehen,  wie  die  gleichen  ent- 
sprechenden Strecken  zu  den  Gegenpunkten;  etc. 
^Vergl.  § 15.) 
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G)  Die  liclation  {A /{ .V ■’Xi)  — />'xM)  giebt: 

AM.  A M = fJM.  B'M  = consl.  (§  15.) 

und  eine  entsprechende  für  die  Hiischcl  in  Bezug 
auf  die  liechtwinkelstrahlen.  ]’'ür  die  Doppelpunkte 
ist  GM^  = U M'^  = coHst. 

7)  Jeder  l’unkt  der  perspcctivischeu  Axe  t'  (§  17.)  von 
zwei  projectivischen  Reihen  t,  t'  bestimmt  mit  diesen 
zwei  projcetivische  Strahlenbusehcl  in  Involution. 
Jeder  Strahl  aus  ihrem  perspeetivischen  Centrum 
V bestimmt  mit  zwei  projectivischen  Büscheln  T,  T 
zwei  projectivische  Reihen  in  Involution.  (§  18.) 

8)  Wenn  in  der  Bildebene  zu  den  Punkten  derselben 
die  Spuren  der  zu  den  zugehörigen  projicierenden 
Strahlen  normalen  projicierenden  Ebenen  bestimmt 
sind  (§  10.),  so  wird  in  jeder  in  ihr  gelegenen 
Geraden  durch  ihre  Punkte  und  durch  die  Schnitt- 
punkte mit  den  Spuren  der  Normalcbenen,  welche 
ihnen  entsprechen,  eine  Involution  von  Paaren  be- 
stimmt, die  den  Fusspunkt  der  Normale  aus  dem 
Hauptpunkt  C,  auf  ihre  Gerade  zum  Mittelpunkt 
hat;  ihre  Doppelpunkte  sind  nicht  reell. 

2\.  .\ls  Specialfälle  der  vorigen  allgemeinen  Beziehungen 
ergeben  sich  aus  den  speciellcn  Lagen  des  Centrums  und  der 
Axe  der  Collineation  (vergl.  § 17,  4.)  die  folgenden. 

a)  Das  Collincationsccntrum  iS  liegt  unendlich  fern.  Man  hat 
(Fig.  3G.  a.,  b.) 

A = iocSAA')  — : (cs««'); 

für  die  entsprechenden  Punkte  ist  also  SA':  SA  — A, 
entsprechende  Gerade  thcilcn  einen  Wink(;l  von  con- 
stantcr  Grösse  nach  dem  constanten  Doppelvcrhältniss  A- 
Für  die  Gegenpunkte  hat  man 

A ==  (ooSxQ')  = (xSRx) 

d.  h.  p',  H müssen  gleichzeitig  unendlich  fern  sein;  die 
Gegenaxen  7',  r sind  nach  der  Umlegung  in  der  unend- 
lich fernen  Geraden  der  Ebenen  vereinigt  und  ihre  Punkte 
bilden  zwei  vereinigte  projectivische  Reihen,  für  welche 
das  Centrum  und  die  Richtung  der  Axe  die  Doppelpunkte 
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sind.  Parallele  Gerade  des  Originals  haben  parallele 
Bilder.  — Diess  ergiebt  sich  auch  ans  dem  Vorgang  des 
Projicicrens  mit  unendlich  fernem  Centrum  direct. 


FiR.  3«. 

R.  b. 


Diese  Charactcre  bezeichnen  die  allgemeine  Ver- 
wandtschaft der  parallel-projectivischen  Sy- 
steme, die  man  die  Affinität  nennt, 
b)  Das  Collineationsccntrum  liegt  im  Unendlichen  und  die 
Characteristik  ist  A = — 1 , man  hat  also  Affinität 
und  zugleich  Involution.  Es  ist  (Fig.  37.) 
(ooSA./)  = — 1,  also'SA'  - — S.-/;  (csan')  = — 1 ; 


Fig.  37. 


d.  h.  entsprechende  Punktepaare 
liegen  in  fester  Richtung  äquidis- 
tant von  der  Axe  s;  entsprechende 
iStrahlenpaare  bilden  stets  mit  die- 
ser Richtung  und  der  Axe  harmo- 
nische Büschel.  Diese  Characterc 
bezeichnen  die  schiefe  und  nor- 
male Symmetrie  in  Bezug 
auf  eine  Axe.  Die  projicicren- 
den  Strahlen  sind  parallel  einer 
der  Ebenen,  welche  den  Neigungs- 


winkel n der  Bildebene  und  Originalebenc  und  sein 


Supplement  {ISO“ — ot)  halbieren. 
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c)  Die  Colliueationsaxe  liegt  uncndlieh  fern.  Man  hat  (Fig. 
38.  a.,  b.) 

A = {(^.00.4  A')  — (5.-/ : (Ü-i'  = (e  oo  n o') ; 


die  Abstände  entsprechender  Punkte  vom  Centium  sind 
in  constantem  Vcrliältniss ; entsprechende  Gerade  sind 
einander  parallel.  Diess  ist  der  Character  von  ähn- 
lichen und  ähnlich  gelegenen  Systemen,  (5  ist 
ihr  Aehnlichkeitspunkt.  Es  entspricht  der  Central- 
projection  für  jede  zur  Bildebene  parallele  Originalebcnc 


Flg.  .W. 


(vergl.  § 17,  4.) ; man  macht  djvvon  fast  immer  Gebrauch, 
indem  man  einen  bestimmten  Maassstab  der  Ver- 
jüngung für  die  Darstellung  des  Objectes  wählt,  sei 
dasselbe  nun  durch  Centralprojection  oder  durch  Parallel- 
projection  darzustcllcn  — man  zeichnet  von  der  Abbil- 
dung, wie  sic  direct  entstehen  würde,  ein  verjüngtes 
ähnliches  Bild. 

d)  Die  Collineationsaxe  liegt  im  Unendlichen  und  die  Cha- 
racteristik  ist  A= — 1;  man  bat  also  Achnlichkeit 
in  ähnlicher  Lage  und  zu- 
gleich Involution.  Es  ist  (Fig. 

3!).1 

— — — 1 ==» (e oc « «') ; 

Jilso  (\A=  — (S  A" 

oder  entsprechende  Punkte  liegen 
gleichwcit  und  in  entgegengesetztem  Sinne  vom  Centrum 


Fig. 
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cnlfci-nt,  entsprechende  Gerade  sind  parallel.  Diess  ist 
der  Oliaracter  von  Systemen,  die  man  centrisch  sym- 
metrisch nennt;  sie  entsprechen  der  Ccntralprojection 
für  diejenige  Ebene,  welche  der  Bildebene,  parallel  und 
äquidistant  vom  Centrum  mit  ihr  ist.  Man  sieht,  die 
Symmetrien  ebener  Systeme  sind  besondere 
Fälle  ihrer  Involution. 

c)  Die  Collineationsaxe  und  das  Collineationscentmm  lie- 
gen im  Unendlichen,  d.  h.  cs  findet  gleichzeitig  Affini- 
tät und  Aehnlichkeit  in  ähnlicher  Lage  statt,  man  er- 
hält congruente  Systeme.  Dieselben  entsprechen 
der  Parallelprojection  für  Ebenen,  welche  der  Bildebene 
parallel  sind.  (Fig.  40.  a.,  b.) 


Flg,  40. 

a.  b. 


So  sind  alle  Specialtalle  der  Projection  des  ebenen 
Systems  in  der  Characteristik  A ausgesprochen. 

22.  Durch  das  Vorhergehende  begründet  sich  endlich 
auch  die  allgemeine  Bestimmung  und  Construction 
der  Pr o Jecti vität  ebener  Systeme.  Die  Bestimmungs- 
Elemente  müssen  ausreichen,  um  die  Projecti vität  aller  ent- 
sprechenden Kcihcn  und  Büschel  zu  bedingen  und  diess  wird 
offenbar  durch  vier  Paare  entsprechender  Punkte  oder  Ge- 
raden errreicht,  von  denen  keine  drei  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  respective  durch  einen  Punkt  gehen.  Sind  A,  B,  C,  D 
vier  solche  Punkte  im  einen  und  A’,  B',  (f,  Ü'  die  entsprechen- 
den im  andern  System,  so  hat  man  für  jedes  neue  Paar  ent- 
sprechender Punkte  X,  .1"  die  Gleichheiten 
(-■1  • BCDX)  = {A'  ■ B CD'X),  {C  • ABÜX)  = (tT  • A B'B  X) 
unter  andern  analogen.  Ist  also  X gegeben,  so  constniiert 


Digilized  by  Google 


Die  MethoJenlehre.  fil 

man  den  zu  J X entsprechenden  Strahl  XX'  nach  der  ersten 
und  den  zu  CX  entsprechenden  Strahl  CX'  nach  der  zweiten 
durch  die  Methode  des  § 18  mit  dem  Lineal  allein  und  er- 
hält somit  A".  So  sind,  unabhängig  von  der  centralen  Lage, 
welche  die  Umlegung  der  central-projectivischen  ebenen  Sy- 
steme gab,  alle  Paare  entsprechender  Punkte  von  zwei  projec- 
livischcn  ebenen  Systemen  durch  viervon  ihnen  linear  bestimmt. 
Jede  beliebige  Gerade  des  einen  Systems  kann  aus  ihrer 
entsprechenden  im  andern  abgeleitet  werden,  indem  man 
zu  zwei  Punkten  der  Letztem  so  die  entsprechenden  sucht. 

Sind  «,  b,  c,  d und  a,  b',  c,  X vier  Paare  entsprechender 
Geraden,  so  giebt  jede  neue  Gerade  x mit  ihrer  entsprechenden 
x'  unter  andern  analogen  die  Gleichheiten 

(n  • bedx)  = («'•  b'c(tx'),  (c  • ubdx)  = {c'  • n'b'cfx') 

und  so  die  lineare  Construction  des  x'  zu  x mittelst  der  ent- 
sprechenden Punktepaare  projectivischer  Reihen  «x,  «'x'; 
CX,  ‘c'x'  nach  § 17. 

Die  Bestimmung  der  Systeme  in  centraler  Lage  durch  das 
sich  selbst  entsprechende  Centrum  (5,  durch  zwei  Punkte  5, , .S., 
der  Spur  oder  Axe  s,  welche  mit  S^',  respective  zusammen 
fallen  und  einen  Punkt  O'  der  Gegenaxe  q'  oder  ß in  r dessen 
entsprechender  Q respective  R'  die  Richtung  des  nach  ihm  ge- 
henden Strahles  aus  dem  Centrum  ist,  lässt  sich  als  specielle 
Form  hiervon  betrachten.  Zugleich  bilden  die  Strahlen  aus 
dem  Centrum  , 6Sj  und  die  Geraden  s und  q’  oder  r vier 
Gerade,  deren  entsprechende  bekannt  sind,  zu  den  drei  ersten 
als  mit  ihnen  sich  deckend,  zu  q'  oder  r im  Unendlichen. 

1)  Zwei  beliebige  Vierecke  ABCD  und  ÄB'CD'  lassen 
sich  stets  als  Original  und  zugehörige  Centralpro- 
jection  betrachten  und  daher  in  centrisch-collinearc 
Lage  bringen.  Sind  die  Schnittpunkte  der  Gegen- 
seitenpaare AB,  CD  mit  E,  also  A'B^,  CD'  mit  C, 
BC,  DA  mit  F,  B'C,  D'A'  mit  F'  bezeichnet,  so  hat 
man  die  Projectivitäten  von  Reihen  (Fig.  41.  a.) 

{ABE---)  = {XB'E'---),  {BCF---)  = (B'CF'---)-, 

man  bestimmt  in  denselben  die  Paare  der  Gegen- 
punkte ß,,  ß.,  in  AB,  BC  und  Oj  in  A'fl',  B'C 
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und  erhält  damit  in  den  Geraden  /?,  Äj  und 
die  Gegenaxen  r und  q der  Systeme. 


kir.  <i. 


Ua  die  Strahlen  vom  Centrura  6 der  Collinea- 
tion  nach  den  Punkten  /?, , dieselben  Winkel 
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mit  der  Geraden  r bilden,  wie  die  Bilder  der  zu- 
gehörigen Geraden  AD' , D'C  in  p,',  Q.^  mit  der 
Geraden  <{  und  die  Strahlen  von  6 nach  p,',  p./ 
dieselben  Winkel  mit  q wie  die  Originale  AD,  DC 
in  if, , D.^  mit  r (§  9.) , so  erhält  man  durch  An- 
trägen dieser  Winkel  in  jedem  der  beiden  Systeme 
zwei  Lagen,  6, , (S2]  6/  für  das  Gentrum  6, 

orthogonalsymmetrisch  zu  r respective  </.  Bringt 
man  die  Systeme  nun  so  zur  Deckung,  dass  ein 
Paar  von  jenen  6,,  6,';  6.^,  P.j'  auf  einander  fallen, 
während  zugleich  die  Gegenaxen  q',  r zu  einander 
und  die  Strahlenpaare  6Ä,,  a'B']  GÄj,  CD'",  (?P,', 
AB',  6P/,  Ci)  piirallel  werden,  so  sind  die  Vierecke 
ABCD,  ÄBfCB'  in  centrisch  collineare  Lage  ge- 
bracht, und  man  erhält  die  Collineationsaxe  $ als  den 
Ort  der  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Paare 
von  Geraden  AB,  A B^ , etc.  parallel  q',  r,  und  ebenso 
weit  im  entgegengesetzten  Sinne  von  6 entfernt, 
wie  die  Mitte  zwischen  q'  und  r. 

Jeder  der  beiden  angezeigten  Vereinigungen  ent- 
sprechen zwei  Lagen  der  Vierecke  und  in  der 
Figur  41.  b.  sind  die  dem  (f, , 6,’  entsprechenden 
rechts,  die  für  6^,  Cj'  links  dargestellt;  dem  Paar 
ABCD,  Ab' Cd'  entsprechen  links  wie  rechts  s,  q',  r, 
den  Paaren  ABCD,  A*'  B*' C*' D*'  rechts  und 
A*B*C*D*,  AB'C Tf  links  aber  s*,  q',  r und  .<r*,  q’,  r*. 
Die  Vergleichung  der  Abstände  zwischen  den  ent- 
sprechenden Geraden  s,q',r  in  beiden  Figuren  macht 
die  Symmetrieverhältnisse  der  I.agen  der  Ebenen 
von  Bild  und  Original  ersichtlich. 

Eine  Scitzc  c.  zeigt  endlich,  dass  sie'anf  zwei 
verschiedene  räumliche  Lagen  zurückkoin- 
men  und  die  jedesmaligen  beiden  Umlegungen  re- 
präsentieren, nämlich  A rechts  und  A*'---  rechts, 
A'--‘  links;  und./  rechts  mit  ..4*'  rechts  und  .4* '••• 
links. 

2)  Welche  Specialitäten  ergeben  sich  für  die  centrische 
(Jollineation  eines  Quadrats  mit  einem  beliebigen 
Viereck?  Wie  könnte  dieselbe  ohne  Zuhilfe- 
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nähme  der  Projectivitätsgesetze  hergestellt  werden, 
auf  Grund  der  Rechtwinkligkeit  der  Seiten  und 
Diagonalen  des  Quadrats? 

3)  Aus  derCollineation  eines  Quadrats  AB  CD  mit  einem 
beliebigen  Viereck  A'B'C'D'  ergeben  sich  allgemeine 
projectivische,  d.  h.  durch  Projection  nicht  zer- 
störbare Eigenschaften  der  Vierecke.  Sind  die 
Schnittpunkte  der  Gegenseiten  paare  A'ff,  CD']  B'C, 
A'D'  ] Ca',  ß'D'  respective  C,  C,  ß' (Fig.42.a.)  so  lie- 
gen von  den  entsprechenden  Punkten  K,  F,  0 zwei 
in  unendlicher  Feme  £,  F und  der  dritte  ist  der  Mit- 
telpunkt des  Quadrats  G.  (Fig.  42.  b.)  Durch  die  er- 
laubte Verändening  der  Ordnung  der  Buchstaben 
A,  B,  C,  D kann  jeder  der  drei  zum  Mittelpunkt  ge- 
macht werden.  Im  gedachten  Falle  entsprechen  den 


Fig.  42. 
a. 


s 


Geraden  E'F',  F'G',  G' F die  unendlich  ferne  Gerade 
//  und  die  Parallelen  aus  dem  ^littelpunkt  zu  den 
Seiten  des  Quadrats.  Die  entsprechenden  Reihen 
und  Büschel  der  Figuren  sind  projectivisch;  nennt 
man  also  noch  die  Punkte  A'C , FF]  B'D',FF  re- 
spective  C,',  G.^  (Fig.42.a.)  und  ihre  entsprechenden 
im  Unendlichen  t;, , G.^  (Fig. 42.  b.),  so  erhält  man 
die  Relationen 


Digitized  by  Google 


Die  Methodenlehre. 


G5 


(A’CG'a;)  = (^ct;«,)  = — 1 , 
{B'D'a'a.;)  = (BDGG^)  = — 1 , 


weil  G die  Mitte  zwischen  A und  C,  respective  B 
und  D ist  und  G^G^  unendlich  fern  sind;  analog 
folgt  für  die  Büschel 

(G'-  AB' Er)  = (G-ABEF)  = — 1, 

weil  die  Seitenrichtungen  des  Quadrats  die  Winkel 
seiner  Diagonalen  halbieren.  Man  gieht  diesen 
allgemeinen  Eigenschaften  aller  Vierecke,  denen 


analoge  aller  Vi 
massigen  Ausdruck 
nologie ; 

Vier  Punkte  A,  B,  C,  D be- 
stimmen ein  vollständiges 
Viereck  mit  drei  Paaren  von 
Gegenseiten  AB,  CD',  CB,  DA', 
CA,  DD,  deren  Schnittpunkte 
E,  F,  G Diagonalpunktc 
desselben  und  durch  die  Dia- 
gonalen EF,  FG,  GE  verbun- 
den heissen  sollen. 

In  jedem  Diagonal- 
punkte bilden  die  Seiten 
und  die  Diagonalen,  die 
durch  ihn  gehen,  ein  har- 
monisches Büsch«l. 


;e  beiziigesellen  sind,  zweck- 
durch  die  folgende  Termi- 

Vier Gerade  (i,h,c,  d bestim- 
menein vollständiges  Vier- 
sei t mit  drei  Paaren  von  Ge- 
genecken ab,  cd',  bc,  da',  ca, 
bd,  deren  Verbindungslinien 
r,  f,  g Diagonalen  desselben 
und  sich  in  den  Diagonal- 
punkten ef,  fg,  ge  schnei- 
dend heissen  sollen. 

In  jeder  Diagonale  bil- 
den die  Ecken  und  die 
Diagonalpunkte,  die  auf 
ihr  liegen,  eine  harmo- 
nische Reihe. 


4)  Mit  Hilfe  der  vorigen  Sätze  construiert  man  zu 
jedem  Punkte  C in  Bezug  auf  zwei  Punkte  A,  B 
derselben  Geraden  den  vierten  harmonischen  Punkt 
D und  zu  jedem  Strahle  c in  Bezug  auf  zwei 
Strahlen  a,  b desselben  Büschels  den  vierten  hanno- 
nischen  Strahl  d.  Die  erste  Construction  ist  ans 
der  Fig.  25.,  p.  40.  zu  erhalten , wenn  man  noch  die 
Gerade  AT  zieht,  die  B(f  in  D'  schneidet;  dann 
sind  B'D'D  in  einer  geraden  Linie. 

Der  Gebrauch  des  Zirkels  ist  vermieden,  die 
(’onstmetion  linear. 

Kiodlcr«  DaratelleDüe  Oeonietrie.  5 


Digilized  by  Google 


66 


Erster  ITieil. 


5)  Welche  Gestalt  erhalten  die  Sätze  von  3),  wenn 
eine  der  Ecken  D des  Viereks  oder  eine  der  Seiten 
d des  Vierseits  als  unendlich  fern  gedacht  wird? 

6)  Wenn  zwei  collineare  ebene  Systeme  einen  Strahlen- 
büschel Strahl  für  Strahl  entsprechend  gemein  haben, 
so  haben  sie  auch  eine  gerade  Reihe  Punkt  für  Punkt 
entsprechend  gemein  und  sind  in  perspectivischer 
oder  centrischer  Lage  (Vergl.  §.  19.,  7) 

23.  Blicken  wir  zurück.  Uie  Centralprojection  fügt  zu 
dem  Punkt  als  seinen  Schein  die  projicierende  Gerade  mit 
der  Punktreihe  seiner  Bilder  und  zu  der  geraden  Linie  oder 
Punktreihe  als  Schein  das  projicierende  Strahlenbüschel  oder 
die  projicierende  Ebene;  und  insofern  eine  Ebene  durch  ein 
Strahlenbüschel  repräsentiert  wird,  führt  die  Centralprojection 
als  den  Schein  des  Letztem  das  projicierende  Ebenenbüschel 
als  die  dritte  für  die  Untersuchung  nöthige  Anschauung  ein. 
Diese  drei,  die  gerade  Punktreihe,  das  ebene  Strah- 
lenbüschel und  das  Ebenenbüschel,  bilden  eine  in 
sich  abgeschlossene  Gruppe  gegenüber  dem  Prozess  des  Pro- 
jicierens,  der  aus  der  Bildung  des  Scheines  und  der  nachfol- 
genden des  Schnittes  zusammengesetzt  ist  (vergl.  p.  2.  unter 
Methode)  und  sie  sind  ira  Falle  ihres  Zusammenhanges  durch 
Centralprojection  durch  das  nämliche  Gesetz  verbunden.  Je- 
des der  drei  Gebilde  geht  beim  Prozess  des  Projicie- 
rens  aus  jedem  der  zwei  anderen  hervor:  Die  Punkt- 
reihe als  Schnitt  aus  dem  Strahlenbüschel  durch  eine  Gerade 
seiner  Ebene,  als  Schnitt  aus  dem  Ebenenbüschel  durch  eine 
Gerade;  das  Strahlenbüschel  als  Schein  der  Punktreihe  aus 
einem  Punkte  und  als  Schnitt  eines  Ebenbüschels  durch  eine 
Ebene ; das  Ebenenbüschel  als  Schein  dos  Strahlenbüschels  aus 
einem  Punkte  und  als  Schein  der  Punktreihe  aus  einer  Gera- 
den — diese  Erweiterung  des  Ausdrucks  ist  zweckmässig.  So- 
dann, diese  drei  Gebilde  sind,  sowie  sie  paarweise 
beim  Prozess  des  Projicierens  aus  einem  Centruin 
auftreten,  in  perspectivischer  Lage  und  genügen 
dem  Gesetz  der  Doppel v er hältnissgleich heit  ent- 
sprechender Gruppen,  oder  sie  sind  projectivisch  in  per- 
spectivischer Lage;  sie  heissen  projectivisch  — ohne  Bei- 
fügung — wenn  diese  specielle  Lage  aufgehoben  wird.  Man 
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nennt  diese  drei  Gebilde  die  projeetivischen  Elementar- 
gcbilde  oder  die  Grundgebilde  der  ersten  Stufe. 

Um  die  unendliche  Mannigfaltigkeit  der  Figuren  einer 
Ebene  zu  projicieren,  betrachtete  die  Centralprojection 
das  ebene  System  entweder  als  eine  Vereinigung  von 
unzählig  vielenPunkten  oderals  eine  solchevon  un- 
zählig vielen  Geraden  (§  11.);  jene  konnte  sie  als  vertheilt 
in  unendlich  viele  gerade  Reihen,  diese  als  vertheilt  in  unzählig 
viele  Strahlenbüschel  auffassen,  so  dass  jeder  einzelne  Punkt  als 
gemeiusainer  Punkt  von  zwei  solchen  Reihen  und  jede  einzelne 
Gerade  als  gemeinsamer  Strahl  von  zwei  solchen  Büscheln 
bestimmt  ist.  Das  ebene  System  ist  in  beiderlei  Be- 
trach t eine  Vereinigung  von  unendlich  vielen  Grund - 
gebilden  erster  Stufe.  Es  wird  nun  projiciert  durch  die 
Verbindung  aller  seiner  Elemente  mit  dem  Gentrum  der  Pro- 
jection,  also  durch  die  Gesammtheit  der  projicirenden  Strahlen 
seiner  Punkte  — man  sagt  durch  ein  Strahlenbündel  — oder 
der  projicirenden  Ebenen  seiner  Geraden  — man  sagt  durch  ein 
Ebenenbündel;  also  durch  eine  Unendlichkeit  von  projicie- 
renden  Strahlenbüscheln  seiner  geraden  Reihen  nach  der  ersten 
Auffassung  und  durch  eine  Unendlichkeit  von  projicierenden 
Ebenenbüscheln  seiner  Strahlenbüschel  nach  der  zweiten.  Der 
Schein  des  ebenen  Systems,  das  projicierendeStrah- 
lenbündel  oder  Ebenenbündel  ist  eine  Vereinigung 
von  unendlich  vielen  Grundgebilden  erster  Stufe. 
Man  nennt  darum  das  ebene  System  von  Punkten  oder 
Strahlen  und  das  Strahlen-  oder  Ebenenbündel  die  Gruud- 
gebilde  zweiter  Stufe.  Die  constituierenden  Grundge- 
bilde erster  Stufe  im  ebenen  System  und  im  projicierenden 
Bündel  sind  im  Falle  der  Projection  perspectivisch  und  blei- 
ben, wenn  ihr  Entsprechen  bei  Aufhebung  dieser  Lage  fest- 
gehalten wird  — und  dies  allein  macht  die  Brauchbar- 
keit der  Projectionen  aus  — projectivisch ; die  projec- 
tivischen  Eigenschaften  der  Gebilde  erster  Stufe 
führen  zu  denen  der  Gebilde  zweiter  Stufe  durch 
Zusammensetzung.  (§  16  f.,  § 22.) 

Die  natürliche  Fortsetzung  dieser  Betrachtungsweise  ist 
es,  dass  der  Raum  als  die  unendliche  Menge  seiner 
Punkte,  seiner  Ebenen  und  seiner  Geraden  betrach- 
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tet  werden  muss.  Als  Pnnktesysäteni  ist  er  die  Vereinigung 
von  unendlich  vielen  ebenen  Punktsystemen,  die  in  ein  Ebenen- 
bilschcl  gruppiert  gedacht  werden  dih'fen;  als  Ebenensysteni 
ist  er  die  Vereinigung  von  unendlieli  vielen  Ebenenbündeln, 
deren  Scheitel  als  eine  gerade  Reihe  bildend  angesehen  weT-den 
können.  In  beiderlei  Betracht  setzt  er  sich  aus  den 
Gebilden  zweiter  Stufe  ebenso  zusammen,  wie  diese 
aus  denen  der  ersten  zusammengesetzt  sind;  er  wird 
darum  als  ein  Grundgebilde  dritter  Stufe  bezeichnet.  Es 
giebt  auch  wirklich  eine  Abbildung  des  Raumes  durch 
den  Raum,  bei  welcher  — ganz  analog  den  Verhältnissen 
der  centrischen  Collineation  ebener  Systeme,  bei  denen  die 
entsprechenden  Grundgebilde  erster  Stufe  in  perspectivischcr 
Lage  für  ein  (Jentmm  sind  — die  entsprechenden  Grund- 
gebilde erster  und  zweiter  Stufe,  aus  denen  der 
Originalraum  und  der  Bildraum  sich  zusammen- 
setzen, in  perspectivischcr  Lage  für  ein  Gentrum 
sind.  (Vergl.  §36f.)  Sie  wird  als  centrische  Gol lineation 
räumlicher  Systeme  bezeichnet  und  liefert  die  Model- 
lierungs-Methoden der  darstellenden  Geometrie. 
Betrachtet  man  den  Raum  als  den  Inbegriflf  aller  seiner  Ge- 
raden, so  kann  man  dieselben  in  die  Strahlenbündel  verthei- 
Icn,  deren  Scheitel  die  sämmtlichen  Punkte  einer  Ebene  sind 
und  erkennt  ihn  also  aus  Gebilden  zweiter  Stufe  so  zu- 
sammengesetzt, wie  diese  aus  den  Elementen  Punkt 
und  Strahl;  er  ist  also  in  diesem  Sinne  als  Gebilde  vierter 
Stufe  zu  bezeichnen.  Die  Uebertragung  der  Eigen- 
schaften aus  denen  der  Gebilde  niederer  Stufe  durch 
Zusammensetzung  bleibt  bestehen. 

So  entspringt  aus  den  Grnndanschauungen  und 
der  Methode  der  darstellenden  Geometrie  das  na- 
türliche System  der  Geometrie.  In  demselben  ist  der 
Unterschied  der  Geometrie  in  der  Ebene  von  der  Geometrie 
des  Raumes  aufgehoben. 

Die  Beziehung  der  Doppelverhältnissgleichheit  oder  Pro- 
jeetivität,  welche  sich  als  fundamental  ergiebt,  gilt  für  die 
drei  Grundgebilde  der  ersten  Stufe  ganz  in  gleicher  Weise; 
in  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Figuren,  welche  sich 
auf  sie  gründen,  treten  daher  Beziehungen  von  geraden  Reihen 
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lind  von  Strahlcnbüsuhcln  — vergl.  als  lleispielo  § 22.;  3., 
§ 17.,  18.  — und  Ebcnenbüscheln  in  gleicher  Weise  hervor; 
die  Sätze,  Constructionen  und  Beweise  zeigen  ein 
Gesetz  der  Symmetrie,  das  als  eine  Correspondenz  zwi- 
schen dem  Liegen  in  Geraden  oder  in  Ebenen  und  dem  Gehen 
durch  Gerade  oder  durch  Punkte,  zwischen  Ebene  und  Punkt, 
zwischen  der  Geraden  als  Verbindungslinie  von  zwei  Punkten 
und  der  Geraden  als  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  bezeichnet 
werden  kann.  Dasselbe  G esetz  zeigt  sich  auch  alsSym- 
metriegesetz  des  Systems,  in  welchem  die  Punkte  einer 
Geraden,  die  Ebenen  durch  eine  Gerade,  die  Geraden  durch 
einen  Punkt  in  einer  Ebene  als  Gebilde  erster  Stufe,  dann  die 
Punkte  einer  Ebene  und  die  Ebenen  durch  einen  Punkt,  die 
Geraden  in  einer  Ebene  und  die  Geraden  durch  einen  Punkt 
nebeneinander  als  Gebilde  zweiter  Stufe,  die  Punkte  und  die 
Ebenen  des  Raums  als  Gebilde  dritter  Stufe  stehen.  Wir 
nennen  es  das  Gesetz  der  Dualität.  Als  elementare 
Beispiele  dafür  dienen: 

1)  Ein  Punkt  und  eine  Ge- 
rade (als  EbenenbUschel)  be- 
stimmen eine  Ebene. 

2)  Drei  Punkte  bestimmen 
eine  Ebene,  wenn  sic  nicht  in 
einer  Geraden  liegen. 

3)  Wenn  von  beliebig  vielen 
Geraden  jede  zwei  sich  schnei- 
den, aber  nicht  alle  durch  ei- 
nen Punkt  gehen,  so  liegen  sie 
alle  in  einer  Ebene. 

4)  Die  Transversale  zu  zwei 
Geraden  aus  einem  Punkte  ist 
die  Schnittlinie  der  Ebenen, 
welche  jene  Geraden  mit  die- 
sem Punkte  bestimmen. 

5)  DieTransversalen  zudrei 
Geraden  sind  die  Schnittlinien 
der  Ebenen,  welche  zwei  der- 
selben mit  den  Punkten  auf 
der  dritten  verbinden. 


Eine  Ebene  und  eine  Ge- 
rade (als  Punktreibe)  bestim- 
men einen  Punkt. 

Drei  Ebenen  bestimmen  ei- 
nen Punkt,  wenn  sic  nicht 
durch  eine  Gerade  gehen. 

Wenn  von  beliebig  vielen 
Geraden  jede  zwei  sich  schnei- 
den, aber  nicht  alle  in  einer 
Ebene  liegen,  so  gehen  sic  alle 
durch  einen  Punkt. 

Die  Transversale  zu  zwei 
Geraden  in  einer  Ebene  ist  die 
Verbindungslinie  der  Punkte, 
welche  jene  Geraden  mit  die- 
ser Ebene  bestimmen. 

Die  Transversalen  zu  drei  Ge- 
raden sind  die  Verbindungsli- 
nienderPunkte,  in  weichensich 
zwei  derselben  mit  den  Ebenen 
durch  die  dritte  schneiden. 
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Zu  einer  speciellen  Correspondenz  in  der  Ebene,  welche 
den  Character  der  Dualität  zeigt  — also  zwischen  Punkten 
und  Strahlen  derselben  — hat  in  der  Tliat  die  constmetive 
Untersuchung  bereits  geführt;  jedem  Punkte  der  Bild- 
ebene als  Spur  eines  projicierenden  Strahls  ent- 
spricht eine  Gerade  in  derselben  als  Spur  einer  pro- 
jicierendenEbene,  welche  zu  jenem  normal  ist  (§10.); 
die  Punkto  derselben  Reihe  haben  • zu  ihren  entsprechenden 
Strahlen  in  dieser  Beziehung  die  Strahlen  eines  Büschels,  aus 
dem  der  Geraden  der  Reihe  entsprechenden  Punkt  und  um- 
gekehrt. Solche  entsprechende  Reihen  und  Strahlenbüschel 
haben  gleiches  Doppelverhältniss  — weil  nach  jener  Con- 
struction  das  aus  dem  Hauptpunkt  C,  über  der  Reihe •• 
gebildete  Büschel  zu  dem  Büchel  der  Spuren  aOe  •••  (Fig. 43.) 


Fig.  43. 


der  entsprechenden  Normalebcnen  gleichwinklig,  d.  h.  pro- 
jcctivisch  ist.  Die  so  gebildeten  Systeme  sind  eine  besondre 
Art  der  reciproken  Systeme,  der  wir  noch  wiederholt, 
erst  in  der  Ebene  (§  33.),  dann  im  Raume  (§  92.)  begegnen 
werden. 
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B.  Die  construrtive  Theorie  der  Kegelschnitte  alsKreisprojectionen. 

24.  Die  Projcction  eines  Kreises  ist  der  Ort  der  Durch- 
stosspunkte  der  vom  Oentrum  der  Pro  jcction  nach  den  Punk- 
ten seiner  Peripherie  gehenden  Strahlen  mit  der  Bildebene; 
sic  ist  auch  die  Enveloppc  der  Spuren  derjenigen  Ebenen, 
welche  vom  Centnim  der  Projcction  nach  den  Tangenten  des 
Kreises  gehen.  Insofern  jene  Strahlen  wie  diese  Ebenen 
glcichmässig  den  projicierenden  Kegel  des  Originalkreises 
bilden,  der  durch  seinen  Schnitt  mit  der  Bildebene  die  Pro- 
jection  erzeugt,  nennt  man  die  Centralprojectionen  des  Kreises 
Kegelschnitte.  Die  fundamentalen  Eigenschaften  derselben 
ergeben  sich  für  beide  bezeichnete  Anschauungen  nach  den 
Grundgesetzen  der  projectivischen  ebenen  Systeme  aus  den 
beiden  Haupteigenschaften  des  Kreises  hinsichtlich  seiner 
Punkte  und  Tangenten : I.  Der  Periphericwinkel  über  dem- 
selben Bogen  des  Kreises  ist  constant.  II.  Das  von  zwei 
festen  Tangenten  begrenzte  Stück  einer  beweglichen  Tangente 
des  Kreises  wird  vom  Mittelpunkt  desselben  unter  constantem 
Winkel  gesehen.  Also  für  zwei  willkürliche  Punkte  T, , 
und  zwei  feste  Punkte  A,  B des  Kreises  vom  Mittelpunkt  M 

L AT^B  = L AT^B  = ^LAÜIB-,  Pig.  u. 

und  für  zwei  willkürliche  Tangen- 
ten l^ , tj  und  zwei  feste  Tangenten 
«,  b desselben  mit  den  respectiven 
Berührungspunkten  jT,,  T^,  A,  B, 
und  den  Schnittpunkten  A^,  Aj,  2?,, 

Bj  der  Letztem  in  den  Ersteren 

L Al  MA^  = z.  s,  i Z.  r,  r, 

~ h~)  • 

Sind  A,  B,  C,  X vier  Punkte 
des  Kreises  und  o,  b,  c,  x die  zu- 
gehörigen Tangenten  desselben  (Fig. 

44.),  welche  die  Tangenten  in  r, , 
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in  ^1,  P^,  C^,X^  und  A^,  V.^,  .Vj  rcspretivc  sclinciden,  so 

ist  wegen  der  Gleichheit  der  Pcripheriewinkcl 
(r,  • ABCX)  = (rj  • ABCX)\ 
nach  dem  andern  Satze  aber 

{M  ■A^B^C^  -V,)  = (.V  • ./j  B.J  Cj  A'j)  = (-4,  B^  C^A',)  = (A,  B.^  X,) 

= (r,  • ABCX),  d.  i.  ancli  = {T..  ■ ABCX). 

Dieselben  Gleichungen  gelten  in  jeder  Projcction  des  Kreises, 
wenn  die  gleichen  Buchstaben  die  Projectionen  der  bezüg- 
lichen Punkte  bezeichnen  (Fig.  45.  und  46.).  Denn  die  Pro- 
jcctivitat  der  Strahlcnbüschcl 


(r,  . ABC---)  und  (T-j  • ABC ---) 
zieht  die  der  projicierendcn  Kbcnonbüschcl 

((S  T,  - ABC  -- -)  und  («  T,-  ABC---) 
nach  sich  und  damit  die  der  Strahlcnbüschcl  in  der  Projcction 
(r,'  • XB'C ---)  und  {Tj'  - A'B'C ---)■ 

Man  hat  also  die  folgenden  Gesetze: 

Die  geraden  Linien  von  vier  Die  Durchschnittspunkto 
Punkten  eines  Kegelschnitts  von  vier  Tangenten  eines  Ke- 
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nach  einem  beliebigen  fünften  gclschnitts  mit  einer  beliebigen 
Punkte  desselben  bilden  ein  fünften  Tangente  desselben 
Strahlcnbüschel  von  imverän-  bilden  eine  Punktreihe  von 
derlichem  Doppelverhältniss.  unveränderlichem  Doppelver- 

hältniss. 

Man  sagt  daher  von  vier  festen  Punkten  oder  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts,  dass  sie  ein  bestimmtes 
Doppelverhältniss  haben*)  und  hat  dann  den  Satz : Das 
Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  eines  Kegel- 
schnitts ist  dem  Doppelverhältniss  seiner  vier  Tan- 
genten in  denselben  gleich. 


Fig.  4«. 


Diese  Kigenschaften  kommen  allen  Kreisprojeetionen  zu 
und  es  sind  solche  Eigenschaften  derselben , welche  durch 
Projection  nicht  geändert  werden,  die  also  wiederum  nicht 
nur  ihnen  selbst,  sondern  auch  allen  ihren  Centralprojcctioncn 
zukommen;  wir  nennen  sie  projcetivischc  Eigenschaften  und 

*)  Damit  ist  da»  Gebiet  wesentlich  erweitert,  in  wclchcni  die  Dopjiel- 
vcrbältnissgleichhciten  gelten. 
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werden  ihre  grosse  Wichtigkeit  für  die  darstellende  Geometrie 
kennen  lernen. 

Man  construiere  Punkte  des  durch  drei  Punkte 
B,  C gehenden  Kreises  bei  unzugänglichem  Mittel- 
punkte desselben  — vermittelst  des  perspcctivischen 
Gentrums  T gleicher  Strahlcnbüschel,  durch  die  Re- 
lation 

L ABC  = LCAT,  L B.4C=  L CBT. 


25.  Die  Umkehrung  der  Hauptsätze  des  vorigen  § führt 
zu  folgenden  Curvengencrationen : 


Der  Ort  der  Schnittpunkte 
aller  entsprechenden  Strahlen- 
paarc  von  zwei  projectivischen 
Strahlenbüschcln  ist  eine  durch 
die  Scheitelpunkte  derselben 
gehende  Curve,  welche  mit 
einer  G eraden  ihrer  Ebene  nicht 
mehr  als  zwei  Punkte  gemein 
haben  kann  (§  16.;  6,  5);  sie 
heisst  daher  eine  C u r v e z w'  e i- 
ter  Ordnung  und  ist  durch 
fünf  Punkte  bestimmt, 
von  denen  keine  drei  in  einer 
geraden  Linie  liegen. 


Die  Enveloppc  der  Verbin- 
dungslinien aller  entsprechen- 
den Punktepaare  von  zwei  pro- 
jectivischen Punktreihen  ist 
eine  die  Träger  dieser  Reihen 
berührende  Curve,  welche  mit 
einem  Punkte  ihrer  Ebene  nicht 
mehr  als  zwei  Tangenten  ge- 
mein haben  kann  (§  17.);  sie 
heisst  daher  eine  Curve  zwei- 
ter Classe  und  ist  durch 
fünf  Tangenten  bestimmt, 
von  denen  keine  drei  durch 
einen  Punkt  gehen. 


Alle  Krcisprojcctioncn  sind  nach  dem  Vorigen  Curven 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Classe  zugleich.  Dass  alle 
Curven  zweiter  Ordnung  auch  zweiter  Classe  und 
Kreisproj ectionen  sind,  wird  der  Verlauf  der  Unter- 
suchungen zeigen;  wir  verzichten  auf  den  directen  Beweis 
an  dieser  Stelle. 

Wenn  fünf  Punkte  (Tangenten)  eines  Kegelschnitts  ge- 
geben sind,  so  bestimmen  irgend  zwei  derselben  durch  ihre 
Verbindungslinien  (Schnittpunkte)  mit  den  drei  übrigen  drei 
entsprechende  Paare  von  Elementen  der  zwei  erzeugenden 
projectivischen  Büschel  (Reihen).  Diess  ist  für  die  Kegel- 
schnitte als  Kreisproj  ectionen  evident;  für  Curven  zweiter 
Ordnung  und  solche  zweiter  Classe  wäre  zu  zeigen  (vergl. 
§27.  ;l,a.),  dass  die  Curve  von  der  Wahl  der  Träger 
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der  erzeugcndonBüscliel  oder  Reihen  unter  denBo 
Stimmungs-Elementen  unabhängig  ist. 

Wenn  drei  der  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
oder  drei  der  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen,  so  sind  die 
projectivischen  Gebilde,  welche  die  beiden  übrigen  mit  ihnen 
bestimmen,  in  perspectivischer Lage  und  der  erzeugte  Ke- 
gelschnitt degeneriert  in  zwei  Gerade  im  einen 
Falle  — Schcitelstrahl  und  per.spcctivische  Axe  — und  in 
zwei  Punkte  im  andern  Falle  — Schnittpunkt  der  Reihen 
und  pcrspoctivisches  Centrum. 

Mit  vier  festen  Punkten  oder  Geraden  bestimmt  jeder 
fünfte  Punkt  und  jede  fünfte  Gerade  ihrer  Ebene  einen  Ke- 
gelschnitt; man  nennt  die  Gesammtheit  dieser  Kegelschnitte 
im  ersten  Falle  ein  Kegelschnitt-Büschel  und  im  zweiten 


rig.  47. 

ft.  b. 


eine  Kegelschnitt-Schaar.  Das  Kegelschnitt-Büschel  ent- 
hält drei  Kegelschnitte,  welche  in  Paare  von  Geraden  und 
die  Kegelschnitt-Schaar  drei,  die  in  Paare  von  Punkten  dege- 
nerieren, nämlich  die  Gegenseitenpaare  des  Vierecks  der  ge- 
meinsamen Punkte,  rcspective  die  Gegeneckenpaare  desVier- 
seits  der  gemeinsamen  Tangenten; 

1)  Alle  durch  vier  feste  Alle  vier  feste  Gerade  «,  b, 
Punkte  A,  B,  C,  D gehenden  c,  d berührenden  Kegelschnitte 
Kegelschnitte  werden  von  ei-  werden  aus  einem  beliebigen 
ner  beliebigen  Geraden  i ihrer  Punkte  T ihrer  Ebene  in  Strah- 


Digitized  by  Google 


7fi 


Erbter  'ITieil. 


Ebene  in  l’unktepaaren  7,,  2, 
derselben  Involution  geschnit- 
ten , zu  welcher  auch  die 
Schnittpunkte  IE,  ; A',  A', ; 
y,  y,  derselben  mit  den  Paa- 
ren der  Gegenseiten  .40,  CD\ 
BC,AD]  CA,  BD  gehören  (Fig. 
47  a.).  Denn  es  ist 

(A-C/)22|)=  (7?-C/>22,); 
also  in  t 

(yy,  22,)  = (A-y,  22,) 

X*  er  X»  V 


2)  Unter  den  Kegelschnitten 
des  Büschels  sind  zwei,  wel- 
che eine  Gerade  t seiner  Ebene 
berühren  — in  den  Doppel- 
punkten der  auf  ihr  erzeug- 
ten Involution. 

3)  Die  Gcgenseitenpaarc  ei- 
nes vollständigen  Vierecks  wer- 
den von  jeder  Geraden  seiner 
Ebene  in  drei  Paaren  einer 
Involution  geschnitten. 

4)  Wenn  eine  Gerade  die 
Seiten  AB,  BC,  CA  eines  Drei- 
ecks ABC  in  Punkten  W,  A’,  Y 
schneidet,  und  Punkte  tP, , 
A'i , y,  in  ihr  so  bestimmt  wer- 
den, dass  sie  mit  jenen  drei 
Paare  einer  Involution  bilden, 
so  gehen  die  Geraden  CW,, 
.4  A', , B y,  durch  denselben 
Punkt  D. 

5)  Man  construiere  mit  dem 
Lineal  allein  in  einer  durch 
zwei  Paare  bestimmten  Invo- 


lenpaarcn  z, derselben  Invo- 
lution berührt,  zu  welcher  auch 
die  Verbindungslinien  w,  ;r, ; 
X,  a-| ; y,  y,  derselben  mit  den 
Paarender  Gegenecken  ab,  cd] 
bc,  ad]  ca,  bd  gehören.  Denn 
cs  ist  (Fig.  47  b.) 

{a■cdzz^)  = {b■cdzz,)] 
also  an  T 

(yx,  zz,)  = (.ry,  ir,) 

sin{x,  z)  _ sin{x,  i,) 

“ sin  (y, , z)  ■ sin  (y, , r,) 

= (y,  ari,  z). 

Unter  den  Kegelschnitten 
der  Schaar  sind  zwei,  welche 
einen  Punkt  T ihrer  Ebene 
enthalten  — mit  den  Doppcl- 
strahlen  der  an  ihm  erzeugten 
Involution  als  Tangenten. 

Die  Gegeneckenpaare  eines 
vollständigen  Viersei ts  werden 
mit  jedem  Punkte  seinerEbenc 
durch  drei  Paai-e  einer  Invo- 
lution verbunden. 

Wenn  ein  Punkt  mit  den 
Ecken  ab,  bc,  ca  eines  Drei- 
seits  abc  durch  Strahlen  w, 
X,  y verbunden  wird  und  Strah- 
len n», , x^,  y,  aus  ihm  so  be- 
stimmt werden,  dass  sie  mit 
jenen  drei  Paare  einer  Invo- 
lution bilden,  so  liegen  die 
Punkte  cw^,  ax^,  by^  in  einer 
derselben  Geraden  d. 

Man  construiere  mit  dem 
Lineal  allein  in  einer  durch 
zwei  Paare  bestimmten  Invo- 
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lution  in  gerader  Linie  den  ent-  lution  von  Strahlen  aus  einem  / 
spreehenden  zu  einem  bestimm-  Punkte  den  eiitspreclicnden  zu 
ten  Punkte  derselben;  speeiell  einem  bestimmten  Strahl  der- 
den  dem  unendlieh  entfernten  selben, 
l’unkte  entsprechenden  Punkt 
O'ß  oder  den  Hauptpunkt  (Cen- 
tralpunkt). (§  20. ; 4.) 

6)  Man  zeige,  dass  die  Eigenschaften  des  vollständigen 
Vierecks  und  Vierseits  bezüglich  der  harmonischen  Theilung 
(§  22.;  3.)  Spccialfölle  der  Sätze  unter  3)  sind. 


Fi«.  48. 


2G.  Die  Projectionen  des  Kreises  sind  Curven  von  sehr 
verschiedener  Gestalt  jo  nach  der  Lage  des  Kreises  zur 
Gegenaxc  seiner  Ebene  (vergl.  §14.;  2. 3.).  Schneidet  der  Kreis 
diese  Gegenaxc  — r,  wenn  wir  ihn  als  Original  ansehcn,  — 
so  hat  sein  Bild  zwei  Punkte,  die  entsprechenden  der  Schnitt- 
punkte, in  unendlicher  Ferne  und  zwei  zugehörige  Tangenten, 
die  ihn  erst  in  unendlicher  Ferne  berühren,  — man  nennt  diese 
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Tangenten  die  Asymptoten  und  hat  jene  Punkte  als  die 
Asymptoten  rieht  ungen  zu  bezeichnen;  es  zerfällt  in  zwei 
Theile  oder  Zweige,  die  erst  in  diesen  unendlich  fernen  Punk- 
ten sich  zusammenschliessen  und  wird  Hyperbel  genannt. 
In  FJg.  48.  entspricht  dem  Kreise  k die  Hyperbel  IC  und  ihre 
Asymptoten  sind  die  Bilder  der  Tangenten  von  K,  deren  Be- 
rührungspunkte in  der  Gegenaxe  r liegen.  Trilft  der  Kreis 
die  Gegenaxe  r seines  Systems  nicht,  so  hat  sein  Bild  keine 
unendlich  fernen  Punkte,  sondern  ist  wie  er  eine  im  End- 
lichen geschlossene  Curve,  eine  Ellipse.  So  /f/,  das  Bild 
von  Aj  in  Fig.  48. 

Berührt  endlich  insbesondere  der  Kreis,  wie  in  Fig.  48., 
die  Gegenaxe  r,  so  hat'  sein  Bild  zwei  zusamraenfallende 
Punkte  in  unendlicher  Ferne,  wir  sagen,  die  unendlich  ferne 
Gerade  seiner  Ebene,  die  entsprechende  von  r,  berührt  das- 
selbe; es  besteht  aus  einem  Zweig,  der  sich  erst  im  Unend- 
lichen schliesst  und  heisst  eine  Parabel. 

Die  collinear  verwandten  Curven  des  Kreises  oder  seine 
Centralprojeetionen  (die  Kegelschnitte)  sind  also  Hyperbeln, 
Ellipsen,  Parabeln;  speciell  ergiebt  sich,  dass  die  Parallel- 
projectionen  des  Kreises  — oder  die  ihm  affinen  Curven  (vergl. 
§ 21.  a.)  — Ellipsen  sein  müssen  und  bekannt  ist,  dass  die 
zu  ihm  ähnlichen  Curven  (§21.c.)  wieder  Kreise  sind. 

Und  sofort  allgemein  : Die  Collinearverwandten 

oder  Centralprojeetionen  eines  Kegelschnitts  sind 
Kegelschnitte  und  zwar  Ellipsen,  Parabeln  oder 
Hyperbeln,  je  nachdem  er  die  Gegenaxe  seines  Sy- 
stems nicht  schneidet,  berührt  oder  schneidet.  Die 
affinen  Curven  oder  die  Parallelprojectionen  eines 
Kegelschnitts  sind  Kegelschnitte  derselben  Art. 

1)  In  Figur  45.,  § 24.  sind  die  Gegenaxen  q und  r 
eingetragen  für  den  Fall  des  elliptiscben  Bildes, 
in  Fig.  46.,  § 24.  die  entsprechenden  für  das  hyper- 
bolische Bild;  man  erläutere  daran  die  correspon- 
dierende  Umlaufsbewegung  eines  Punktes  der  Curve 
in  Original  und  Bild. 

2)  Man  thue  dasselbe  für  das  parabolische  Bild  des 
Kreises  und  füi*  das  parabolische  Bild  der  Hy- 
perbel. 
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Denken  wir  zwei  beliebige  Kegelschnitte  K,  IC  (Fig.  49.) 
und  drei  beliebige  Punkte  des  einen  A,  B,  C,  als  entsprechend 
drei  beliebigen  Punk-  Piu  4, 

ten  A',  ff,  C des  an- 
dern , überdiess  die 
Tangenten  t„,  <„■  in  A 
und  A'  an  A',  Af'  und 
ebenso  die  tt,  (/,■  in  B, 
ff  an  A',  IC  als  ent- 
sprechend , so  sind 
hierdurch  einerseits 

beide  Kegelschnitte  K,  K' , andererseits  die  ebenen  Systeme  der- 
selben nach  § 22.  völlig  bestimmt  und  jedem  vierten  Punkt  D des 
Kegelschnitts  A'  entspricht  ein  vierter  Punkt/»'  des  Kegelschnitts 
IC.  Zwei  Kegelschnitte 
sind  also  auf  unzählig 
viele  Arten  projecti- 
visch  oder  collinear 
verwandt. 

Sind  AAi,Bff  ein  Paar 
der  gemeinsamen  Tangenten 
beider  Kegelschnitte  Fig. 

50.,  und  liegen  C,  C mit  dem 
Durchschnittspunkt  6 der- 
selben in  einer  Geraden, 
so  sind  die  Büschel 


Fig.  50. 


(A-A'BC---),  {Ä'AffC---')  nicht  nur  projectivisch,  sondern 
auch  perspectivisch ; ihre  perspectivische  Axe  ist  die  Colli- 
neationsaxe  s und  der  Punkt  6 das  Collineationscentrum  zweier 
ebenen  durch  die  Data  bestimmten  collinearen  Systeme  in  cen- 
trischer Lage.  Dass  die  centrisch  collineare  Lage  zweier  Kegel- 
schnitte stets  und  entweder  auf  vier  oder  auf  zwölf  verschie- 
dene Arten  stattündet,  sei  angeführt  ohne  näheres  Eingehen. 

27.  Haben  wir  einen  durch  zwei  projectivische  Strahlcn- 
Büschel  von  den  Scheiteln  A und  B bestimmten  Kegelschnitt 
und  sind  C,  A^,  B^,  C,  vier  weitere  Punkte  desselben,  so  ist 
nach  § 24.  (Fig.  51.) 


{A  • A,  ß,  CyC)  =={B  ■ A,  B^  C\  6’); 
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scbnciden  wir  diese  Büschel  respective  mit  den  Geraden  und 
P^C  und  nennen  wir  die  Punkte  B^C  und  AB^,  A^C  re- 
spective D und  E,  dazu 
die  Punkto  AB^,  A^B\ 
BC^,  BiC-,  CAf,  re- 
spective Cj,  A.2,  B^,  so 
ist  deshalb 

(.^,£ßjC)= 

d.  h.  diese  Kcihen  sind 
perspectivisch  für  das 
Centrum  A^D,  B^E  oder  C^;  d.  h.  Cj,  B^,  A^  liegen  in  einer 
Geraden. 

Die  betrachteten  sechs  Punkte  bilden  in  der  Ordnung 
A B^CAfBCf  ein  der  Curve  eingeschriebenes  Sechseck,  für 
welches  die  Punkte  A^,  Bj,  Cj  als  die  Schnittpunkte  der  drei 
Paare  gegenüberliegender  Seiten  erscheinen;  man  hat  also  den 
Satz:  Sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  bilden  in 
j eder  Aufeinanderfolge  ein  Sechseck,  für  welches 
die  drei  Schnittpunkte  seiner  Gegenseitenpaare  in 
einer  geraden  Linie  liegen.  (Pascal’s  Satz  und  Sechs- 
eck; Pascal’sche  Linie  A.^B^C.^.) 


Kig.  5S. 


1)  Man  conslruiere  den  durch  fünf  Punkte  A,  B^ , C,  A^ , B 
bestimmten  Kegelschnitt,  d.  h.  man  bestimme  be- 
liebig viele  Lagen  des  sechsten  Punktes  C,  eines 
Pascarschen  Sechsecks.  (Fig.  52.) 

a)  Die  Geraden  AB^,  A,B  schneiden  sich  im 
Punkte  C.j  der  Pasc.al’schen  Linie  p-,  jeder  Lage 
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der  um  drehenden  Geraden  p entspricht  ein 
sechster  Punkt  C,  des  Kegelschnitts.  Dieselbe 
schneidet  ByC  in  CAf  in  und  BA^,  Ali^ 
schneiden  sich  in  C^ . 

Man  erkennt  darin  deutlich  die  Erzeugung  des 
Kegelschnitts  durch  projectivische  Büschel  aus  A 
und  B wieder,  von  der  der  Pascal’ sehe  Satz  nur 
eine  andere  Ausdrucksform  ist.  Insofern  in  dieser 
Ausdrucksform  der  Character  der  sechs  Punkte  un- 
unterscheidbar der  nämliche  ist,  erfüllt  sie  die  in 
§ 25.  p.  74.  angedeutete  Forderung  der  Strenge. 

. b)  Der  gesuchte  Punkt  f,  ist  im  Sechseck  Nach- 

bar von  A und  von  B\  zieht  man  also  (Fig.  52.)  durch 
A oder  B,  sagen  wir  durch  A eine  beliebige  Gerade 
als  AC^,  so  liefert  sie  mit  A^C  den  Schnittpunkt  Bj, 
welcher  mit  dem  Schnitt  von  AB^,  A^B  oder  C., 
die  Gerade  p giebt;  schneidet  B^C  sie  in  A.^,  so 
geht  BAj  durch  C, , d.  h.  B A^  schneidet  die  ge- 
wählte Gerade  aus  A in  C^. 

So  construiert  man  linear  den  zweiten  Schnitt- 
punkt einer  Geraden  mit  einem  Kegelschnitt,  dessen 
erster  Schnittpunkt  mit  ihr  bekannt  ist. 

2)  Man  constiniiere  die  Tangente  des  durch  fünf  Punkte 
bestimmten  Kegelschnitts  in  einem  dieser  Punkte. 

Da  die  Tangente  als  die  gerade  Verbindungslinie 
von  zwei  unendlich  nahen  d.  i.  zusammcnfallendcn 
Punkten  der  Curve  zu  betrachten  ist,  so  legen  wir 
dem  bezeichneten  Punkte  die  Buchstaben  zweier 
Nachbarecken  des  Sechsecks  bei,  z.]^.AC^,  (Fig. 52.) 
Sind  dann  A^ , B,  C,  B^  die  vier  übrigen  gegebenen 
Punkte,  so  bestimmen  B^C,  BC^  den  Punkt  A^, 
AB^,  A,B  den  Punkt  C^,  die  Punkte  A^,  die  Ge- 
rade p und  diese  mit  AiC  den  Punkt  B^,  durch 
welchen  auch  die  Tangente  AC^  gehen  muss. 

3)  Man  construiere  in  zweien  der  fünf  Bestimmungs- 
punkte eines  Kegelschnitts  die  Tangenten  desselben. 

Man  fasse  (Fig.  53.)  diese  Punkte  als  Scheitel 
r, , Tj  von  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln, 
die  durch  die  drei  andern  gegebenen  Punkte  aa, 
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bb',  cc  bestimmt  sind,  und  construiere  das  per- 
spectivische  Centrum  T"  für  dieselben;  dann  sind 
die  Geraden  r,  r",  T^T"  die  gesuchten  Tangenten. 

Man  construiert  auch  jeden  sechsten  Punkt  des 
Kegelsclinitts  auf  einem  Strahl  von  T,  oder  T.^,  in- 
dem man  mittelst  T"  den  entsprechenden  Strahl 
von  y,  oder  y,  bestimmt. 


Vig.  .U. 


4)  Man  construiere  den  durch  drei  Punkte  und  die 
Tangenten  in  zweien  derselben  bestimmten  Kegel- 
schnitt, insbesondere  die  Tangente  im  dritten  Punkt. 
Sind  A,  B,  C (Fig.  54.)  die  Punkte,  so  betrachten 
wir  die  Tangente  in  A als  die  Gerade  AB^  — die 
Verbindungslinie  der  sich  deckenden  Punkte  A und 
B^  — die  in  C als  die  Gerade  CAf  und  suchen  C,  auf 
ACf  oder  auf  nach  l**  oder  1*.  Die  Construction 
ist  in  Fig.  54.  für  mehrere  Punkte  ausgeführt,  wenn 
auch  nur  für  einen  bezeichnet. 

Um  die  Tangente  im  dritten  Punkt  zu  finden, 
nennen  wir  die  Tangente  in  A wieder  A B^ , die  in 
C aber  C.-f,  und  die  gesuchte  in  B,  BC^  \ dann  be- 
stimmen AB^  und  A^  B den  Punkt  Cj,  AC^  und  A^  C 
den  Punkt  die  Punkte  C.^  und  B.^  die  Gerade  p, 
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die  von  CB^  in  demselben  Punkte  A.^  geschnitten 
wird,  durch  den  die  gesuchte  Tangente  gehen  muss. 

In  jedem  einem  Kegelschnitt  einge- 
schriebenen Dreieck  werden  die  Seiten  von 
den  Tangenten  der  Curve  in  den  respec- 
tiven  Gegenecken  in  Punkten  einer  Gera- 
den geschnitten. 


5)  Man  vollziehe  die  Construction  des  Kegelschnitts 
unter  denselbenVoraussetzungen  durch  projectivische 
Büschel  — indem  man  die  Punkte  von  bekannter 
Tangente  zu  Scheiteln  wählt  und  durch  ihre  Tan- 
genten das  perspectivische  Centrum  T"  erhält. 
(Vergl.  § 24.,  Aufg.) 

6)  Man  construierc  den  durch  vier  Punkte  und  die 
Tangente  in  einem  derselben  bestimmten  Kegel- 
schnitt nach  denselben  beiden  Methoden  des  Pas- 
cal’schen  Sechsecks  und  der  projectivischen  Büschel. 

7)  Man  construierc  nach  denselben  beiden  Methoden 
einen  Kegelschnitt  a)  durch  vier  Punkte  und  die 
eine  Asymptotenrichtung  und  bestimme  dabei  ins- 
besondere die  andre  Asymptotenrichtung  und  die 
Asymptoten  selbst  — erstere  nach  l*",  die  letzteren 
nach  3) 

b)  durch  drei  Punkte  und  beide  Asymptoten- 
richtungen ; 

C* 


Digitized  by  Google 


84 


Erstrr  Theil. 


c)  durch  drei  Punkte  und  die  eine  Asymptote ; 

d)  durch  einen  Punkt  und  beide  Asymptoten. 
In  jedem  Falle  ist  die  zweckmässigstc  Con- 

stnictionsform  zu  suchen. 

8)  Man  constmiere  eine  Parabel  durch  drei  Punkte 
und  die  Richtung  ihres  unendlich  fernen  Punktes 

— d.  h.  aus  vier  Punkten  und  der  Tangente  in 
einem  derselben  als  der  unendlich  fernen  Geraden 

— oder  durch  zwei  Punkte  und  ihre  Tangenten  — 
oder  durch  zwei  Punkte,  die  Tangente  des  einen 
und  jene  Richtung. 

9)  Man  beweise  den  Satz:  Das  Parallelogramm,  wel- 
ches die  von  einem  Punkte  der  Hyperbel  aus- 
gehenden Parallelen  zu  den  Asymptoten  derselben 
mit  diesen  selbst  bestimmen,  hat  constante  Fläche. 
(Vcrgl.  § 16.  3.) 


Fig.  55. 


28.  Haben  wir  einen  durch  zwei  projcctivische  Reihen 
in  den  Geraden  a und  b bestimmten  Kegelschnitt  und  sind 
c,  <1,,  c^  vier  weitere  Tangenten  desselben,  so  ist  (Fig.  55.) 
nach  § 24. 

(a  • «I  6,  c,  c)  — (b  • n,  b^  c,  c)  ; 

projicieren  wir  diese  Reihen  respective  aus  den  Punkten  a^c, 
h^c  und  nennen  wir  die  Geraden  «,6,  6,c  und  nb^,  a^c  re- 
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spective  rf  und  e,  dazu  die  Geraden  ab^,  u,6;  ic, , ft, c;  cn,, 
c^a  respectivc  Cj,  «j,  ftj,  so  ist  deshalb 

(n,  eftjc)  = {db^a.,c), 

diese  Büschel  sind  also  perspectivisch  mit  der  Axc  n,(/,  ft, e 
oder  c.,,  d.  h.  die  beiden  Strahlen  ftj  und  a,  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  B der  Geraden  Cj. 

Die  betrachteten  sechs  Geraden  bilden  in  der  Ordnung 
nb^ca^bc^  ein  der  Curve  umgeschriebenes  Sechsscit,  für  wel- 
ches die  Geraden  ftj,  c,  als  die  Verbindungslinien  der  drei 
Paare  gegenüberliegender  Ecken  ftc,,  ft,c;  ca,,  c,a;  oft,,  a,ft 
erscheinen;  man  hat  also  den  Satz:  Sechs  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  bilden  in  jeder  Folge  ein  Scchsscit, 
für  welches  die  drei  Verbindung slinien  der  Gegen- 
eckenpaare durch  einen  Punkt  gehen.  (Brianchon’s 
Satz  und  Äechsseit;  Brianchon’scher  Punkt  desselben.) 

1)  Man  construiere  den  durch  fünf  Tangenten  a,  ft,, 
c,  a,,  ft  bestimmten  Kegelschnitt,  d.  h.  man  be- 
stimme beliebig  viele  Lagen  der  sechsten  Seite  c, 
eines  Brianchon’schen  Sechsseits. 

a)  Die  Punkte  aft, , o,  ft  (Fig. 55.)  liegen  in  der 
Geraden  c,  des  Brianchon’schen  Punktes  5;  jeder 
Lage  desselben  als  eines  in  Cj  beweglichen  Punktes 
entspricht  eine  sechsteTangente  c,  des  Kegelschnitts ; 
B giebt  mit  ft,c  die  Gerade  Oj,  mit  ca,  die  Gerade 
ftj  und  ftaj,  a ftj  haben  c,  zur  Verbindungslinie.  Die 
Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  projectivische 
Reihen  auf  a und  ft  ist  darin  deutlich,  der  Satz 
von  Brianchon  ist  nur  ein  anderer  Ausdruck  der- 
selben. (Vergl.  § 27.;  1.) 

b)  Die  gesuchte  Tangente  c,  ist  Nachbarin  von 
a und  ft;  wählen  wir  also  in  a einen  beliebigen 
Punkt  als  ac, , so  liefert  er  mit  a,c  die  Verbin- 
dungslinie ftj,  die  mit  aft,,  a,ft  oder  Cj  den  Punkt 
B bestimmt;  verbindet  aj  diesen  mit  ft,  c,  so  liegt 
ajft  in  c, . So  construiert  man  linear  die  zweite 
Tangente  eines  Kegelschnitts  aus  einem  Punkte, 
der  einer  bekannten  Tangente  desselben  angehört. 
(Vergl.  § 27.;  1.) 
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2)  Man  constniierc  den  Berührungspunkt  des  durch 
fünf  Tangenten  bestimmten  Kegelschnitts  in  einer 
derselben.  (Für  diese  und  die  folgenden  Aufgaben 
bis  mit  8 vergleiche  man  die  entsprechenden  Num- 
mern des  § 27.) 

3)  Man  constmiere  für  zwei  der  fünf  einen  Kegel- 
schnitt bestimmenden  Tangenten  die  Berührungs- 
punkte. 

4)  Man  constmiere  den  durch  drei  Tangenten  und 
die  Berührungspunkte  in  zweien  derselben  bestimm- 
ten Kegelschnitt,  insbesondere  den  Berührungs- 
punkt der  dritten  Tangente. 

In  jedem  einem  Kegelschnitt  umge- 
schriebenen Dreiseit  schneiden  sich  die 
Verbindungslinien  der  Ecken  mit  den  Be- 
rührungspunkten der  Gegenseiten  in  einem 
Punkte. 

5)  Man  constmiere  den  Kegelschnitt  unter  denselben 
Voraussetzungen  durch  projoctivische  Reihen. 

(5)  Man  constmiere  den  durch  vier  Tangenten  und  den 
Berühmngspunkt  in  einer  derselben  bestimmten 
Kegelschnitt  nach  beiden  Methoden. 

7)  Man  constmiere  eine  Hyperbel  durch  drei  Tangen- 
ten und  eine  Asymptote;  oder  durch  eine  Tangente 
und  beide  A^mptoten. 

8)  Man  constmiere  eine  Parabel  diu-ch  vier  Tangenten 
oder  durch  drei  Tangenten  und  die  Richtung  ihres 
unendlich  fernen  Punktes;  oder  durch  zwei  Tan- 
genten, den  Berühmngspunkt  der  einen  von  ihnen 
und  jene  Richtung. 

9)  Man  beweise  die  Sätze:  Das  Dreieck,  welches  eine 
Tangente  der  Hyperbel  mit  ihren  Asymptoten  be- 
stimmt, hat  constante  Fläche.  Die  Verbindungsstrah- 
len von  zwei  festen  Punkten  der  Hyperbel  mit  einem 
veränderlichen  Punkte  derselben  erzeugen  in  den 
Asymptoten  zwei  projectivisch  gleiche  Reihen. 

Die  Tangenten  der  Parabel  bestimmen  auf  zwei 
festen  unter  ihnen  projectivisch  ähnliche  Reihen. 

29.  Die  vorhergehenden  Untersuchungen  zeigen,  dass 
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jeder  Kegclsehnitt  durch  pro  jecti vischc  Constructionen 
mit  dem  Lineal  bestimmt  ist,  sobald  man  fünf  Punkte  oder 
Tangenten  desselben  kennt  oder  was  dem  äquivalent  ist. 
(Vergl.  § 26.  und  27.;  4-8.) 

Sind  also  fünf  Punkte  oder  Tangenten  des  zu 
betrachtenden  Kegelschnitts  in  Projection  gefun- 
den, so  erhält  man  aus  ihnen  durch  dieselben  Con- 
structionen sein  vollständiges  Bild  und  aus  ebenso 
vielen  Punkten  oder  Tangenten  in  wahrer  Lage 
ebenso  die  wahre  Gestalt  des  Ganzen. 

Der  Werth  der  entwickelten  und  benutzten  Eigenschaften 
wird  aber  dadurch  erhöht,  dass  sie  auch  erlauben 

a)  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  dem  Ke- 
gelschnitt, 

b)  die  Tangenten  aus  einem  Punkte  an  denselben 
aus  seinen  Bestimraungsstücken  allein  durch  projcctivischo 
Constructionen  zu  finden,  ohne  die  Curve  selbst  verzeichnen 
zu  müssen. 


Wir  denken  fünf  Punkte 
eines  Kegelschnitts  gegeben 
und  fordern  die  Schnittpunkte 
desselben  mit  einer  gegebenen 
Geraden  t zu  bestimmen.  Die 
erzeugenden  projectivischen 
Strahlenbüschel , welche  aus 
zweien  T,  T'  (Fig.  56.)  jener 
fünf  Punkte  durch  Strahlen 
nach  den  drei  übrigen  l,  2, 
3 bestimmt  sind,  schneiden 
die  Gerade  t in  zwei  projec- 
tivischen Reihen,  von  denen 
drei  Paare  entsprechender 
Punkte  A,  A'\  B,  B'-,  C,  C gege- 
ben sind;  es  handelt  sich  da- 
rum, die  sich  selbst  entspre- 
chenden oder  Doppelpunkte 
dieser  Reihen  zu  construie- 
ren. 


Wir  denken  fünf  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  gegeben 
und  fordern  die  Tangenten  des- 
selben aus  einem  gegebenen 
Punkte  T zu  bestimmen.  Die 
erzeugenden  projectivischen 
Punktreihen,  welche  auf  zweien 
t,  t'  (Fig.  61.)  jener  fünf  Tan- 
genten durch  ihre  Schnitt- 
punkte mit  den  drei  übrigen 
n,  b,  c bestimmt  sind,  liefern 
durch  Verbindung  mit  dem 
Punkte  T zwei  projectivische 
Büschel,  von  denen  drei  Paare 
entsprechender  Strahlen  n,a\ 
b,  b' ; c,  c gegeben  sind ; es  han- 
delt sich  darum,  die  sich  selbst 
entsprechenden  oder  Doppel- 
strahlen dieser  Büschel  zu  con- 
struieren. 
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Berührt  ein  Kreis  K die  Ge-  Geht  ein  Kreis  K durch  den 
rade  l (Fig.  50.),  so  geht  von  Punkt  T (Fig.  57.),  so  liegt  in 
jedem  Punkte  A derselben  eine  jedem  Strahle  a desselben  ein 
Tangente  a an  den  Kreis  und  Punkt  A des  Kreises  und  also 
also  von  A,  Ä\  B,  B'\  C,  Cf  die  in  n,  a';  b,  6';  c,  c die  Punkte 
Tangenten  a,  a';  ß,  ß']  y,  y.  A,  A']  B,  ß';  C,  C.  Nun  folgt 
Nun  folgt  aus  der  Relation  aus  der  Relation 

{ABC---)  = {A  B'C ---)  (abc---)  = {ab’e' -■-) 


Fig.  56. 


nach  den  Gnindeigenschaften  nach  den  Grundeigenschaften 
der  Kegelschnitte  der  Kegelschnitte 

{aßy---)  = {cc'ß'y-),  (ABC-)  = {^B'C--), 

d.  i.  jene  sechs  Tangenten  be-  d.  h.  jene  sechs  Punkte  be- 
stimmen zwei  projectivische  stimmen  zwei  projectivischc 

Systeme  von  Tangenten  des  Systeme  von  Punkten  des 

Kreises.  Dann  ist  auch  Kreises.  Dann  ist  auch 

(«'•a|?y.)  = (a-«ß'y---)  (A'-ABC---)  = {A  - A"  B’ C - - -) 

und  diese  Reihen  sind  per-  und  diese  Büschel  sind  per- 
spectivisch  und  haben  somit  spcctivisch  und  haben  somit 
in  dem  Punkte  aß,  aß  -,  a'y,  in  den  Geraden  A'  B,  AB'‘, 
ay  ihr  perspectivisches  Cen-  A'C,  AC'  ihre  perspectivische 
truin.  Ebenso  entspricht  den  Axe.  Ebenso  entspricht  den 
Reihen  in  ß,  ß’  das  Centrum  Büscheln  aus  B,  B'  die  Axe 
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ßa'jß'a',  ßy'jß’y  unddenRei-  BÄ,  BÄ\  BC,  B'C  und  den 
hen  in  y,  y das  Centrum  yß' , Büscheln  aus  C,  Cf  die  Axe 
y ß]  ya,  y a.  Weil  endlich  CB',  CB\  CÄ,  CA.  Weil  end- 
ttß'yaßy  e\n  Brianchon’sches  lieh  6’^  ßC' ein  Pascalsches 
Sechsseit  ist,  so  fallen  diese  Sechseck  ist,  so  fallen  die 
drei  Centrain  einen  Punkt ß drei  Axen  in  eine  Gerade  p 
zusammen.  zusammen. 

>'ig.  57. 


K 

I 


Mit  Hilfe  des  Punktes  ß Mit  Hilfe  der  Geraden  p 
construiert  man  zum  Punkte  construiert  man  zum  Strahle  d 
D der  Reihe  den  entsprechen-  des  Büschels  den  entsprechen- 
den Punkt  ß'  derselben;  denn  den  Strahl  Ä desselben;  denn 
jener  giebt  die  Tangente  d jener  giebt  den  Punkt  ü des 
des  Kreises  und  da  die  Ge-  Kreises  und  da  der  Punkt 
rade  aS,  aS'  durch  ß gehen  Ä D,  AB'  in  p liegen  muss, 
muss,  so  erführt  man  ad',  so-  so  erfährt  man  Alf  und  somit 
mit  d'  und  D'.  D'  und  d'. 

Die  Tangenten  von  ß an  Die  Punkte  in  p auf  dem 
den  Kreis  i5f(Fig.  56.)  sind  zwei  Kreise  A' (Fig.  57.)  sind  zwei 
Strahlen  9p, , die  sich  in  den  Punkte  F^,  ßj,  die  sich  in  den 
projectivischen  Tangentensy-  projectivischen  Punktesyste- 
stemen  selbst  entsprechen,  und  men  selbst  entsprechen  und  ihre 
ihre  Schnittpunkte  mit  < sind  Verbindungslinien  mit  T sind 
die  Doppelpunkte  ß, , ß^  der  die  Doppclstrahlen  /■, , f.^  der 
projectivischen  Reihen.^,ß,C-",  projecti  vischen  Büschel  a,6,C"., 
ß',<7',..  • d.h.  die  Schnitt-  a,  b',  c,---  d,  h.  die  Tan- 
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punkte  der  G eraden  Mnit  genten  vom  Punkte  Tan 
dem  Kegelsclinitt.  den  Kegelschnitt. 

Offenbar  würde  jeder  andere  vollständig  verzeichnete 
Kegelschnitt  dieselbe  Verwendung  erlauben,  wie  der  Kreis  A'; 
ein  solcher  löst  aber  die  Probleme  am  bequemsten  und  schärf- 
sten; man  benutzt  die  Eigenschaften  des  Kreises  von  der 
gleichen  Länge  der  Tangenten  von  einem  Punkte  bis  zum 
Berührungspunkte  und  von  der  Halbierung  der  Sehne  durch 
den  zu  ihr  normalen  Radius  zur  Erhöhung  der  Genauigkeit 
der  Construction. 

Dieselben  Betrachtungen  führen  auch  noch: 
b)  zur  Bestimmung  der  übrigen  Schnittpunkte  von  zwei 
Kegelschnitten  K,  K*,  wenn  zwei  derselben  bekannt 
sind.  Denken  wir  P^,  P,  als  die  gemeinsamen  Punkte 
und  ist  der  erste  Kegelschnitt  durch  die  ferneren 
Punkte  Pj,  P^,  Pj,  der  zweite  durch  P,*,  P^*,  Pj* 
bestimmt,  so  sind  die  Strahlenbüschel  {P\P*P*P*’'-) 
und  {P^- P^ P * P^  ••■)  projectivisch  und  bestimmen  auf 
dem  ersten  Kegelschnitt  K zwei  projectivische  Reihen, 
deren  Doppelpunkte  offenbar  die  weiteren  Schnitt- 
punkte sind. 

Man  folgert  daraus  leicht,  wie: 

d)  zu  drei  gemeinsamen  Schnittpunkten  von  zwei  Kegel- 
schnitten der  vierte  gefunden  werden  kann,  natürlich 
durch  lineare  Construction. 

1)  Zwei  in  demselben  Träger  vereinigte  projectivische 
Punktreihen  oder  Strahlenbüschel  besitzen  im  All- 
gemeinen zwei  Doppelelemente,  welche  reell  und 
verschieden,  zusammenfallend,  oder  nicht  reell  (ima- 
ginär) sein  können.  Sind  sie  reell , so  ist  für  F^ , 
Pj  als  die  Doppelelementc  der  Reihen  und  /■, , als 
die  des  Büschels 

(P,  Pj  A P)  = (P|  F^A  D)  oder  (P,  P,  A = const. 
Ebenso  = consl.  (Vergl.  § 19.) 

2)  Man  construicre  die  Tangenten  einer  durch  zwei 
Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte  bestimmten 
Parabel,  welche  vom  Punkte  T ausgehen. 

3)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  t 
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mit  der  durch  ihre  Asymptoten  und  einen  l’unkt 
bestimmten  Hyperbel. 

4)  Man  ermittle  die  Gattung  eines  durch  fünf  Punkte 
bestimmten  Kegelschnitts,  eventuell  die  Asymptoten- 
richtungen  desselben.  Die  Gerade  t ist  unendlich 
fern,  man  bildet  aus  zweien  der  fünf  Punkte  die 
projectivischen  Büschel  über  den  drei  andern,  ver- 
legt durch  Parallelverschiebung  das  eine  an  den 
Scheitel  des  andern  und  bestimmt  die  Doppel- 
strahlen der  so  gebildeten  concentrischen  projec- 
tivischen Büschel. 

5)  Man  construiero  einen  Kegelschnitt  durch  vier  Punkte 
1,  2,  3,  4,  der  eine  gegebene  Gerade  i berührt. 
(Fig.  58.) 


Kig  58. 


Man  betrachtet  den  Berührungspunkt  in  der 
Geraden  als  die  Vereinigung  der  beiden  Schnitt- 
punkte mit  derselben  und  erkennt,  dass  die  pro- 
jectivischen Reihen  in  der  Geraden,  welche  der 
Kegelschnitt  bestimmt,  vereinigte  Doppelpunkte 
besitzen  müssen ; da  man  zwei  Paare  A,  B,  B' 
derselben  erhält,  indem  man  aus  zweien  der  vier 
Punkte  1,  2 als  Scheitel  die  Büschel  nach  den  bei- 
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den  andern  3,  4 bildet,  so  sind  sie  und  die  Lagen 
der  vereinigten  Doppelpunkte  bestimmt.  Man  erhält 
zwei  Lösungen,  nämlich  einen  Kegelschnitt  1,  2,  3,  4, 
der  t im  Punkte  56  und  einen,  der  es  im  Punkte 
56*  berührt.  (Vergl.  die  Construction  mit  § 31.;  3.) 

6)  Man  construiere  die  beiden  Parabeln  durch  vier 
gegebene  Punkte  oder  in  einem  Kegelschnittbüscliel. 

7)  Man  bestimme  die  Kegelschnitte  zu  vier  Tangenten 
durch  einen  gegebenen  Punkt. 

8)  Man  erörtere  die  Bestimmung  der  weitern  gemein- 
samen Tangenten  zu  "zwei  Kegelschnitten,  wenn 
zwei  oder  drei  derselben  gegeben  sind  — d.  i.  die 
zu  b),  c)  im  Texte  dualistisch  entsprechenden  Oon- 
structionen. 

30.  Die  vorigen  Constructionen  ermöglichen  zwar  auch  die 
constructive  Behandlung  involutorischer  Reihen  und  Büschel, 
weil  diese  nur  eine  durch  Besonderheit  der  Lage  ausgezeich- 
nete Art  vereinigter  projectivischer  Reihen  und  Büschel  sind; 
sic  zeigen  auch,  dass  eine  Involution  im  Allgemeinen  zwei 
Doppelclementc  besitzen  muss,  die  insbesondere  zusammen- 
fallen  oder  auch  nicht  reell  werden  können.  Man  entnimmt 
aber  schonaus  § 20.;  4.  und  an  derselben  Stelle  (§  20.;  7.)  diess 
erkennen  wir  nun  auch  den  Zusammenhang  der  Involution  mit 
der  projectivischen  Erzeugung  der  Kegelschnitte. 

Zur  besten  Form  der  die  Involution  betreffenden  Con- 
structionen und  zugleich  zur  Quelle  zahlreicher  wichtiger 
Eigenschaften  der  Kegelschnitte  gelangen  wir  jedoch  durch 
die  Verbindung  der  Lebre  von  der  in volutorischen 
Centralcollineation  mit  den  vorigen  Betrachtungen. 

In  einer  involutorischen  Centralcollineation  bilden  zwei 
Paare  entsprechende  Punkte  A,  B,  ff  auf  verschiedenen 
Strahlen  aus  dem  Centrum  C immer  ein  vollständiges  Viereck, 
von  dessen  Diagonalpunkten  zwei,  nämlich  AB',  ÄB-,  AB,  Aff 
in  der  Axe  der  Collineation  * gelegen  sind,  der  dritte  im 
Centrum.  Ebenso  bilden  zwei  Paare  entsprechende  Gerade 
u,  b,  h'  in  ihr  aus  verschiedenen  Punkten  der  Axe  ein 
vollständiges  Vierseit,  von  dessen  Diagonalen  zwei,  nämlich 
nb',  ab',  ab,  a'b'  durch  das  Centrum  der  Collineation  6 hin- 
durchgehen, die  dritte  in  der  Axe  liegt.  Diese  Vierecke  und 
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Vierseite  entsprechen  sich  selbst  in  der  involutorischen  Cen- 
tralcollineation.  Man  findet  solche  Vierecke  und  Vierseite  in 
Fig.  59.  a.  b.  c. 

Geht  man  zu  drei  Paaren  entsprechender  Elemente  A,  Ä ; 
B,  B'\  C,  C'  respective  n,  a';  b,  b’\  c,  c weiter,  so  erkennt  man, 
dass  dieselben  stets  ein  Pascal’sches  Sechseck,  mit  der  Colii- 
ncationsaxe  s als  seiner  Pascal’schen  Linie,  respective  ein 
Brianchon’sches  Sechsseit  mit  (I  als  seinem  Brianchon’schen 
l’unkt  bilden.  Drei  solche  Eie mentenpaa re  bestimmen 
also  einen  Kegelschnitt,  der  in  der  involutorischen 
Centralcollineation  sich  selbst  entspricht.  (Fig.  59. 
a.  b.  c.) 

Eine  Gerade  durch  das  Cen-  Durch  einen  Punkt  auf  der 
trum  G schneidet  den  Kegel-  Axe  s gehen  zwei  Tangenten 
schnitt  in  zwei  Punkten,  die  an  den  Kegelschnitt,  die  durch 
durch  das  Centrum  und  die  den  nach  dem  Centrum  gehen- 
Axe  s harmonisch  getrennt  den  Strahl  und  die  Axe  har- 
sind.  monisch  getrennt  sind. 

Wenn  unter  diesen  Geraden  Wenn  unter  diesen  Punkten 
zwei  Tangenten  des  Kegel-  zwei  Punkte  des  Kegelschnitts 
Schnitts  sind,  so  berühren  die-  sind,  so  gehen  die  zugehörigen 
selben  ihn  in  den  Punkten,  die  Tangenten  desselben  nach  dem 
er  mit  der  Axe  s gemein  hat.  Centrum  G. 

Wir  nennen  das  Centrum  der  involutorischen 
Collineation  und  die  Axe  derselben  respective  Pol 
und  Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  denn  man 
hat  sofort  die  Sätze: 

Jeder  Kegelschnitt  ist  Jeder  Kegelschnitt  ist 
für  jeden  Punkt  seiner  für  jede  Gerade  seiner 
Ebene  als  Centrum  mit  Ebene  als  Axe  mit  sich 
sich  selbst  in  involutori-  selbst  in  involutorischer 
scher  Centralcollinea-  Centralcollineation. 
tion. 

(Vergl.  § 26.  über  die  centrische  Collineation  zweier  be- 
liebigen Kegelschnitte  der  Ebene.) 

Die  zugehörige  Collinea-  Das  zugehörige  Collinea- 
tionsaxe  geht  durch  alle  nach-  tionscentrum  liegt  auf  allen 
folgend  bezeichneten  Punkte  nachfolgend  bezeichneten  Ge- 
oder  ist  der  Ort  derselben  (Fig.  raden  oder  ist  die  Enveloppe 
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derselben  (Fig.  59.  n.  b.  c.); 
nämlich  die  Enveloppe  der 
vierten  harmonischen  der  Axe 
conjugierten  Strahlen  zu  den 
Tangenten  a,  a\  b,  b' \ etc.  des 
Kegelschnitts  aus  jedem  aut' 
der  Axe  liegenden  Punkte;  die 
Enveloppe  der  Verbindungs- 
linien der  Punkte,  in  welchen 
jene  Paare  von  Tangenten 
kreuzweis  sich  schneiden,  wie 
ul),  ab)  etc.;  ferner  die  En- 
veloppe der  Verbindungslinien 
von  ab,  a'b'\  etc.  und  die  En- 
veloppe der  Verbindungslinien 
der  Berührungspunkte  A,  A'-, 
etc.  des  Kegelschnitts  in  den 
entsprechenden  Tangenten  wie 
a,  a')  etc. 

Darin  liegen  die  constructiven  Hilfsmittel  für  den  Ueber- 
gang  vom  Centimm  der  Involution  zur  Axe  derselben,  d.  i. 
vom  Pol  zur  Polare,  so  wie  für  den  umgekehrten  von 
der  Polare  zum  Pol.  Die  Gerade  durch  die  Halbierungs- 
punktc  aller  der  Strecken  zwischen  Pol  und  Polare  auf  den 
versehiedenen  durch  den  Pol  gehenden  Strahlen  ist  — als 
Vereinigung  der  Gegenaxen  der  involutorischen  Systeme  — 
der  Ort  der  freien  Ecken  aller  der  Parallelogramme,  welche 
die  vom  Pol  ausgehenden  Parallelen  entsprechender  Geraden- 
paare — speciell  entsprechender  Tangentenpaare  des  Kegel- 
schnitts — mit  diesen  selbst  bilden.  (§  20.).  Diese  Paare 
der  entsprechenden  Geraden  erzeugen  auf  der  durch  den  Pol 
gezogenen  Parallelen  zur  Polare  symmetrisch  gleiche  pro- 
jectivische  Reihen  V,  V"  (Fig.  59.  a.  b.  c.),  die  den  Pol  zum 
Doppelpunkt  haben.  (§  20.;  1.  Vergl.  § 19.;  3.) 

Sonach  besitzt  einelnvolution  von  Punkten  A,  A'-, 
B,  auf  einem  Kegelschnitt  nicht  nur  eine  Axe 

oder  Polare,  in  welcher  sich  die  Paare  der  Geraden 
Alf,  AB)  AC,  A'C]  ab.  Ab')  etc.  schneiden  (§  29.),  son- 
dern auch  ein  Centrum  oder  einen  Pol,  in  welchem 


59.  a.  b.  c.) ; nämlich  der  Ort  der 
vierten  harmonischen  dem  Cen- 
trum conjugierten  Punkte  zu 
den  Punkten  A,  A)  B,  B ) etc.  des 
Kegelschnitts  auf  jedem  durch 
das  Centrum  gehenden  Strahl ; 
der  Ort  der  Schnittpunkte  der 
Geraden,  welche  jene  Paare 
von  Punkten  kreuzweis  ver- 
binden, wie  ab',  AB)  etc.; 
ferner  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte von  AB,  A B ) etc.  und 
der  Ort  der  Schnittpunkte  der 
Tangenten  a,  a";  etc.  des  Ke- 
gelschnitts in  den  entsprechen- 
den Punkten  wie  A , A ) 
etc. 


Digiiized  by  Google 


9ß  Erster  Tlicil. 

alle  G eraden  Ä ß',  CC',-- ■ con vergieren.  Und  eine 
Involution  von  Tangenten  a,  ft,  ft';-*’  einen  Ke- 
gelschnitt besitzt  ausser  einem  Centrum  oder  Pol, 
in  welchem  die  Verbindungslinien  der  Punktepaare 
ab',  n'ft;  ac,a'c\  ab,  u'b'\  etc.  convergieren  (§29.).  auch 
eine  Axe  oder  Polare,  in  welcher  alle  die  Punkte 
au  , ftft',  •••  liegen. 

1)  Man  bestimme  die  gerade  Linie  von  einem  Punkte 
S nach  dem  unzugänglichen  Schnittpunkt  zweier 
Geraden  g und  g'  durch  Punkte  ohne  Hilfe  des 
Zirkels  (Fig-  60.).  Man  zieht  durch  S zwei  Gerade 


Kig.  <50. 


a,d  und  betrachtet  g,g'\  a,a'  als  entsprechende  Paare 
einer  involutorischen  Perspective;  sie  geben  6 als 
Centrum  derselben,  damit  weitere  Paare  wie  ft,  ft' 
und  damit  neue  Punkte  der  Axe  derselben,  welche 
durch  S und  g,  g'  gehen  muss.  (Vergl.  § r>7.;  1.) 

Kig.  fil. 


2)  Man  bestimme  die  Polare  p eines  Punktes  P in 
Bezug  auf  denjenigen  Kegelschnitt,  welcher  durch 
fünf  andere  Punkte  1,  2,  3,  4,  5 der  Ebene  bestimmt 
ist  — indem  man  (Fig.  61.)  die  Verbindungslinien 
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von  P mit  zweien  jener  Punkte  (1,  5)  und  ihre  fer- 
neren Schnittpunkte  (G)  mit  dem  Kegelschnitt  be- 
nutzt. Speciell,  wenn  der  Punkt  P der  unendlich 
ferne  Punkt  einer  gegebenen  Geraden  ist. 

3)  Man  construierc  den  Pol  P einer  Geraden  p in 
Bezug  auf  die  durch  ihre  Asymptoten  und  eine 
andere  Tangente  bestimmte  Hyperbel;  insbesondere 


Fig.  CS. 


den  Pol  der  unendlich  entfernten  Geraden  für  den 
durch  fünf  Tangenten  bestimmten  Kegelschnitt. 
Uie  Construction  des  Letzteren  in  Fig.  62.  ist  zu 
erkliu’en. 

|4)  Die  Projectionen  T'  und  //  des  Pols  P und  der 
Polaren  p für  einen  Kegelschnitt  A'  sind  Pol  und 
Polare  für  die  Projection  des  Kegelschnitts  A”. 

31.  Durch  das  Vorige  sind  die  besten  Mittel  zur  Behand- 
lung der  Probleme  über  die  involutorischen  Büschel  und 
Reihen  gewonnen,  welche  denen  des  § 29.  analog  sind. 

1)  Zwei  Paare  von  Punkten  einer  Geraden  t oder  zwei 
Paare  von  Strahlen  eines  Punktes  T,  welche  sich 
entsprechen,  A,  A^ ; B,  B^  oder  ct,  o, ; 6,  b^  bestim- 
men eine  Involution  von  Punkten  oder  Strahlen. 
Man  construiert 

a)  für  einen  Kreis  A',  welcher  t berührt  — rc- 
spective  durch  T geht  — das  System  involutorischer 
Tangenten  aus  A,  Ai’,  B,  B,,  nämlich  «,  ß, , ß,  (3, 
(Fig.GS.a.)  — respective  das  System  involutorischer 

Fied  ler,  Dantelieude  Ocom6trie.  7 
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1‘iiiikte  auf  n,  n, , </,  , nämlich  A,  A, , B,  ff,  (Fig. 

tJ3.  b.)  — und  zu  diesem  die  Polare  />  — respeetive 
den  Pol 


Fig.  <>3. 

a.  b. 


b)  ein  Viereck , von  dessen  Gegenseitenpa.aren 
das  eine  durch  A,  A^,  das  andere  durch  ff,  ff,  geht. 
(§  25.;  3.) 

Man  bostiinine  zum  Punkte  C,  respeetive  Strahl 
c,  den  entsprechenden  Punkt  C,  — Strahl  c,  — der 
Involution;  sowohl  nach  a)  als  nach  b). 

2)  Man  ermittele  die  Doiipelpunktc  G,  H einer  invo- 
lutorischen  Keihe  in  I und  die  Doppclstrahlen  y,  h 
eines  involutorischen  Büschels  aus  T — mittelst 
des  l’ols  respeetive  der  Polare  der  Involution  in 
1,  «). 

3)  Man  bestimme  die  durch  vier  feste  Punkte  gehen- 
den — oder  vier  feste  Gerade  berührenden  — 
Kegelschnitte  mit  einer  gegebenen  Geraden  als  Tan- 
gente — respeetive  durch  einen  gegebenen  Punkt 
(§  25.;  2.);  speciell  die  Parabeln  durch  vier  Punkte. 

4)  Die  Doppel -Elemente  sind  reell,  wenn  die  Paare 
entsprechender  Elemente  sich  nicht  trennen,  und 
sind  nicht  reell,  wenn  dieselben  sich  trennen.  Je 
nachdem  die  Doppelelemente  reell  und  verschieden, 
vereinigt  oder  nicht  reell  sind,  nennt  man  die  In- 
volution eine  hyperbolische,  parabolische  oder 
elliptische  Involution  von  Punkten  oder  Strahlen. 

5)  Wie  bestimmt  man  den  Centralpunkt  der  Involu- 
tion von  Punkten  A,  A^,  ff,  ff,  in  der  Geraden  /? 
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G)  Man  construicro  das  Paar  r,  r^  entspif^chender  reelit- 
winkliger  Strahlen  des  involutorisclien  Strahlcn- 
büsehels  n,  b,  i, 

(§  2<J.;  3.)  Fig.  64.  und 
zeige,  dass  sie  im  Fall 
reeller  Doppelstrahlen 
die  von  diesen  gebil- 
deten Winkel  halbieren. 

7)  Jede  Involution  von 
Strahlen , in  welcher 
zwei  Paare  entsprechen- 
der Strahlen  rechteWin- 
kel  einschlicsscn , ist 
eine  Involution  rechter  Winkel,  d.  h.  besteht 
aus  lauter  rechtwinkligen  Paaren. 

8)  Alle  Rechtwinkel-Involutionen  sind  einander  gleich ; 
wir  legen  daher  ihren  nicht  reellen  Doppelstrahlen, 
die  nach  den  Schnittpunkten  des  Hilfskreises  mit 
der  unendlich  fernen  Polare  der  Involution  gehen, 
einerlei  feste  Richtungen  bei;  d,  h.  alle  Kreise  der- 
selben Ebene  gehen  durch  zwei  feste  nicht  reelle 
Punkte  J^,  /j  in  der  unendlich  fernen  Geraden. 
Wir  neunen  sie  die  Kreispunkte  der  Ebene. 

9)  Die  centrale  Projection  der  Involution  rechter  Win- 
kel mit  ihrem  Hilfskreis  ist  eine  allgemeine  Invo- 
lution ohne  reelle  Doppelstrahlen  mit  ihrem  Pol 
und  ihrer  Polare. 

10)  Die  Doppelstrahlen  gleichwinkliger  projectivischer 
Büschel  von  einerlei  Scheitel  und  von  gleichem 
Sinn  gehen  nach  den  Kreispunkten  der  Ebene. 

11)  Winkel  von  einerlei  Halbierungslinien  bilden  eine 
symmetrische  Involution  (§  21.;  6.)t  der  Pol  der- 
selben im  Hilfskreis  ist  unendlich  fern,  die  Polare 
ein  Durchmesser. 

12)  Man  construiere  eine  Involution  von  Strahlen  aus 
den  Doppel-Elementen;  speciell  eine  involutorische 
Reihe  aus  einem  Paare  und  dem  Centralpunkt;  etc. 

13)  Zwei  Involutionen  in  dcreelben  Geraden  oder  um 
denselben  Punkt  haben  im  Allgemeinen  ein  gemein- 

(• 


Fig.  64. 
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schaftliches  Paar  von  Elementen.  Welches  sind 
die  Bedingungen  für  die  Realität  desselben?  Man 
bestimme  es,  wenn  die  Doppel  - Elemente  der  In- 
volutionen gegeben  sind. 

14)  Man  construierc  diejenigen  Kegelschnitte  von  zwei 
Büscheln  (§  25.;  1.)  ABCI),  A*  B*  C*  P*,  welche 
sich  in  der  Geraden  t ihrer  Ebene  durchschneiden ; 
ebenso  diejenigen  Kegelschnitte  zweier  Schaaren 
(ibid.)  abcd,  a*b*c*d*,  welche  die  nämlichen  Tan- 
genten aus  einem  Punkte  T ihrer  Ebene  haben. 
Speciell  die  Hyperbeln  mit  parallelen  Asympto- 
ten, etc. 

15)  Alle  Hyperbeln  mit  denselben  Asymptoten  bestim- 
men in  einer  beliebigen  Geraden  Punktejiaare  einer 
symmetrischen  Involution,  in  welcher  die  Schnitt- 
punkte mit  den  Asymptoten  ein  Paar  bilden.  Die 
Centralprojection  der  Figur  liefert  einen  allgemei- 
neren Satz. 

16)  Man  constniiero  nach  dem  vorigen  Satze  eine  Hy- 
perbel aus  den  Asymptoten  und  einem  ihrer  Punkte 
— mittelst  der  Strahlen  durch  diesen. 


32.  Die  Constructionen  des  § 60.  für  den  Uehergang  vom 
Pol  zur  Polare  und  umgekehrt  enthalten  eine  Reihe  wichtiger 
Sätze  für  die  ebenen  involutorisch  collinearen  Systeme. 


a)  In  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen  Vier- 
eck ist  die  gerade  Verbindungs- 
linie von  zwei  Diagonalpunk- 
ten (§22.;  3.)  die  Polare  des 
dritten  Diagonalpunktes  in  Be- 
zug auf  den  lyegclsclmitt. 

Man  nennt  die  Diagonal- 
punkte ein  Tripel  harmo- 
nischer Pole  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt. 


In  jedem  einem  Kegelschnitt 
uingeschriehenen  Vierscit  ist 
der  Durchschnittspunkt  von 
zwei  Diagonalen  (§22.;  3.)  der 
I’ol  der  dritten  Diagonale  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt. 

Man  nennt  die  Diagonalen 
ein  Tripel  harmonischer 
Polaren  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt. 


Die  von  solchen  Tripeln  gebildeten  Dreiecke  und  Drei- 
seite heissen  auch  sich  selbst  conjugiert  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt. 
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* b)  Die  Polaren  aller  Punkte  Die  Pole  aller  Geraden  aus 
einer  Geraden  p in  Bezug  auf  einem  Punkte  V in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  gehendurch  einen  Kegelschnitt  liegen  in 
den  Pol  P dieser  Geraden.  der  Polare  p dieses  Punktes. 

Die  Reihe  der  Pole  in  der  Polare  und  das  Büschel  der 
entsprechenden  Polaren  aus  dem  Pol  sind  projectivisch ; jene 
bestimmen  mit  dem  Pol  ein  Büschel,  dessen  Strahlen  denen 
des  Büschels  der  Polaren  projectivisch  und  involutorisoh  d.  i. 
vertauschungsfähig  entsprechen ; diese  bestimmen  mit  der  Po- 
lare eine  Reihe,  deren  Punkte  den  Polen  projectivisch  und 
involutorisch  entsprechen  d.  h. : 

c)  Alle  Strahlen  eines  ebenen  Alle  Punkte  einer  geradli- 
Strahlenbüschels  ordnen  sich  nigen  Reihe  ordnen  sich  in 
in  Bezug  auf  einen  festen  Ke-  Bezug  auf  einen  festen  Kegel- 
gelschnitt seiner  Ebene  so  in  schnitt  ihrer  Ebene  so  in  Paare, 
Paare,  dass  die  eine  Gerade  dass  der  eine  Punkt  jedes 
jedes  Paares  den  Pol  der  an-  Paares  in  der  Polare  des  an- 
dern in  Bezug  auf  denselben  dem  in  Bezug  auf  denselben 
enthält.  • liegt- 

Diese  Paare  bilden  eine  ln-  Diese  Paare  bilden  eine  In- 
volution, die  Involution  volution,  die  Involution 
harmonischer  Polaren  um  harmonischer  Pole  in  der 
den  betrachteten  Punkt.  betrachteten  Geraden. 

Die  Doppelstrahlen  dersel-  Die  Doppelpunkte  derselben 
ben  sind  Tangenten  des  Kegel-  sind  Schnittpunkte  des  Kegel- 
schnitts aus  dem  Punkte.  Schnitts  mit  der  Geraden. 

Die  Involution  harmonischer  Polaren  um  einen  Punkt  und 
die  Involution  harmonischer  Pole  auf  der  Polare  dieses  Punk- 
tes sind  perspectivisch. 

1)  Man  construiere  die  Involution  harmonischer  Pole 
auf  einer  Geraden  p und  die  der  harmonischen  Po- 
laren um  ihren  Pol  P für  einen  Kegelschnitt  der 
durch  fünf  Punkto  bestimmt  ist. 

Man  hat  von  zwei  Punkten  A,  B der  Geraden 
die  Polaren  a,  b zu  ermitteln  (§  dO. ; 2.).  Die  Con- 
struction  in  Fig.  65.  ist  zu  erklären.  (Vergl.  Fig. 
61.,  p.  96.) 

2)  Man  linde  die  Schnittpunkte  des  durch  fünf  Punkte 
bestimmten  Kegelschnitts  mit  einer  Geraden  p als 
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Doppelpunkte  der  ihr  angchörigen  Involution  har-' 
inoniseher  Pole;  ebenso  die  Tangenten  aus  einem 
Punkte  P an  denselben  (Fig.  ß5/). 


Kig.’.6.V 


3)  Man  bestimme  den  Centralpunkt  M derselben  In- 
volution — mittelst  der  Polare  der  Richtung  der 
Geraden. 

4)  Man  erläutere  die  Construction  von  Pol  und  Polare 
für  den  Kreis  und  den  Satz,  dass  die  Polare  zum 
Durchmesser  des  Polsr  echtwinklig  ist,  vom  Stand- 
punkte der  involutorischenCentral-Collineation.  Das 
Rechteck  aus  den  Abständen  des  Pols  und  der  Po- 
lare vom  Centrum  ist  dem  Quadrat  des  Halbmes- 
sers gleich.  (§  20.;  6.) 

b)  Die  Polare  eines  Punktes  des  Kegelschnitts  ist  die 
Tangente  desselben  in  ihm  und  der  Pol  einer  Tan- 
gente ist  ihr  Berühningspunkt.  Die  Punktreihe 
A,  fi,  C,  in  der  Tangente  t und  das  Büschel  der 
ihnen  entsprechenden  Polaren  a,  &,  c,  •••  sind  pro- 
jectivisch  oder  das  Doppelverhältniss  von  vier 
Punkten  eines  Kegelschnitts  ist  dem  der  entspre- 
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eilenden  Tangenten  desselben  gleich.  (\’ergl.  § 24., 
p.  73.) 

(j)  Die  Involution  harmonischer  l’olc  in  der  'rangente 
t ist  para4)olisch  (4;  31.;  4.),  die  ent.sprechenden 
di,  /?!,•••  aller  Punkte  A,  //,•••  sind  im  Berüh- 
rungspunkte T vereinigt.  Kbeuso  ist  die  Involu- 
tion harmonischer  Polaren  aus  einem  Punkte  des 
Kegelschnitts  parabolisch. 

7)  Die  Involution  harmonischer  Polaren  aus  dem  Cen- 
trum  tS  und  die  der  haiiuonischeu  Pole  auf  der 
Axo  der  Collineation  s sind  zwei  Kegelschnitten 
A',  Ä"  gemein,  von  denen  der  eine  in  der  bezüg- 
lichen centrischen  Collineation  dem  andern  ent- 
spricht. Diess  Verhalten  ist  von  der  Realität  der 
Doppelelemcnte  jener  Involutionen  d.  h.  von  der 
Existenz  gemeinschaftlicher  Tangenten  aus  t5  und 
gemeinschaftlicher  Punkto  auf  s unabhängig. 

8)  Geht  von  zwei  zu  einander  centrisch  collinearen 
Kegelschnitten  der  eine  durch  das  Centnim  t£,  so 
thiit  diess  auch  der  andre  und  beide  haben  in  ihm 
dieselbe  Tangente  (0.). 

33.  Jeder  aus  Punkten  und  Geraden  zusammengesetzten 
Figur  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  A’  entspricht  eine  aus 
den  Polaren  jener  Punkte  und  den  Polen  jener  Geraden  ganz 
gleich  zusammengesetzte  Figur,  in  der  jedem  Strahlenbüschel 
der  ersten  eine  ihm  projectivischc  Punktreihe  der  zweiten 
\ind  umgekehrt  entspricht  — die  Polartigur  der  ersten  in  Be- 
zug auf  A’;  gleichzeitig  ist  die  erste  Figur  die  Polartigur  der 
zweiten  in  Bezug  auf  A'.  Man  nennt  daher  zwei  solche  Fi- 
guren reciproke  Polar- Figuren  in  Bezug  auf  A’  und  be- 
zeichnet diesen  Kegelschnitt  als  die  Directrix  der  Reei- 
procität. 

Darnach  giebt  die  Figur  eines  geometrischen  Satzes  oder 
Problems  der  eines  neuen  Satzes  oder  Problems  den  Ursprung; 
das  Princip  der  Reciprocalfiguren  oder  der  Reciprocität  er- 
laubt darnach,  die  Jlcnge  der  geometi'ischen  Wahrheiten  zu 
vermehren;  aus  dem  Satze  von  Pascal  lässt  es  den  Satz  von 
Brianchon  hervorgehen,  etc.  ln  den  vorhergehenden  Ent- 
wickelungen liefern  alle  die  parallel  neben  einander  gestellten 
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Sätze  und  Aufgaben  Beispiele  für  diesen  Uebergang.  Ihre 
Nebencinanderstcllung  im  Vorhergehenden  ist  aber  von  diesem 
Princip  unabhängig  aus  der  dualistischen  Natur.dcs  Prozesses 
der  Projection,  und  des  ihn  beherrsohenden  Gesetzes  der 
Doppelverhältnissgleichheit  hervorgegangen;  so  wie  jener  sich 
aus  der  Bildung  des  Scheines  oder  des  projicierenden  Bün- 
dels und  der  seines  Schnittes  mit  der  Bildebene  zusammen- 
setzt, so  erstreckt  sich  dieses  gleichmässig  auf  Reihen  von 
Punkten  und  auf  Büschel  von  Strahlen  und  Ebenen.  Unsere 
Entwickelung  giebt  jene  Sätze  als  Folgen  jenes  allgemeinen 
Gesetzes  der  Dualität,  das  die  geometrischen  Formen  und  ihre 
Eigenschaften  beherrscht  (§  23.);  im  Besondern  entsprochen 
sie  einander  auch  nach  dem  Princip  der  Reciprocität. 

1)  Die  Polarfigur  eines  Kreises  (oder  Kegelschnitts) 
in  Bezug  auf  einen  Kreis  als  Directrix  der  Roci- 
procität  ist  ein  Kegelschnitt,  und  zwar  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  Mittelpunkt 
des  Directrixkreises  in  dem  gegebenen  Kreise,  auf 
seiner  Peripherie  oder  ausserhalb  desselben  liegt. 
Weitere  Beziehungen  für  denselben  würden  sich 
in  Anwendung  der  folgenden  Entwickelungen  er- 
geben; z.  B.  der  Mittelpunkt  der  Directrix  ist  ein 
Brennpunkt  desselben  nach  § 35. 

2)  Die  Punkte  der  Bildebene  und  die  Spuren  der  pro- 
jicierenden  Normalebencn  zu  den  durch  sie  be- 
stimmten projicierenden  Strahlen  bilden  zwei  polar- 
reciproke  Systeme  mit  einem  aus  dem  Hauptimnkte. 
C,  mit  dem  nicht  reellen  Halbmesser  d y — 1 be- 
schriebenen Kreise  als  Directrix  der  Reciprocität. 
(Vergl.  § 10.,  § 20.  Ende  imd  § 32.;  4.)  Einem 
Kegelschnitt  der  Bildebene  entspricht  so  ein  an- 
derer Kegelschnitt  derselben  als  Envcloppe  der 
Spuren  der  projicierenden  Kormalebenen  zu  den 
projicierenden  Strahlen,  welche  nach  den  Punkten 
des  ersteren  gehen;  etc. 

34.  Einige  Specialfälle  der  allgemeinen  Gesetze  des  § 32. 
sind  Von  besonderer  Wichtigkeit;  zuerst  solche,  iu  welchen 
der  Träger  der  Involution  harmonischer  Polaren  oder  Pole 
eine  spccielle,  nämlich  unendlich  ferne  Lage  hat;  sodann  solche, 
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in  denen  die  Involution  harmonischer  Polaren  selbst  von  be- 
sonderer Art,  nämlich  eine  Involution  rechter  Winkel  ist. 

1)  Ist  der  Pol  P unendlich  entfernt,  so  halbiert  die 
Polare  alle  durch  ihn  gehenden,  unter  einander 
jtarallelen  Sehnen  des  Kegelschnitts;  der  Kegel- 
schnitt entspricht  sich  selbst  in  einer  Axensymine- 
trie,  für  welche  diese  Polare  die  Axe  ist(§21.;b.) 
Man  nennt  diese  einem  unendlich  fernen  Centrum 
entsprechende  Axe  der  Involution  am  Kegelschnitt 
den  der  Kichtung  des  Centrums  also  auch  der  von  ihr 
halbierten  Sehnen  conjugierten  Durchmesser  des 
Kegelschnitts.  Die  Tangenten  des  Kegelschnitts 
in  den  Schnittpunkten  dieses  Durchmessers  mit 
ihm  sind  parallel  diesen  Sehnen  (Fig.  66.)  und  die 


Flg.  W. 


Berührungspunkte  der  zu  ihm  selbst  pamllolcn  Tan- 
genten  liegen  auf  dem  gleichgerichteten  Durchmes- 
ser. Dieser  Letztere  als  die  Polare  der  Kichtung 
des  ersteren  Durchmessers  halbiert  diesen  so  wie 
alle  zu  ihm  parallelen  Sehnen.  Man  nennt  ihn  den 
dem  ersten  conjugierten  Durchmesser.  Ihre 
Richtungen  bilden  ein  Paar  in  der  dem  Kegelschnitt 
entsprechenden  Involution  harmonischer  Pole  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden. 

2)  In  jedem  Durchmesser  liegt  eine  Involution  har- 
monischer Pole,  die  ihre  Doppelpunkte  in  der  Peri- 
pherie dos  Kegelschnitts  hat;  der  Ccntralpunkt  M 
dieser  Involutionen  ist  allen  gemein  und  heisst  der 
Mittelpunkt  des  Kegelschnitts.  (Vergl.  3.) 


Digitized  by  Google 


106 


Erster  Theil. 


3)  Ist  die  Polare  p imondlich  fern,  so  werden  alle 
durch  den  Pol  gehenden  Sehnen  in  demselben  hal- 
biert und  sind  Durchmesser  des  Kegelschnitts.  Der 
IJol  der  unendlich  fernen  Oeraden  ist  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnitts. 

4)  In  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  entspricht  der  Ke- 
gelschnitt sich  selbst  in  einer  centrischen  Symme- 
trie (t?  21.;  d.). 

5)  ln  der  Centraljirojeetion  A"'  eines  Kreises  A'  wird 
das  Bild  vom  Pol  der  Gegenaxe  r im  Kreise  znm 
Mittelpunkt.  (Vergl.  § 32.;  5.) 

6)  Alle  Durchmesser  der  Parabel  sind  einander  parallel, 
da  sie  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  derselben 
gehen. 

7)  Alle  die  Durchmesser  eines  Kegelschnitts  bilden 
die  Involution  harmonischer  Polaren  aus  dem  Mittel- 
punkt desselben;  die  Paare  der  conjugierten  Durch- 
messer sind  die  Paare  derselben.  Ihre  Doppelstrahlen 
sind  reell  und  verschieden,  zusaminonfallend  oder 
nicht  reell,  jenachdem  die  unendlich  ferne  Gerade  den 
Kegelschnitt  in  reellen  und  verschiedenen,  vereinig- 
ten oder  nicht  reellen  Punkten  schneidet,  d.  h.  reell 
und  verschieden  in  der  Hyperbel,  zusammcnfallend 
— in  der  unendlich  fernen  Geraden  — für  die  Pa- 
rabel, nicht  reell  für  die  Ellipse.  Hie  sind  die 
Asymptoten  des  Kegelschnitts.  (Man  vergl.  die 
Benennungen  des  §31.;  4.)  In  der  Ellipse  trennen 
sich  die  Paare  der  conjugierten  DurchmesBer,  in 
der  Hyperbel  trennen  sie  sich  nicht ; in  der  Parabel 
Ikllt  von  einem  Paare  derselben  immer  der  eine 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammen. 

8)  In  der  Hyperbel  wird  jedes  Paar  der  conjugierten 
Durchmesser  von  den  Asymptoten  harmonisch  ge- 
trennt. Von  zwei  conjugierten  Durchmessern  der 
Hyperbel  schneidet  sie  also  der  eine,  die  Involution 
harmonischer  Pole  auf  dem  andern  ist  ohne  reelle 
Doppelpunkte  (2.). 

9)  Das  Rechtwinkclpaar  der  Involution  der  conj\igiorten 
Durchmesser  nennt  mau  die  Axon  des  Kegelschnitts ; 
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die  Tangenten  desselben  in  ihren  Hehnittjninkten 
mit  ihm,  die  man  seine  Schei  tel  nennt,  sind  ortho- 
gonal zn  ihnen.  Der  Kegelschnitt  ist  in  Hezug  anf 
jede  seiner  Axon  in  orthogonaler  Axonsymmetrie. 

10)  In  jedem  einem  Kegel-  In  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen  schnitt  umgeschriebenen 
Parallelogramm  sind  die  Parallelogramm  sind  die 
Parallelen  zu  den  Seiten  Diagonalen  zwei  conju- 
aus  dem  Schnittpunkt  der  gierte  Durchmesser. 
Diagonalen  zwei  conju-  (§  32.;  a.) 

gierte  Durchmesser. 

11)  In  der  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Asymp- 
toten rechtwinklig  zu  einander  sind,  besteht  die  Invo- 
lution der  conjugierten  Durchmesser  aus  zwei  gleich- 
winkligen Strahlenbüscheln  mit  entgegengesetztem 
Drehungssinn  oder  sie  ist  eine  symmetrische  Invo- 
lution. Die  aus  den  Endpunkten  eines  Durchmessers 
über  den  Punkten  der  gleichseitigen  Hyperbel  ge- 
bildeten Strahlenbüschel  sind  gleich. 

12)  Man  construiere  eine  gleichseitige  Hyperbel  durch 
drei  Punkte  und  eine  Asymptotenrichtung. 

13)  Alle  gleichseitigen  Hyperbeln  durch  drei  Punkte 
gehen  auch  durch  den  Durchschnittspunkt  der  drei 
Höhen  in  dem  von  diesen  gebildeten  Dreieck. 

14)  Wenn  cs  in  einem  Kegelschnitt  zwei  Paare  von 
rechtwinkligen  conjugierten  Durchmessern  giebt, 
BO  sind  alle  Paare  derselben  rechtwinklig;  der  Ke- 
gelschnitt ißt  ein  Kreis  und  durch  einen  Punkt 
seiner  Peripherie  bestimmt. 

15)  Die  Parabel  hat  nur  eine  Axe  und  einen  Scheitel; 
man  construiere  beide,  wenn  vier  Tangenten  be- 
kannt sind  — zuerst  die  Richtung  der  Axe,  dann 
den  Scheitel. 

16)  Man  construiere  aus  den  fünf  einen  Kegelschnitt 
bestimmenden  Punkten  A,  B,  C,  D,  E zwei  Paare  con- 
jugierter  Durchmesser  desselben,  seine  Axen,  etc. 
Man  zieht  A B und  dazu  parallel  I)  F und  halbiert 
beide  Sehnen;  ebenso  für  BC  und  etwa  das  dazu 
parallele  DG, 
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17)  Man  construiore  eine  Ellipse  aus  zwei  conjugierten 
1 Ittri-hmcssern  ATI,  CI>  durch  Tangenten  imd  deren 
Berührungspunkte  — indem  man  von  den  zwei  Tan- 
genten in  den  Enden  eines  Durchmessers  die  eine  als 
Vereinigung  der  ersten  und  zweiten  (12),  die  andere 
als  dritte  Seite  (3),  die  Tangente  in  einem  Endpunkt 


Fig.  67. 


des  andern  Durchmessers  als  Vereinigung  der  vier- 
ten und  fünften  Seite  (45)  des  Brianchon’schen  Sochs- 
scits  betrachtet  (Fig.  67.) ; die  Berührungspunkte  nach 
^28. ; 4.  Man  disponiere  so,  dass  nur  der  im  Inneren 
des  Parallelogramms  der  gegebenen  Tangenten  gele- 
gene Raum  für  die  Construction  benutzt  wird. 

18)  Wenn  eine  Ellipse  und  ein  Kreis  einen  Durchmesser 
gemein  haben,  so  sind  sie  als  affine  Figuren  für 
diesen  Durchmesser  als  Axe  der  Affinität  anzu- 
sehen; die  Verbindungslinien  der  Endpunkte  der- 
jenigen Durchmesser  von  beiden,  welche  dem  ge- 
meinsamen Durchmesser  conjugiert  sind,  geben  die 
Richtung  der  Affinitätsstrahlen.  Sie  sind  zur  Af- 
finitätsaxe  rechtwinklig,  wenn  diese  eine  Axe  für 
die  Ellip  se  ist. 

19)  Von  einer  Ellipse  (Fig.  68.)  sind  die  Endpunkte  von 
zwei  conjugierten  Durchmesseni  AB,  CD  gegeben; 
man  soll  ihre  Durchsehnittspunkte  E,  Finit  einer  Ge- 
raden g und  ihre  Tangenten  e,  f von  einem  Punkte 
/'  ihrer  Ebene  construieren  — indem  man  sie  als 
affin  zu  dem  über  einem  jener  Dimchmesser  be- 
schriebenen conccntrischen  Kreise  K'  betrachtet, 
und  durch  Bestimmung  der  im  Kreissystem  ent- 
sprechenden Geraden  g und  des  dort  entsprechen- 
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deu  Punktes  P'  von  den  Sclinittpunkten  P,  P und 
Tangenten  f dieser  Letztem  mit  dem  Kreise  A"  zu 
den  Geforderten  übergeht.  Die  Figur  68.  enthält  die 
Ausführung;  auch  die  Berührungspunkte  der  Tan- 
genten e und  /■ ; man  wird  leicht  die  Tangenten  für 
die  Punkte  E,  F hinzufügen. 

20)  Die  Axen  eines  durch  fünf  Punkte  gehenden  Ke- 
gelschnitts können  auch  mittelst  eines  Kreises  be- 


Fig.  G8. 


stimmt  werden,  der  durch  drei  von  diesen  fünf 
Punkten  A,  B,  C geht  und  dessen  vierter  Schnitt- 
punkt I)'  mit  demselben  daher  nach  § 29. ; d.  linear 
bestimmt  ist.  In  der  dureh  diesen  Kreis  und  den 
Kegelschnitt  nach  § 2.Ö.;  1.  bestimmten  Involution 
von  Schnittpunkten  in  der  unendlich  fernen  Gera- 
den, zu  der  auch  die  Richtungen  der  Gegenseiten- 
paarc  des  Kreisvierecks  der  gemeinsamen  Punkte 
als  Paare  gehören,  sind  die  Axenrichtungen  des 
Kegelschnitts  zu  den  Kreispunkten  und  den  Asynip- 
totenrichtungen  des  Kegelschnitts  zugleich  harmo- 
nisch, d.  h.  sie  sind  die  Doppelpunkte  jener  Invo- 
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lution.  Bildet  man  aber  ferner  im  Viereck  ABCD, 
die  Durehselinittspunkte  der  Gegenseitenpaare 
und  die  Halbierungslinien  der  von  diesen  gebildeten 
Winkel,  so  sind  ihre  Richtungen  als  zu  drei  Paaren 
der  vorbetrachteten  Involution  zugleich  harmonisch 
identisch  unter  einander  und  mit  den  Doppelpunk- 
ten jener  Involution.  Nachdem  dureh  diese  Be- 
merkungen die  Richtungen  der  Axen  bestimmt  sind, 
erhält  man  leicht  die  Axon  selbst. 

Ihre  Endpunkte  errährt  man  als  Doppelpunkte 
der  bezüglichen  Involution  harmonischer  Pole,  welche 
offenbar  durch  den  Schnitt  einer  Tangente  mit  der 
Axe  und  der  der  Normale  zur  Letzteren  vom  be- 
züglichen Berülirungspunkte  bestimmt  wird.  (2.) 

35.  Die  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts,  Tür 
welche  die  ihnen  entsprechenden  Involutionen  harmonischer 
Polaren  rechtwinklige  Involutionen  sind,  heissen  die  Brenn- 
punkte desselben.  Die  Polare  eines  Brennpunkts  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  heisst  eine  Directrix  desselben. 

Da  nach  § .32.;  7 die  Involution  harmonischer  Pol.aren 
aus  dem  Centrum  der  Collineation  (i  einem  beliebigen  Original- 
kegelschnitt und  seinem  Bilde  gemeinsam  ist,  so  erhält  man 
in  der  centrlsch  collinearen  Figur  zu  einem  Kreise  k,  dessen 
Mittelpunkt  das  Collineationscentrum  (i  ist,  einen  Kegelschnitt 
K',  der  diesen  Punkt  zum  Brennpunkt  hat  (Fig.üff. ; a.b.c.);  die 
zugehörige  Directrix  als  die  Polare  des  Brennpunkts  im  Bilde 
ist  das  Bild  der  Polare  von  6 oder  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden im  Original,  d.  h.  die  Gegenaxo  q'  im  Bilde.  Ein 
zweiter  Brennpunkt  und  seine  Directrix  ergeben  sich  dann 
aus  der  Symmetrie  des  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  das  Cen- 
trnm.  Wenn  die  Gegenaxe  r den  Originalkreis  k nicht 
schneidet,  so  ist  der  Kegelschnitt  k’  eine  Ellipse  (Fig.a.),  wenn 
sie  ilm  berührt,  eine  Parabel  (Fig.  c.),  und  wenn  sie  ihn  schnei- 
det, eine  Hyperbcd  (Fig.  b.).  In  jedem  Falle  ist  für  P als 
einen  Punkt  des  Kreises  und  P'  als  den  entsprechenden  des 
Kegelschnitts  auf  dem  Strahl  mit  den  Gegenpunkten  Q'  und 
H (Fig.  G9.) 

(RooPA)  = (g(//^oo)  oder  6/> : 6 A = : O'P', 
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und  da  das  Verhältniss  (? /?  : Q'  P'  gleich  dem  VcThältniss  der 
Abstände  von  (5  bis  zur  Gegenaxe  r — schreiben  wir  ((?,  r)  — 

Fig.  69. 
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und  von  der  Gegenaxe  q oder  der  Directrix  bis  P'  — scbrei- 
ben  wir  (/,  /*')  — ist,  der  erstere  Abstand  aber  ebenso  wie 
t?  P eine  Gonstante  ist,  so  folgt 

«//  : {q,  P')  = (?/>:  (G,  r), 

d.  i.  das  Verhält n iss  der  Abstände  eines  Punktes  ini 
Kegelschnitt  von  einem  Brennpunkte  und  der  ent- 
sprechenden Directrix  ist  constant;  sein  Werth  ist 
offenbar  für  die  Ellipse  kleiner,  für  die  Hyperbel  grösser  als 
Eins,  für  die  Parabel  gleich  Eins.  Der  zu  q'  normale  Durch- 
messer AB  des  Kreises  wird  zum  Durchmesser  und  zwar  zur 
Axe  li'  des  Kegelschnitts,  weil  er  den  Pol  von  r im  Kreise 
enthält  (§  o4.;  5.)  und  zu  seinem  conjugierten  Durchmesser 
rechtwinklig  ist;  nach  § l.'i.  wird  sein  Bild  zugleich  der  längste 
Durchmesser  im  Falle  der  Ellipse  und  der  kürzeste  im  Falle 
der  Hyperbel  — als  solchen  nennt  man  ihn  die  Hauptaxe 
der  Cnrve,  auch  Brennpunkts-Axe.  Unmittelbar  lliessen 
dann  aus  derselben  Construction  die  Sätze  in  9,  10,  12,  17,  18. 

Fasst  man  aber  den  Kegelschnitt  nicht  als  Centralpro- 
jection  des  Kreises,  sondern  als  Erzeugniss  projectiviseher 
Gebilde,  so  erhält  man  die  Construction  und  die  Eigenschaf- 
ten der  Brennpunkte  auch  direct  aus  derselben  Definition  — 
als  Scheitel  rechtwinkliger  Involutionen  harmonischer  Polaren. 

Da  die  Involution  rechter  Winkel  keine  reellen  Doppcl- 
strahlen  hat,  so  liegen  die  Brennpunkte  im  Innern  des  Kegel- 
schnitts, d.  h.  in  dem  Theile  seiner  Ebene,  durch  welchen  keine 
Tangenten  an  ihn  gezogen  werden  können,  und  die  Directrixen 
haben  keine  reellen  Punkte  mit  dem  Kegelschnitt  gemein. 
Da  femer  die  Involution  rechter  Winkel  keine  schiefwinkligen 
Paare  zuliisst,  so  können  die  Brennpunkte  nur  in  den  Axen 
liegen,  weil  sonst  der  entsprechende  Durchmesser  und  die  con- 
jugierte  Sehne  ein  schiefwinkliges  Paar  bilden.  Man  findet  sie 
wie  folgt:  Einem  Büschel  (Eig.  70.)  von  parallelen  zu  den 
Axen  geneigten  Geraden  a,  b,  c,  •••  entspricht  die  ihm  pro- 
jeetivische  Reihe  der  Pole  A,  B",  C,  •••  im  conjugierten  Durch- 
messer, dem  Durchmesser  m unter  ihnen  die  Richtung  M' 
dieses  conjugierten  Durchmessers;  der  unendlich  fernen  Ge- 
r.aden,  insofern  sie  jenem  Büschel  angehört,  der  Mittelpunkt 
;V  des  Kegelschnitts;  fällt  man  von  den  Punkten  Ä,  B',  C,--- 
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M,  • • • die  Normalen  n, , 6, , c, , • • • m, , • • • zu  den  Sehnen 
fl,  b,  so  ist  das  Büschel  T^  derselben  dem  der  letztem 
projectivisch  und  die  Schnittpunkte  beider  mit  den  Axon  des 
Kegelschnitts  bilden  zwei  projeetivischelicihen^,  B,  •••;  — 

in  diesen,  in  welchen  der  Mittelpunkt  M und  der  bezügliche 
unendlich  ferne  Punkt  sich  vertauschbar  entsprechen,  also 
eine  Involution  in  jeder  Axe.  Ist  G ein  Doppelpunkt  in  einer 
dieser  Involutionen,  so  bilden  der  durch  ihn  gehende  Strahl 
y des  Sehncnbüschcls  T und  der  entsprechende  j/,  des  Nor- 
nialenbüschels  jT,  ein  Paar  in  der  Involution  harmonischer 
Polaren,  die  der  Kegelschnitt  an  ihm  bestimmt;  dieselbe  ist 
also  rechtwinklig,  weil  sie  zwei  rechtwinklige  Paare  enthält 
(§  31.;  7.).  (V'crgl.  auch  Fig.  71.) 


Flg.  70. 


■1 


Die  Involutionen  A,  in  den  Axen  bestimmt  — weil 

ihr  Centralpunkt  M bekannt  ist  — je  ein  einziges  Paar,  wel- 
ches durch  eine  Tangente  t {c  in  B''ig.  70.)  des  Kegelschnitts 
und  dicNonuale  (c,  in  der  Fig.)  zu  derselben  im  Berührungs- 
punkte erhalten  wird.  Von  den  Involutionen  beider  Axen  hat 
immer  die  eine  sich  trennende  und  die  andere  sich  nicht  tren- 
nende Paare;  nur  die  Letztere  hat  reelle  Brimnpunkte  G,  //, 
die  vom  Mittelpunkt.!/  respeetive  von  den  Scheiteln//,  B gleich- 
weit  entfernt  liegen.  An  diese  Entwickelung  schliessen  sich 
unmittelbar  die  Sätze  in  4,  5,  G,  7,  etc. 

1)  Ihrer  Definition  gemäss  können  die  Brennpunkte 
angesehen  werden  als  die  beiden  andern  Paare  der 
Gegenecken  des  nicht  reellen  Vierseits,  welches  die 

Fiedler,  narstellende  (Seomelrie.  8 
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Tangcntenpaaro  von  den  Kreispunkton  der  Ebene 
an  den  Kegelsehnitt  mit  einander  bilden;  die  zu- 
gehörige Directrix  ist  die  Berührungssehne  der 
jedesmal  entsprechenden  beiden  Tangenten  (§  31 . ; 
8.  und  § 30.). 

2)  Wenn  der  Kegelschnitt  die  Kreispunkte  der  Ebene 
enthält,  so  fallen  die  Brennpunkte  in  seinem  Mittel- 
punkt zusammen;  die  Involution  seiner  conjugierten 
Durchmesser  ist  rechtwinklig,  er  ist  ein  Kreis. 

.3)  Die  Tangente  des  Kreises  ist  rechtwinklig  zum 
Kadius  des  Berührungspunktes  — weil  p.arallel  zum 


Fig.  71. 


conjugierten  Durchmesser  oder  weil  die  Normale 
zum  Mittelpunkt  gehen  muss  als  der  Vereinigung 
der  beiden  Doppelpunkte  der  Brennpunkts-Involu- 
tion in  einem  Durchmesser. 

4)  Die  Brennpunkts -Involution  in  der  Nebenaxe.  er- 
scheint von  jedem  reellen  Brennpunkte  aus  durch  eine 
rechtwinklige  Involution  von  Strahlen  projiciert. 

o)  Ist  T ein  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts, 
so  gehen  die  Rechtwinkelstrahlcn  der  ihm  ent- 
sprechenden Involution  harmonischer  Polaren  durch 
zwei  entsprechende  Punkte  der  Brennpunkts-Invo- 
lution; sie  halbieren  .also  zugleich  die  von  den 
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Doppelstrahlon  der  Involution  harmonischer  Polaren, 
d.  i.  den  Tangenten  von  T aus  gebildeten  Winkel 
und  die  Winkel  der  Strahlen,  welche  von  T nach 
den  Brennpunkten  Q und  H gehen,  well  sie  mit 
diesen  ein  harmonisches  Büschel  bilden  müssen. 
Also:  Die  Tangenten  von  einem  Punkte  an 
einen  Kegelschnitt  und  die  Verbindungs- 
linien desselben  mit  seinen  Brennpunkten, 
bilden  Winkel  von  denselben  Halbierungs- 
linien oder  jene  machen  mit  diesen  gleiche 
Winkel. 

G)  Die  Tangentenpaare  aller  Kegelschnitte  mit  den- 
selben Brennptinkten  aus  einem  Punkte  ihrer  Ebene 
bilden  eine  symmetrische  Involution  (§  .31.;  11.). 

7)  Die  Tangente  und  die  Normalo  in  einem  Punkte 
des  Kegelschnitts  halbieren  die  Winkel  der  Breiin- 
strahlen  (Kadien  veetoren)  des  Punktes.  (Vergl.  3.). 

8)  Zwei  Tangenten  des  Kreises  bilden  gleiche  Winkel 
mit  dem  jenigen  Durchmesser,  der  nach  ihrem  Schnitt- 
punkt geht. 

!•)  Das  Stück  einer  Kegelschnittstangente  zwischen 
ihrem  Berührungspunkt  und  der  Directrix  erscheint 
vom  zugehörigen  Brennpunkt  aus  unter  rechtem 
Winkel;  denn  die  es  von  da  aus  projieierendeu 
Strahlen  sind  epnjugiert  in  der  Hechtwinkel-Invo 
lution  harmonischer  Polaren.  Dio  Centralcollinea- 
tion  nach  Maassgabe  des  'l’extes  lässt  diesen  Satz 
hervorgelnui  aus  dem  Satze,  dass  der  Uadius  des 
Berührungspunktes  normal  ist  zu  dem  d(*r  Tangente 
parallelen  Durchmesser.  (Vergl.  Fig.  09.,  p.  111.) 

10)  Durch  die  Centralcollineation  im  Text  wird  aus  8), 
d.  i.  wonach  die  Kadien  der  Berührungsj)unkte 
von  zwei  Kreistangenten  gleitdigeneigt  sind  zu  dem 
ihres  Sehnittpunktes  der  Satz:  Die  Strahlen,  welehe 
die  Berührungspunkte  von  zwei  Kogelschnittstan 
geilten  mit  einem  Brennpunkt  verbinden,  machen 
gleiche  Winkel  mit  dem  Strahl  von  diesem  nach 
ihrem  Schnittpunkt.  (Vergl.  8.)  Dieselbe  liefert 
ferner  den  Zusatz;  Der  Schnittpunkt  der  Berüh- 
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rungsscbne  zweier  Tangenten  mit  der  Directrix  und 
der  Durchsclmittspunkt  der  Tangenten  selbst  be- 
stimmen mit  dem  entspreebenden  Brennpunkt  zwei 
zu  einander  rechtwinklige  Gerade  — Strahlen  seiner 
Bolar-Involution. 

11)  Wenn  man  von  den  Brennpunkten  G,  H eines  Ke- 
gelschnitts mit  der  Ilauptaxe  AB  und  dem  Mittel- 
punkt M auf  seine  ihn  in  P und  Q berührenden 
Tangenten  vom  Punkte  T aus  die  Normalen  GJ  und 


Fig.  72. 

a.  b. 


HL  fällt  und  dieselben  nach  A'  und  A'  um  ihre  eigene 
Länge  verlängert  (Fig.  72.,  a.  b.),  so  ist 

A//AV^  A NG  T 

wegen  TU  = 7’,V,  TK  = TG  und  L H T K = L >'  TG ; 
also  //  K = HG  oder  7/ />  + P = 6 £)  + //  (). 

Lässt  man  den  Punkt  T die  Tangente  TP  ilurch- 
laufcn,  so  erhellt  der  Satz:  Die  Summe  derUa- 
dienveetoren  eines  Punktes  der  Kllipse  re- 
spective  die  Differenz  derselben  für  einen 
Punkt  der  Hyperbel  ist  constant;  nämlich 

= 2.VJ  = 2ML  = HA  + GA  = AB, 

also  der  Hauptaxe  gleich. 

12)  Aus  der  Figur  der  vorigen  No.  folgt  sofort 
l_  PG  T = L TG  Q , der  erste  Satz  von  10). 
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Fügt  man  eine  dritte  Tangente  hinzu,  so  folgt  der 
Hatz:  Das  zwischen  zwei  festen  Tangenten 
enthaltene  Stück  einer  beweglichen  Tan- 
gente desselben  Kegelschnitts  erscheint 
vom  Brennpunkt  aus  unter  const ante m Win- 
kel — ein  Satz,  der  durch  die  Central-Collineation 
des  Textes  unmittelbar  erhalten  wird  aus  dem  zwei- 
ten Fundamcntalsatz  über  den  Kreis  in  § 24. 

Mit  andern  Worten;  Die  projcctivischcnUcihen, 
welche  in  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnitts  von 
den  übrigen  gebildet  werden,  bestimmen  mit  den 
Brennpunkten  projectivisch  gleiche  Büschel  von 
gleichem  Sinn;  in  der  That  gehen  die  Doppelstrah- 
len solcher  Büschel  nach  den  Kreispunkten  der 
Ebene.  (§31.;  10.) 

13)  Die  Fusspunktc  der  Normalen  von  den 
Brennpunkten  auf  die  Tangenten  eines  Ke- 
gelschnitts liegen  in  der  Peripherie  eines 
Kreises  (Ilauptkreis),  der  seine  Ilauptaxe 
zum  Durchmesser  hat;  denn  MJ=ML=MA 
= M n.  Für  die  Parabel  wird  der  H.auptkrcis  zur 
Tangente  im  Scheitel. 

14)  Man  construiere  den  Kegelschnitt  von  gegebenen 
Brennpunkten  zu  einer  gegebenen  Tangente  — 
durch  Tangenten  und  deren  Berührungspunkte. 
(13.;  durch  den  Ilauptkreis.) 

15)  Man  construiere  den  durch  drei  Tangenten  und 
einen  Brennpunkt  bestimmten  Kegelschnitt  (12.); 
insbesondere  aus  Scheitel,  Brennpunkt  und  Tan- 
gente. 

10)  Durch  einen  Punkt  gehen  zwei  Kegelschnitte  von 
gegebenen  Brennpunkten  (Ellipse  und  Hyperbel), 
die  sich  rechtwinklig  durchschnciden. 

17)  Die  involutorischen  Centralcollincationen  eines  Krei- 
ses, dessen  Mittelpunkt  das  Centnim  derselben  ist, 
sind  Kegelschnitte,  die  dieses  zum  Brennpunkt  und 
die  Linie  der  Gegen.axen  zur  entsprechenden  Direc- 
trix  haben ; der  ihr  parallele  Durchmesser  des  Krei- 
ses hat  seine  Endpunkte  im  Kegelschnitt  (§  20.;  1.). 
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18)  Die  Collinearverw.indtcn  eines  Kegelschnitts  für 
einen  Brennpunkt  desselben  als  Centruin  sind  Ke- 
gelschnitte, die  denselben  auch  zu  ihrem  Brenn- 
punkt haben.  Je  zwei  Kegelschnitte  mit  einem 
gemeinsamen  Brennpunkt  sind  in  centrischer  Col- 
lineation  für  diesen  als  Centrum. 

3G.  Die  centrische  Collineation  eines  Kreises  mit  einem 
Kegelschnitt  ist  endlich  noch  in  dem  Falle  von  Wichtigkeit, 
wo  das  Centrum  (5  der  Collineation  ein  Punkt  der  Kreisperi- 
pherie ist  und  die  Collinealionsaxe  s durch  diesen  Punkt 
selbst  hindurchgeht.  Es  ist  schon  in  § 32.;  8.  bemerkt,  dass 
die  Lage  des  Collineationscentrums  in  der  Peripherie  des 
Kreises  oder  Kegelschnitts  die  Berührung  desselben  mit  dem 
collinearverwandten  Kegelschnitt  in  ihm  bedingt.  Wenn  dann 


Kig.  73. 


die  entsprechenden  Punkte  der  ccntri.schcn  Collineation  auf 
einerlei  Seite  des  Centrums  liegen,  so  können  beide  Curven 
zwei  weitere  Punkte  mit  einander  gemein  haben,  die  in  der 
Collineationsaxc  gelogen  sind.  Geht  diese  durch  das  (’entrum, 
so  füllt  von  ihnen  noch  einer  mit  den  zwei  schon  in  t£  verei- 
nigten gemeinsamen  Punkten  zusammen  und  cs  muss  ein 
vierter  gemeinsamer  Punkt  der  Curven  existiren,  ihr  zweiter 
Schnittpunkt  mit  derCollinc.ationsaxe.  Diese  Beziehung  zweier 
Kegelschnitte,  wie  sie  im  Punkte  C stattfindet,  bezeichnet  man 
als  eine  Berührung  zweiter  Ordnung;  ist  der  eine  Kegcl- 
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schnitt  ein  Kreis,  so  nennt  man  denselben  den  Krüminiings- 
oder  Osculations-Kreis  des  Kegelschnitts  in  jenem 
Punkte  und  seinen  Halbmesser  den  entsprechenden  Krüm- 
mungshalbmesser desselben  — denn  es  giebt  nur  einen  Kreis 
dieser  Art,  weil  er  in  drei  unendlich  nahe  Punkte  mit  dem 
Kegelschnitt  gemein  haben  und  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene 
gehen  oder  eine  Rechtwinkel-Involution  conjugierter  Durchmes- 
ser haben  muss.  Die  Collineation  eines  Kreises  für  einen  Punkt 
seiner  Peripherie  als  Centrum  und  eine  durch  diesen  gehende 
Gerade  als  Axe  liefert  die  von  diesem  Kreise  in  6 osculierten 
Kegelschnitte;  die  Lage  der  Collineationsaxe  und  einer  Ge- 
genaxe,  welche  zur  Bestimmung  der  Collineation  erforderlich 
ist,  individualisieren  dieselben.  Die  nähere  Erörterung  führt 
sofort  zu  Folgendem:  Da  der  Mittelpunkt  M des  Kreises  der 
Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  q in  ihm  ist,  so  ist  sein 
Bild  M der  Pol  der  Gegenaxe  q im  Kegelschnitt;  drehen 
wir  um  jenen  einen  Durchmesser,  so  dreht  sich  um  diesen 
die  Sehne,  welche  sein  Bild  ist  und  die  entsprechenden  End- 
punkte beider  liegen  nothwendig  in  einerlei  Strahl  aus  dem 
Centnim  (£.  Beide  Punkte  sind  also  die  Pole  rechtwinkliger 
Involutionen  aus  (S,  respective  im  Kreis  und  im  Kegelschnitt. 
IMan  erhält  also  den  Punkt  M'  im  Kegelschnitt  als  den  Pol 
der  Involution  rechter  Winkel  aus  (J  und  aus  ihm  die  Gegen- 
axe q'  als  seine  Polare  im  Kegelschnitt;  damit  ist  die  cen- 
trische Collineation  bestimmt,  in  welcher  dem  als  gegeben 
gedachten  Kegelschnitt  ein  Kreis  entspricht  und  dio  Axe  s 
durch  das  Centrum  geht;  — man  erhält  s und  r für  dieselbe. 
Darin  liegt  die  Construction  des  Krümmungskreiscs 
für  einen  Kegelschnitt  in  einem  gegebenen  Punkte 
desselben,  eine  Construction  von  grosser  practischer  Wich- 
tigkeit. (Fig.  73.) 

1)  V'on  einem  Kegelschnitt  sind  fünf  Punkte  .J,  ß,  C,  7>,  £ 
gegeben,  inan  soll  für  einen  derselben  A den  Krüm- 
mungsmittelpunkt eonstruieren.  Man  bestimmt  die 
Schnittpunkte  ß, , C,  der  zu  AB,  AC  normalen  Ge- 
raden aus  A mit  dem  Kegelschnitt  und  dadurch 
den  Pol  .W' der  Rechtwinkel-Involution  aus  A-,  seine 
Polare  (§  .3().;  2.)  ist  die  Gegenaxe  y',  die  Parallele 
derselben  durch  A die  Collineationsaxe  s.  Ihr  zwei- 
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tcr  Schnittpunkt  F mit  dem  Kegelschnitt  bestimmt 
den  Krümmungskreis,  die  lialbiercndo  Normale  zu 
AF  schneidet  die  Normalo  des  Kegelschnitts  in  A 
im  Krümmungsmittelpunkt.  Noch  mehr  direct  ist 
derselbe  der  entsprechende  zu  M'. 

2)  Man  construiere  den  Krümmungsmittelpunkt  für 
den  Scheitel  eines  Kegelschnitts  bei  gegebenen  Be- 
stimmungsstücken. (In  der  Figur  74.  die  Scheitel 
der  Hauptaxe  und  ein  Punkt.)  Es  ergiebt  sich, 
dass  die  Collincationsaxe  mit  der  Scheiteltangente 
zusammen  fällt,  dass  also  alle  dem  Krümmungs- 
kreis und  der  Curve  gemeinsamen  Punkte  im  Schei- 
tel vereinigt  sind;  man  sagt,  es  finde  zwischen 
beiden  eine  Berührung  dritter  Ordnung  statt. 
Eine  andere  Construction  wird  uns  die  Untersuchung 
der  Schraubenlinie  liefern.  (Vergl.  Th.  II.,  § 76.;  6.) 


> 71. 


.'5)  Wenn  die  Axcnrichtungcn  des  Kegelschnitts  be- 
kannt sind  (vergl.  für  ihre  Bestimmung  aus  fünf 
Punkten  §34.;  16.;  20.),  so  kann  der  Krümmungskreis 
für  einen  Punkt  desselben  auch  mittelst  des  Satzes 
construiert  werden,  dass  die  gemeinsamen  Sehnen- 
paare zwischen  einem  Kreis  und  einem  Kegelschnitt 
die  Axcnrichtungcn  zu  den  Richtungen  der  Hal- 
bierungslinien ihrer  Winkel  haben.  Man  verzeich- 
net also  die  Tangente  des  Kegelschnitts  im  gege- 
benen Punkte  und  dann  die  Linie  unter  gleicher 
Neigung  mit  derselben  zu  den  Axen,  sowie  deren 
zweiten  Schnittpunkt  mit  der  Curve.  Der  Krüm- 
mungskreis geht  durch  ihn  und  den  gegebenen 
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Punkt  und  hat  seinen  Mittelpunkt  in  der  dem 
Letzteren  entsprechenden  Normale.  Diese  Con- 
stmetion  ist  auf  die  Scheitel  der  Curve  nicht  an- 
wendb.ar. 


C.  Die  crntrische  Collineation  rSnmlicher  Systeme  als  Theorie  der 
Modellierungrs  • Methoden. 

.37.  Wenn  ein  Centrum  C der  Projection  und  eine  nach 
drei  Dimensionen  ausgedehnte  Originalfigur  beliebig  gegeben 
sind,  so  kann  man  auf  allen  durch  das  Centrum  gehenden 
Ebenen,  welche  dieselbe  schneiden,  die  Beziehung  der  cen- 
trischen Collineation  ebener  Systeme  in  der  Weise  hcrgestellt 
denken,  dass  jedem  Punkte  P des  Originals  ein  Punkt  P^  des 
Abbilds  und  umgekehrt  entspricht  und  ebenso  jeder  Geraden 
g eine  Gerade  und  also  jeder  Ebene  E eine  Ebene  E, ; 
entsprechende  Punktepaare  liegen  auf  einerlei  Strahl  .aus  dem 
Centrum,  entsprechende  Paare  von  Geraden  auf  einerlei  Ebene 
durch  dasselbe.  In  jeder  von  diesen  Ebenen  liegen  die  sich 
selbst  entsprechenden,  vom  Centnim  selbst  verschiedenen 
Punkte  in  einer  geraden  Linie,  der  entsprechenden  Collinca- 
tionsaxe  s;  denken  wir  durch  denselben  Strahl  aus  dem  Cen- 
trum verschiedene  Ebenen  oder  ein  Büschel  von  solchen  ge- 
legt, so  hiiben  die  Axen  .?  derselben  nothwendig  alle  den 
Punkt  jenes  Strahls  gemein,  welcher  mit  seinem  entsprechen- 
den zusainmcnfällt;  d.  i.  die  Axen  s auf  allen  Ebenen  durch 
das  Centrum  bilden  ein  System  von  Geraden,  von  denen  je 
zwei  einander  schneiden  und  somit,  da  nicht  alle  durch  einen 
Punkt  gehen,  eine  Ebene.  Sie  ist  die  Ebene  der  sich  selbst 
entspreebenden  Punkte  und  Geraden  und  wir  nennen  sie  die 
Collineationsebene  S des  Systems. 

Denken  wir  ebenso  in  jeder  Ebene  durch  d.as  Centrum 
die  beiden  Gegenaxen  </, , r der  ihr  entsprechenden  centrischen 
Collineation,  so  bilden  die  ersten  aus  gleichen  Gründen  — 
weil  dem  unendlich  entfernten  Punkte  jedes  Strahls  durch 
das  Centrum  ebenso  als  Bild  wie  als  Origin.al  nur  ein  be- 
stimmter Punkt  respective  R entsprechen  kann  — eine 
zur  (.'ollincationsebene  p.arallole  Ebene  Q,  und  die  Letzteren 
eine  ihr  parsillele  Ebene  E;  die  Gegenebenen  des  Systems, 
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welche  beide  so  liegen,  dass  die  Mitte  zwischen  ihnen  auf 
jedem  Strahl  dureh  das  Centrum  auch  die  Mitte  ist  zwischen 
Centnun  und  Collineationsebene  auf  demselben  Strahl. 

Der  Parallelismus  der  Gegenebenen  zur  Collineationsebene 
kann  auch  direct  wieder  erwiesen  werden,  indem  man  drei 
Kichtungen  oder  unendlich  ferne  Punkte  ö, , des  Ori- 

ginalraums betrachtet,  die  nicht  derselben  Stellung  angehören ; 
denselben  entsprechen  drei  Punkte  f),,,  (Ij,,  (lg,,  welche 
nicht  in  einer  Geraden  liegen  und  die  Geraden  , 

PjiPii  müssen  der  Collineationsebene  parallel  sein, 
weil  sie  sich  mit  den  entsprechenden  unendlich  fernen  Gera- 
den QiQif  O3O1  in  ihr  schneiden  müssen.  Ist  dann  0^ 

ein  beliebiger  unendlich  ferner  Punkt,  und  (>4,  sein  Abbild, 
so  sind  auch  OnOm  öji  Pji  ^cr  Collineationsebene 

parallel,  d.  h.  den  unendlich  fernen  Punkten  des  Original- 
raums entsprechen  die  Punkte  einer  bestimmten  der  Collinea- 
tionsebene parallelen  Ebene  Q,  des  Bildraums.  Ans  denselben 
Gründen  entsprechen  den  unendlich  fernen  Punkten  Ä,  des 
Bildraums  die  Punkte  einer  zur  Collineationsebene  parallelen 
Ebene  R des  Originalraums. 

38.  Alle  einander  im  Originalraume  und  im  Bildranme 
entsprechenden  Punktreihen,  Strahlenbüschel  und  Ebenen- 
büschel, Strahlenbündel,  Ebencnbündel  und  ebene  Systeme 
sind  zu  einander  perspectivisch,  d.  h.  sie  sind  Schnitte  oder 
Scheine  des  nämlichen  Gebildes  — z.  B.  die  entsprechenden 
Punktreihen  Schnitte  desselben  Strahlenbüsehels  aus  dem 
Centnun  mit  entsprechenden  Geraden,  die  entsj>rechenden 
Ebenenbüschel  Scheine  desselben  Strahlenbüschels  in  der  (^ol- 
lineationsebene  aus  entsprechenden  Punkten,  etc.  Die  ent- 
sprechenden Grundgebilde  erster  Stufe  haben  somit  gleiches 
Doppelvcrhältniss.  Insbesondere  liegen  in  jedem  Strahl  aus 
dem  Centrum  zwei  projectivische  Reihen  entsprechender  Punkte 
J, , etc.,  •welche  das  (’ontrum  C und  den  der  Collineations- 
ebene  angehörigen  Punkt  S zu  Doppelpunkten  haben;  durch 
jede  in  der  Collineationsebene  liegende  Gerade  s gehen  zwei 
projectivische  Büschel  entsprechender  Ebenen  A,  A, , etc.,  in 
denen  die  Collineationsebene  S und  die  Ebene  nach  dem  Cen- 
trum C die  Doppelcbenen  sind;  die  entsprechenden  Strahlen 
a,  rt|,  etc.  aus  einem  Punkt  der  Collineationsebene  in  dereel- 
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ben  Ebene  durch  das  Colline<ationscentrum  bilden  zwei  pro- 
jectivische  Büschel  mit  dem  der  Collineationsebene  angehöri- 
gen  Strahl  * und  dem  nach  dem  Centrum  gehenden  Strahl  c 
als  Doppelstrahlen.  ^lan  hat  (vergl.  § 19.) 

{CSAA^}  = (CS5/?,)  = (CSAA,)  = (CSBB,) 

= (csnn,)  = (csfct,)  = J 

und  wir  nennen  diese  Constante  das  characteristischc 
Doppel verhältniss  der  centrischen  Collineation  der 
Räume. 

Für  die  Qegenpunkte  , R eines  Strahls  aus  dem  Cen- 
trum hat  man  insbesondere 


J = (CSAAi)  = {CS<x>Q^)  = (CSRoo), 


d.  h. 


J = 


CQ, 


CR 
SR  ’ 


und  durch  Subtraction  der  Einheit  auf  beiden  Seiten  CQ^  = RS. 
(Vergl.  § 19.;  1.  u.  f.). 

1)  Eine  centrische  Collineation  räumlicher  Systeme  ist 
durch  ihre  Characteristik  J,  das  Centrum  und  die 
Collineationsebene  oder  eine  Gegenebene  bestimmt; 
ebenso  durch  das  Centrum,  die  Collineationsebene 
lind  eine  der  Gegenebencn ; endlich  durch  das  Cen- 
trum, die  Collineationsebene  und  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte,  Strahlen  oder  Ebenen  der- 
selben. 

2)  Wenn  die  Ecken  von  zwei  Tetraedern  in  Paaren 
auf  vier  Geraden  aus  einem  Centrum  C liegen,  so  ^ 
schneiden  sich  die  Paare  der  entsprechenden  Ebenen 
derselben  in  vier  Geraden  auf  einer  Ebene  und 
umgekehrt.  (Vergl.  § 19.;  7.) 

39.  Ist  g eine  Gerade  des  Originalsystcms,  so  erhält  man 
durch  ihren  Schnittpunkt  S mit  der  Collineationsebene  in  dom 
sich  selbst  entsprechenden  Punkt  derselben  einen  Punkt  ihres 
Bildes  g^^■,  ihr  Schnittpunkt  R mit  der  Gegenebene  B giebt 
durch  den  nach  ihm  gehenden  Strahl  aus  dem  Centrum  dio 
Richtung  des  Bildes  und  der  zu  g parallele  Strahl  aus  dem 
Centrum  giebt  im  Schnittpunkt  (),  mit  der  Gegenebene  Q, 
den  Oegenpunkt  des  Bildes  g^,  so  dass  man  dasselbe  durch 
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drei  Punkte  hcstiinint  liat;  man  bedarf  zu  seiner  Constmetion 
somit  nur  der  einen  Gegenebene.  Aus  /,  erhält  man  umge- 
kehrt das  Original  l durch  den  Schnittpunkt  mit  der  Colli- 
neationsebeno,  den  Schnitt  R des  zu  l^  parallelen  Strahls  ans 
dem  Centrum  in  II  und  durch  die  Richtung  des  Collineations- 
strahls  nach  dem  Durchschnitt  £),  von  /,  mit  der  Gegen- 
ebene Q, . 

Zu  einem  Punkte  A \n  g oder  in  /,  findet  man  den 
entsprechenden  A^  respective  B im  Durchschnitt  dos  nach  ihm 
gehenden  Strahls  aus  dem  Centnim  mit  der  entsprechenden 
Geraden  g^  respective  l.  Zu  einer  Ebene  A durch  g oder  B, 
durch  l^  ergiebt  sich  die  entsprechende  A,  respective  B,  in- 
dem man  ihre  Spur  s in  der  Collincationsebene  mit  g^,  re- 
spective  l verbindet. 

Die  entsprechenden  zu  den  Geraden  oder  Ebenen,  welche 
der  Collineafionsebenc  parallel  sind,  bestimmen  sich  durch 
einen  ihrer  Punkte,  weil  sie  der  gegebenen  Geraden  oder 
Ebene  parallel  sind.  Für  die  der  Collincationsebene  parallelen 
Ebenen  wird  die  Charactcristik  A zu  dem  Vorjüngungsver- 
hältniss  der  Aohnlichkoit,  in  welcher  das  ebene  System  des 
Bildes  und  des  Originals  zu  einander  stehen. 

1)  Zu  einer  Ebene  A bestimmt  imin  die  entsprechende 
A|,  indem  man  ihre  Schnittlinie  s mit  der  Colli- 
ncationsebene, die  Schnittlinie  der  ihr  parallelen 
Ebene  aus  dem  (,'entrum  mit  der  Gegenebene  Q, 
und  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  vom 
(Zentrum  nach  der  Schnittlinie  r von  A mit  der 
Gegeneheno  B — diese  ist  die  Stellung  von  A,  — 
bestimmt;  diese  drei  liegen  in  A, . 

2)  Man  construiere  auf  demselben  Wege  die  entspre- 
chende Ebene  B zu  einer  gegebenen  Ebene  des 
Bildraums  B, . 

.“1)  Die  Systeme  entsprechender  Punkte  und  Strahlen 
in  zwei  entsprechenden  Ebenen  A,  A,  sind  centrisch 
collinear  für  ihre  Schnittlinie  s mit  der  Collinea- 
tionsebene  als  Collincations.axc  und  für  ihre  Schnitt- 
inien  r,  q^  mit  den  G egenebenen  B,  Q,  als  Gegen- 
axen;  alle  diese  centrischen  ('ollineationen  haben 
dieselbe  Charactcristik  A.  (V'ergl.  § 19.;  5.) 
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4)  Für  welche  entsprechenden  ebenen  Systeme  findet 
Congruenz  statt? 

5)  Für  die  durch  das  Centrum  gehende  Parallclebene 
V zur  Collineationsebene  findet  Aehnlichkeit  und 
ähnliche  Lage  der  entsprechenden  Systeme  nach 
dem  Verjüngiingsvorhältniss  /i  statt. 

6)  Man  bestimme  die  Region  des  Bildes  von  A auf 
seinem  Collineatlonsstrahl  gegen  Centrum,  Colli- 
neationsebene  und  Gegenebenc  B aus  der  Lage  von 
A gegen  dieselben  Stücke.  (Veigl.  § 4.) 

7)  Man  erörtere  die  Formen,  welche  einem  gegebenen 
Tetraeder  je  nach  seinen  verschiedenen  Lagen  in 
Beziehung  zur  Gegenebene  seines  Systems  ent- 
sprechen können.  (Vergl.  § 14.;  2.,  3.) 

S)  Man  bestimme  in  einer  gegebenen  eentrischen  (’ol- 
lincation  räumlicher  Systeme  die  Ebenen,  denen 
eine  bestimmte  Bildbreite  .«y,  zukommt. 

9)  Man  construiere  dieKeignngswinkel  er,  a,  der  Ebenen 
A,  A|  gegen  die  Collineationsebene;  wenn  werden 
dieselben  einander  gleich? 

40.  Wenn  wir  die  räumlichen  Systeme  in'  cen- 
trischer CoHincation  als  Systeme  von  Punkten  fassen  — • 
voll  Punkten  A^,  /#.,,•••  desOriginals  und  entsprechenden  Punk- 
ten .4,1 , • des  Bildes  — so  kann  die  ('onstruetion  des 

einen  aus  dem  andern  zu lückgeführt  werden  auf  die  Con- 
struction  des  centriseh  eollincaren  ebenen  Systems  zu  einem 
gegebenen  System  in  derselben  Ebene. 

Wir  denken  eine  durch  das  Colliiieationscentnim  gehende 
Ebene  und  die  Schnittpunkte  Tt^,  B.^,  •••  derselben  mit  den 
Parallelen  /;, , /),, , •••  insbesondere  solchen,  die  inan  zu  einer 
festen  Geraden  jt  der  Collineationsebene  aus  den  Punkten 
Ai,A.j,  des  Originalsysteins  gezogen  hat;  bilden  wir  dann 
zu  dem  System  der  Ä,  das  centriseh  collinearr!  System  in 
seiner  Ebene  für  C als  {'entrum  und  die  Schnittlinien  der- 
selben mit  S,  Q,  und  R als  ('ollineationsaxe  .«  und  Gegenaxon 
y,  und  r,  also  das  System  Ä,,,  , so  sind  die  den  />,■ 

entsprechenden  Geraden  p,,  die  durch  ß,,,  gezogenen 

Strahlen  nach  dem  Gegenpunkte  0^  der  /i,-,  insbesondere  die 
durch  sie  gehenden  Parallelen  zu  p und  die  Punkte  Ai^  liegen 
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in  den  nach  den  entsprechenden  Punkten  gehenden  Colli- 
neationsstrahlen  da,  wo  dieselben  die  p,-,  durchschneiden. 

In  Fig.  75.  ist  für  das  Polyeder  A^A^A^A^A^ A^* A.^ 
mit  Hilfe  der  Normalen  zu  der  durch  das  Centmm  C gehen- 
den Horizontalcbene  als  der  pi  durch  die  Punkte  Ä, , 

B^,  B,^  und  ihre  entsprechenden  B^^,  B^^,  Äj, , B^^,  ßj,  in 
der  centrischen  Collineation  auf  dieser  Ebene  das  System  der 


Fig.  75. 


und  damit  die  centrisch  collincare  Uaumtigur /t,, y/,, 
■^u* -^i* anschaulich  dargestellt. 

Die  Punkte  S und  Q^  und  die  durch  sie  gehenden  Panil- 
lelen  zu  den  durch  ('  gelegten  Axen  bezeichnen  die  Lago  der 
tJollineationsehenc  S und  der  (iegenebene  Q,  . 
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Ist  die  bezeiehnetc  Ebene  parallel  der  Collineationsebenc, 
so  sind  die  Systeme  der  Bi  und  i?,,  ähnlich  und  in  ähnlicher 
Lage  für  das  Centram  C und  die  Characteristik  J als  Aehn- 
lichkcitspunkt  und  Verjüngungsverhältniss;  dafür  aber  kann 
das  System  der  pt  nicht  mehr  aus  Parallelen  zii  einer  Gera- 
den p der  Collineationsebene  und  das  System  seiner  Bilder 
Pi  also  nicht  mehr  aus  Parallelen  bestehen.  In  Fig.  75.  sind 
die  Fusspunkte  F, , Fj,  Fj*,  Fj,  F,*  der  Normalen  von  den 
Original  punkten  auf  jene  Parallelebenc  V benutzt,  indem  ihre 
entsprechenden  Fju"'  constniiert  sind. 


& 


A} 


Fig.  70. 

■n 


A- 


X 


W 


-9<'" 


X 


-if'' 


*>1 


Ist  dann  das  System  der  durch  seine  orthogonalen  Paral- 
lelprojcctionen  A/,  A”  auf  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebe- 
nen X,  y und  x,  z dargestellt,  die  entweder  beide  zur  Oollinea- 
tionsehene  S rechtwinklig  sind  oder  von  denen  die  eine  x,  z 
zu  ihr  parallel  ist,  so  kann  man  das  System  der  projicicrenden 
Linien  jeder  von  diesen  Ebenen  im  ersten  Falle  (Fig.  70.),  im 
zweiten  Falle  (Fig.  77.)  das  der  projicierenden  Linien  der  Ebene 
X,  y als  das  System  der  pi  und  die  Normalebene  dieser  Projicie- 
renden durch  das  Gcntrnin  als  Ebene  der  /?,  und  i?,,  betrachten; 
man  bildet  das  centrisch  collineare  zu  tlem  System  der  zji- 
gehörigeii  Projectionen  von  Ai  für  die  gleichnamige  Projection 
von  C als  Centrnm,  die  gleichnamige  Spur  von  S als  Axe  der 
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Collineation  und  die  gleichnamigen  Spuren  von  Q,  nnd  B als 
Gegenaxen  und  r derselben  und  erhält  damit  die  gleich- 
namigen l’rojectionen  der  ><,•, ; man  findet  endlich  die  andern 
Projectionen  dieser  Letzteren  in  denen  der  /i,,  mittelst  der 
gleichnamigen  Projectionen  der  durch  das  Centrum  C gehen- 
den Strahlen  nach  den  Ai,  auf  welcher  sie  liegen  müssen. 

Wählt  man  als  das  System  der  ;>,■  die  Normalen  zur  Col- 
lincationscbcne  aus  den  Ai,  so  kann  das  System  ihrer  Bilder 
durch  Benutzung  der  Aehnliehkeit  mit  dem  Verhältniss  A in 
der  Ebene  V bestimmt  werden,  so  dass  die  Construction  des 
Abbildes  auf  die  Durchführung  dieses  speciellcn  Falles  der 
Collineation  ebener  Systeme  redueiert  ist.  (Fig.  77.) 

Fitj.  77. 


4 
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1)  M:m  kann  durch  die  Punkte  Ai  dos  Originalsystems 
ein  Strahlenbündel  aus  einem  Punkte  A*  der  Gegen- 
ebene K legen,  welches  sieh  in  ein  Parallelenbündel 
von  der  Kichtung  von  Cli  im  Bilde  verwandelt; 
die  Strahlen  desselben  gehen  dann  durch  die  Schnitt- 
punkte der  entsprechenden  Strahlen  des  ersten  in 
der  (h)llineationscbeno. 

2)  Welche  Methode  der  Construction  des  Bildsystems 
ist  die  zweckmässigste,  wenn  die  Collineationsebeue 
als  zusammenfallend  mit  der  einen  der  beiden  Pro- 
jectionsebenen  (x,  t)  vorausgesetzt  wird? 

41.  Wenn  die  Gegenebenen  Q,  und  R auf  entgegenge- 
setzten Seiten  der  Collineationsebene  S und  also  auch  des 
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Ccntruma  C und  zwar  Q,  näher  als  B bei  S gelegen  sind,  so 
wird  der  ganze  nnendliehe  I{auni  auf  der  dem  ( 'entruni  ent- 
gegengesetzten Seite  der  CollineiVtionsebene  in  dem  zwischen 
der  (Jollineationsebene  S und  der  Gegenebene  Q,  gelegenen 
iiaumc  so  abgebildet,  dass  die  vom  Centrum  entfernteren 
Punkte  des  Originals  auch  im  Rüde  die  entfernteren  sind. 
Diess  Letztere  entspricht  den  Bedingungen  des  Sehprozesses, 
das  GegentheU  ist  im  Widerspruch  mit  denselben.  Die  ge- 
dachte Anordnung  vorausgesetzt  kann  also  — da  ja  alle  ent- 
sprechenden Systeme  in  dem  centrisch  collinearen  räumlichen 
Systeme  in  der  Beziehung  der  Centralprojection  ?.n  einander 
stehen  — das  centrisch  collineare  System  einer  als 
gegeben  gedachten  Raumform  für  ein  im  Centrum 
befindliches  Auge  ebenso  vollkommen  täuschend 
diese  Raum  form  selbst  ersetzen,  wie  diess  bei  der 
Perspective  ebener  Systeme  geschehen  kann — so- 
bald nur  den  übrigen  Bedingungen  des  Sehprozesses 
genügt  wird;  insbesondere  denen  vom  Sehkcgel,  wornach  die 
darzustellenden  Punkte  ganz  innerhalb  eines  aus  dem  Cen- 
trum als  Spitze  und  mit  der  Normalen  zur  Collineationsebene 
als  Axe  beschriebenen  geraden  Kreiskegcls  von  beschränktem 
Oeffniings winke!  gelegen  sein  müssen.  Man  mag  etwa  '/j  als 
Tangente  des  halben  Oeffnungswinkels  wählen.  Sowie  dann 
die  Centralprojection  Perspective  genannt  wird,  so  nennt  man 
in  diesem  Falle  die  Constmetion  räumlicher  centrisch  colli- 
nearer  Systeme  gemeiniglich  Relief-Perspective  nach  ihrer 
Anwendung  auf  die  Construction  der  Reliefs  in  der  plastischen 
Kunst. 

Nach  denselben  Grundsätzen  sind  aber  ausser  den  Reliefs 
der  Sculptur  die  scenischen  Darstellungen  der  Schaubühne 
— die  Vorhangsebene  als  Collineationsebene,  die  ilinterwand 
der  Bühne  als  Gegenebene  Q,  — und  die  Constructionen  der 
decorativen  Kunst  überhaupt,  sei  es  in  der  Architcctur  oder 
in  der  hohem  Gartenkunst,  zu  entwickeln.  Auch  die  Bilder 
in  den  sphärischen  Hohlspiegeln  und  in  Linsencombinationen 
stehen  zu  den  Originalen  in  der  Beziehung  der  centrisehen 
Collineation.  Sie  hat  also,  abgesehen  von  ihrer  geometrischen 
Bedeutung,  ein  ausgedehntes  Feld  interessanter  practischer 
Anwendungen. 

Fiedler,  Durstellendo  Geouictrio. 
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1)  Man  constniiere  die  centrisch  collinearen  Formen 
zu  Würfeln,  Prismen,  Pyramiden  in  verschiedenen 
Stellungen  hinter  der  Collineationsebene. 

2)  Man  erläutere  die  Art,  wie  auf  Gnind  der  ent- 
wickelten Gesetze  die  Vertheilung  und  Anordnung 
der  Coulissen  einer  Decoration  von  vorgeschrie- 
bener Wirkung  zu  machen  ist. 

3)  Dem  geraden  Kreiscylinder  von  schräg  zur  Colli- 
ueationscbene’  liegender  Axe  entspricht  im  Allge- 
meinen ein  Kegel  vom  zweiten  Grade;  in  welchem 
Falle  wird  derselbe  ein  gerader  Kreiskegel? 

4)  Das  Relief  einer  Kugel  ist  eine  geschlossene  Fläche 

mit  elliptischen  ebenen  Querschnitten  — denn  im 
Falle  des  Reliefs  wird  die  Kugel  von  der  Gegen- 
ebene R nicht  getroffen.  ' 

5)  Wenn  die  Kugel  die  Gegenebene  B berührt  oder 
schneidet,  so  ist  dio  centrisch  collineare  Fläche  in 
einer  Richtung  oder  iu  den  Richtungen  aller  Strah- 
len eines  Kreiskcgcls  unendlich  ausgedehnt. 

G)  Die  Beleuchtung  des  Objects  durch  Sonnenlicht  ist 
im  Relief  durch  die  Beleuchtung  aus  einem  Punkte 
der  Gegenebcue  Q,  zu  ersetzen. 

42.  Ein  wichtiger  Specialfall  der  centrisch  collinearen 
räumlichen  Systeme,  obwohl  ohne  den  Character  der  Bild- 
lichkeit, ist  der  der  involutorischen  oder  harmonischen  Colli- 
neation  mit  dem  characteristischcn  Doppelverhältniss  — 1 . 
Dann  sind  die  Gegenebenen  Q,,  B in  der  Mitte  zwischen 
Centrum  und  Collineationsebene  vereinigt  und  — wie  die 
Construction  und  das  Doppelverhältniss  gleichmässig  ergeben 
— die  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  beider  Systeme  ent- 
sprechen einander  vertausehungsfähig.  Die  grosse  Bedeutung 
dieses  Falles  für  das  Studium  der  Raumformen  tritt  bei  wei- 
terer Specialisiening  sofort  hervor. 

Ist  das  Centrum  einer  räumlichen  Collineation  unendlich 
fern,  so  sind  es  die  Gegenebenen  auch,  da  die  Collineations- 
strahlen  unendlich  ferner  Punkte  ganz  im  Unendlichen  liegen, 
d.  h.  parallelen  Strahlen  und  Ebenen  des  einen  Systems  ent- 
sprechen parallele  Strahlen  und  Ebenen  des  andern;  entspre- 
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ehende  Gerade  sind  ähnlich  getheilt,  weil  /i  — : SA  ist. 

(Vergl.  § 21.;  a). 

Man  nennt  solche  j,-jg 

Systeme  (Fig.78.)  affin  •»' 

in  centrischer  oder  per- 
spectivischer  Lage.  Ist 
insbesondere  A — — 1 , 
somit  SA^  = — SA,  also  _ 
die  aftine  Collineation 
involutorisch,  so  erhält 
man  die  Symmetrie 
der  räumlichen  Sy- 
steme in  Bezug  auf 
eine  Ebene,  die  Col- 
lineationsebene ; man  wird  bei  derselben  eine  schräge  und 
eine  normale  Symmetrie  unterscheiden  können.  (Vergl. 
§ 21.;  b.) 

Ist  die  Collineationscbene  einer  centrischen  Collineation 
räumlicher  Systeme  unendlich  fern,  so  sind  es  auch  die  Ge- 
genebenen; man  erhält  A — CA  ■.  CA,  (§  21.;  c.).  Entspre- 
chende Gerade  und  entsprechende  Ebenen  sind  einander  pa- 
rallel und  die  in  denselben  gelegenen  Systeme  ähnlich  und  in 
ähnlicher  Lage  nach  dem  Verjüngungsverhältniss  A.  Solche 
räumliche  Systeme  nennt  man  ähnlich  in  perspectivischer 
oder  ähnlicher  Lage.  Die  Beziehung  dcrEbeneV  in  §39.;  5. 
findet  nun  auf  allen  Ebenen  statt,  die  das  Centruin  enthalten. 
Für  A = — 1 unter  der  Voraussetzung  der  unendlich  fernen 
Collineationsebeno  ist  Aehnlichkeit  mit  Involution  verbunden; 
man  erhält  CA  = — CA,,  die  Reihen  entsprechender  Punkte 
in  den  (Jollineationsstrahlen  sind  symmetrisch  gleich,  die  ent- 
sprechenden Systeme  in  entsprechenden  Ebenen  symmetrisch 
congruent,  es  ist  die  Symmetrie  der  räumlichen  Systeme 
in  Bezug  auf  ein  Centrum. 

Endlich  entspricht  der  gleichzeitigen  unendlich  fernen 
Lage  des  t^entrums  und  der  Collineationscbene  die  einfache 
Congruenz  der  räumlichen  Systeme. 

. Es  ergiebt  sich  ahso,  dass  die  Involution  die  Quelle  aller 
Symmetrieverhältnisse  so  im  Raume  wde  in  der  Ebene  ist, 
oder  dass  die  Involutionsgestalten  die  allgemeinen 

!»• 
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Formen  der  symmetrischen  Gest  alten  jeder  Art  sind. 
Sowie  ferner  im  ebenen  System  die  Involution  sich  eng  ver- 
bunden gezeigt  hat  mit  der  Theorie  der  Curven  zweiter  Ord- 
nung \ind  Classe,  als  die  Quelle  der  manichfaltigen  Symmetrien 
derselben,  so  zeigt  sie  sich  im  Kaumc  als  gleichwichtig  für 
die  Theorie  der  F Lachen  zweiter  Ordnung  >ind  Classe, 
als  Quelle  aller  ihrer  Symmetrien. 

Endlich  sind  alle  die  üblichen  Darstellungsmethoden  räum- 
licher Formen  durch  räumliche  Formen,  d.i.  die  Modellierungs- 
Jlethodcn,  als  Spocialtalle  der  Lehre  von  den  centrisch  colli- 
nearen  räumlichen  Systemen  hervorgetreten  und  damit  der 
darstellenden  Geometrie  organisch  angeschlossen;  von  ihnen 
dient  die  allgemeinste  ganz  besonders  künstlerischen  Zwecken, 
die  besondere  der  Aehnlichkeit  hat  vorzugsweise  technische 
Verwendung  in  engerem  Sinne. 

43.  Die  Methoden  der  Abbildung  auf  eine  Ebene, 
welche  die  darstellende  Geometrie  verwendet,  sind  endlich  die 
äussersten  Specialfalle  der  Construction  centrisch  collinearer 
räumlicher  Systeme.  Fallen  die  Collineationsebene  S und  die 
GegenebencQj , welche  die  entsprechenden  der  unendlich  fernen 
Punkte  des  Originakaums  enthält,  in  eine  Ebene  zusammen,  so 
geht  die  andere  Gegenehene  B durch  das  Centrum  oder  fällt  in 
die  Ebene  V und  man  erhält  die  Bestimmungsweise  der 
Centralprojection  für  die  Gerade  und  die  Ebene  wieder, 
von  welcher  die  Entwickelung  ausging;  die  Collineationsebene 
wird  zur  Bildebene,  die  Gegenebene  K Verschwindungsebene. 

Eine  Gerade  durch  das  Centrum  erscheint  als  ein  Punkt, 
eine  Ebene  durch  dasselbe  als  eine  Gerade,  etc.  — die  Cen- 
tralprojection eines  Objects  ist  anzusehen  als  das  in  der  Rich- 
tung der  Collineationsstrahlen  auf  die  Tiefe  Null  reducierte 
centrisch  collineare  Abbild  desselben.  Zur  Bestimmung  einer 
Centralprojection  gehört  somit  die  Angabe  der  Bildebene,  der 
Verschwindungsebene  — die  Distanz  bestimmt  diese  aus  jener 
— und  des  Centrums  in  dieser  — der  Hauptpunkte,  leistet  diess. 

Wenn  beim  Zusammenfällen  der  Ebenen  S und  Q,  die 
Gegenebene  B und  das  Centrum  C unendlich  fern  liegen,  so 
erhält  man  als  Specialfall  der  centrischen  Collineation  räum- 
licher Systeme  die  ebene  Parallelproj ection  des  Origi- 
nalraums, als  ein  in  der  Richtung  der  Collineationsstrahlen  auf 
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die  Tiefe  Null  reduciertcs  — unendlich  dünnes — perspectivisch 
affines  Abbild  desselben.  Für  die  Bilder  seiner  ebenen  Systeme 
gelten  die  Gesetze  von  § 21.;  a.  Jeder  Punkt  der  Bildebene 
bestimmt  die  durch  ihn  gehende  projicierende  Linie  und  jede 
Gerade  der  Bildebene  bestimmt  als  den  Ort  der  projicieren- 
den  Linien  aller  ihrer  Punkte  ihre  projicierende  Ebene.  Zu 
einer  Geraden  g liefert  der  Schnittpunkt  mit  der  Bildebene  S 
ihren  Durchstosspunkt  S,  durch  welchen  auch  ihr  Bild  gehen 
muss  und  die  projicierende  Linie  eines  anderen  Punktes  von 
g bestimmt  dasselbe.  Die  zur  Geraden  g parallele  projicie- 
rende Linie  liegt,  als  Verbindungslinie  von  zwei  unendlich 
fernen  Punkten  C und  Q ganz  in  unendlicher  Feme  und  trifft 
daher  auch  die  Bildebene  in  einem  unendlich  fernen  Punkte 
Q',  d.  i.  die  Fluchtpunkte  aller  in  derselben  projicicrenden 
Ebene  möglichen  Geraden  fallen  ununterscheidbar  in  den  un- 
endlich fernen  Punkt  ihrer  Schnittlinie  mit  der  Bildebene  zu- 
sammen. Soll  umgekehrt  von  dem  Bilde  einer  Geraden  zu 
ihrem  Original  übergegangen  werden,  so  erweist  sich  die 
Angabe  des  Durchstosspunktes  S und  der  Richtung  der  pro- 
jicierenden  Linien  nur  als  hinreichend  zur  Bestimmung  der 
projicicrenden  Ebene,  in  welcher  es  liegen  und  des  Strahlen- 
bUschcls  in  derselben,  dem  es  angchören  muss;  aber  die 
Richtung  des  Strahls,  welcher  als  Original  zu  betrachten  ist, 
bleibt  unbestimmbar,  weil  die  Gerade  Q'C  als  ganz  im  Un- 
endlichen liegend  oder  als  die  Stellung  der  projicicrenden 
Ebene  die  Richtungen  aller  in  ihr  liegenden  Geraden  enthält 
und  daher  keine  Einzelne  unter  ihnen  bestimmt.  In  Folge 
dessen  ist  auch  kein  Punkt  der  Geraden  g durch  sein  Bild 
im  Bilde  der  Geraden  g bestimmt,  sondern  nur  der  entspre- 
chende projicierende  Strahl  in  der  projicicrenden  Ebene  von  g. 

Das  ganz  analoge  Ergebniss  erhält  man  bei  der  Frage 
nach  der  Bestimmung  der  Ebene  in  diesem  Falle.  In  Allein 
also:  Durch  eine  Parallelprojcction  in  der  Ebene  ist 
eine  Gerade,  ein  Punkt  und  eine  Ebene  nicht  be- 
stimmbar und  zwar  in  Folge  der  Ununterscheidbarkeit  der 
Fluchtelemente  von  Geraden  und  Ebenen. 

Nur  durch  die  Combination  von  zwei  Parallelpro- 
jectionen  mit  verschiedenen  Richtungen  der  projicicrenden 
Strahlen  auf  dieselbe  Bildebene  oder  von  zwei  Parallelprojec- 
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tioiien  mit  verschiedenen  Richtungen  auf  zwei  verschiedene 
Bildebenen  wird  der  Zweck  der  Bestimmung  der  räumlichen 
Formen  mit  Hilfe  der  ebenen  Parallelprojectionen  erreicht 
werden  können.  Es  ist  der  Grundgedanke  von  Monge’s 
„Geometrie  descriptive“  hierzu  zwei  orthogonale  Parallelpro- 
jectionen auf  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Projectionsebenen 
zu  verbinden,  wie  diess  aus  den  Elementen  bekannt  ist.  Eine 
orthogonale  und  eine  schräge  Parallelprojection  auf  dieselbe 
Projectionsebene  reichen  zur  Bestimmung  aus,  wenn  die  Rich- 
tung der  Letztem  bekannt  ist;  diess  kommt  vor  in  der  Form 
der  Schlagschatten,  etc. 

1)  In  Bezug  auf  das  erste  Kriterium  des  § 41.  können 
alle  ebenen  centralprojectivischen  Abbildungen  als 
bildlich  bezeichnet  werden,  und  man  hat  nur  das 
zweite  des  Sehkegels  zu  beachten,  um  gute  per- 
spectivische  Bilder  zu  erhalten.  Man  kann  im  Bilde 
die  Sichtbarkeit  und  Unsichtbarkeit  unterscheiden, 
indem  man  die  Bildebene  als  vielfach  und  ihre 
Lagen  als  in  derselben  Ordnung  vom  ('entmin  aus 
einander  folgend  und  einander  verdeckend  ansieht, 
wie  die  Flächen  des  abgebildeten  Objects;  Das  cen- 
tralprojcetivische  Bild  als  ein  unendlich  dünnes  Relief. 

2)  In  der  Parallelprojection  muss  die  Seite  der  Bild- 
ebene bezeichnet  werden,  auf  welcher  in  unend- 
licher Feme  das  Centrum  gedacht  worden  soll,  um 
die  gegenseitige  Verdeckung  der  Flächen  des  Ori- 
ginals im  Bilde  zu  bestimmen  (vergl.  § 55.).  Dann 
gelten  die  vorigen  Bemerkungen. 

3)  Der  von  allen  Sehstrahlen*  normal  geschnittenen 
Kugelfläche  der  Netzhaut  entspricht  die  ebene  Bild- 
fläche der  orthogonalen  Parallelprojection;  diese  — 
die  orthogonale  — hat  unter  den  Parallelprojec- 
tionen am  meisten  den  Character  der  Bildlichkeit. 
Die  Entwickelung  darf  sich  im  Allgemeinen  auf 
sie  beschränken,  da  die  allgemeinen  Charactere 
aller  Parallelprojectionen  in  der  Lehre  von  der 
Afflnität  doch  gegeben  sind. 

Für  den  Zeichner  bietet  die  Anwendung  schiefer 
Parallelprojectionen  besondere  Vortheile  (§  61.),  die 
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Wahrung  der  Bildlichkeit  des  Dargestellten  steckt 
ihr  jedoch  sehr  enge  obwohl  nicht  im  Allgemei- 
nen, sondern  nur  im  speciellen  Fall  bestimmbare 
Grenzen. 

44.  Die  centrisch  collinearen  räumlichen  Systeme  sind 
projectivisch  collineare  räumliche  Systeme  in  besonderer  näm- 
lich perspectivischer  Lage,  wenn  man  als  projectivische  col- 
lineare Systeme  allgemein  diejenigen  detiniert,  welche  dem 
Gesetz  genügen,  dass  jedem  Punkte  ein  Punkt  und  jeder  Ge- 
raden eine  Gerade  im  andern  System  entsprieht.  Den  ge- 
radlinigen Reihen,  den  ebenen  Strahlen  huscheln  und  den 
Ebcnenbüscheln  des  einen  Systems  entsprechen  projectivische 

Fig.  M. 

o.  b. 


r i ! 


Reihen,  Strahlenbüschel  und  Ebencnbüschel  des  andern.  (Vergl. 
§ 38.) 

Eine  solche  Beziehung  zweier  Räume  ist  vollkommen  be- 
stimmt durch  fünf  Punkte  J,  B,  C,  B,  E des  einen,  von  denen 
keine  vier  in  einer  Ebene  liegen,  und  die  fünf  entsprechenden 
Punkte  A^,  C^,  i)  des  andern  (Fig.  79.).  Denn  ist  F ein 

sechster  Punkt  des  ersten  Systems,  so  bestimmt  derselbe  mit 
drei  Kanten  des  Tetraeders  ABCD,  welche  nicht  in  einer  Ecke 
zusammenstossen.  Ebenen,  die  nur  ihn  gemein  haben  und 
deren  entsprechende  im  andern  System  somit  den  entspre- 
chenden Punkt  F^  bestimmen.  Diese  aber  eonstruiert  man 
nach  der  Bemerkung,  dass  die  Ebenenbüschcl  (AB.CDEF) 
und  {A^  Bf  • Cf  Df  Kf  Ff),  ebenso (.ffC-  .4/)£F)und(ß,  C,  -A,  Df  Ef  F,) 
und  (CA  • BDEF),  (C,  A,  • Bf  Df  Ef  F,)  zu  einander  projectivisch 
sind  (vergl.  § 22.),  mit  Hülfe  der  einfachen  Mittel  der  §§  17. 
und  18.  In  derselben  Weise  eonstruiert  man  durch  Wieder- 
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liulung  entsjiiodiende  (Jcrado  und  cntsprcclicnde  Ebcnun  bei- 
der Systeme.  Den  unendlich  fernen  Punkten  Q des  einen 
Systems  entsprechen  die  Punkte  der  Gegenebene  Q,  des  an- 
dern und  den  unendlich  fernen  Punkten  in  diesem  die 
der  Gegenebene  H in  jenem  System,  welche  beide  man  so- 
mit ebenfalls  leicht  ermittelt. 

Ist  dann  im  System  des  Bildraums  E,  eine  zur  Gegen- 
ebene Q|  parallele  Ebene,  so  wird  die  entsprechende  Ebene  E 
des  Originalraums  zu  B parallel  sein  und  die  in  beiden  Ebenen 
enthaltenen  Systeme  werden  zu  einander  affin  sein,  den  Rich- 
tungen der  einen  entspi’echen  Richtungen  der  andern,  ohne 
dass  jedoch  allgemein  die  Richtungsunterschiede  hier  den 
entsprechenden  Richtungsunterschieden  dort  gleich  sein  wer- 
den. Diess  Letztere  ist  aber  der  specielle  Character,  welchen 
entsprechende  ebene  Systeme  von  der  Stellung  der  Gegen- 
ebenen in  Cent  risch  collinearen  Räumen  besitzen,  weil  ihre 
unendlich  ferne  Gerade  zugleich  ihre  Collineationsaxc  ist, 
d.  h.  Punkt  für  Punkt  sich  selbst  entspricht.  Damit  ist  er- 
wiesen, dass  collinearc  räumliche  Systeme  im  Allgemeinen 
nicht  in  centrische  oder  perspectivische  Lage  übergeführt 
werden  können  (vergl.  § 22.),  dass  vielmehr  diese  Möglich- 
keit von  besondern  Eigenschaften  derselben  abhängt.  Die 
Darstellungsmethoden  haben  es  stets  nur  mit  eentrisch  colli- 
ncaren  Systemen  zu  thun. 

Reciproken  räumlichen  Systemen  (vergl.  § 23.)  werden 
wir  später  begegnen. 

1)  Wenn  zwei  collineare  räumliche  Systeme  ein  ebenes 
System  entsprechend  gemein  haben,  so  haben  sie 
auch  einen  Strahlenbündel  entsprechend  gemein 
und  umgekehrt.  Man  erläutere  insbesondere  den 
Zusammenhang  dieses  Satzes  mit  dem  in  § 38. ; 2. 

2)  Die  Bestimmung  der  centrisch  collinearen  räum- 
lichen Systeme  durch  Gentrum  und  Ebene  der  Col- 
lineation  sowie  eine  der  Gegenebenen  ist  eine  spe- 
cielle Form  der  Bestimmung  durch  fünf  Paare  ent- 
sprechender Punkte.  Das  Centrum  und  drei  Punkte 
der  Collineationsebene,  welche  sie  bestimmen,  re- 
präsentieren vier  Paare;  die  Gegenebene  ist  durch 
einen  weitern  Punkt  bestimmt,  dessen  entsprechen- 
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der  die  Kiclitung  des  durch  ihn  gehenden  Strahls 
ans  dem  Centrnm  ist.  Es  ist  analog,  wenn  die. 
Gogcncbcne  durch  ein  Piwir  von  entspreehcuden 
Funkten  A,  A,  ersetzt  wird. 

.^)  Wenn  zwei  Systeme  mit  einem  und  demselben 
dritten  System  eollinear  sind,  so  sind  sie  es  auch 
untereinander;  wenn  in  einer  Heiho  von  Systemen 
: .I'--  jedes  mit  dem  folgenden  eollinear  ist,  so  ist  auch 

das  erste  mit  dem  letzten  und  jedes  mit  jedem  col- 
linear.  Ebenso  für  ähnliche  und  für  affine  Systeme. 

45.  Von  wichtigen  Folgen  ist  der  Satz:  Wenn  von  drei 
räu m lieh on  Sy s temen  je  zwei  mi teina  n der  centrisch 
eollinear  sind,  so  liegen  die  drei  Collincationscentra 
in  einer  ge  radenLinie.  Denn  die  Systeme,  die  wir  als  erstes, 
zweites,  drittes  System  bezeichnen  wollen,  haben  paarweis  mit 
einander  cineCollineationsebene,  setzen  wir  das  erste  und  zweite 
die  Ebene Sj,  das  zweite  und  dritte  die  Ebene  S, , das  dritte  und 
erste  die  Ebene  S., , und  diese  drei  Ebenen  haben  mit  einander 
einen  Punkt  5 gemein;  dann  entspricht  (Fig.80.)  jeder  durch  S 
gehenden  Geraden  ff,  des  ersten  Systems  mit  zwei  Punkten  A, , 
B,  eine  auch  durch  S gehende  Gerade  ff.j  des  zweiten  mit  den 
entsprechenden  Punkten  A^,  B.^ 
und  eine  durch  S gehende  Ge- 
rade ff.^  des  dritten  mit  den 
Punkten  B.^  und  es  schnei- 
den sich  die  Geraden  B,B.^ 
imtJollineationscentruui  C^/A^A^, 

B.^B^  ira  Centrura  C,  und  A^A,, 

B^B,  inCj.  Die  Dreiecke .4, 
und  B,BjB.^  haben  also  ihre 
Ecken  paarw'eis  auf  Strahlen 
aus  einem  Punkt  S und  ihre  ent- 
sprechenden Seitenp>aare  schnei- 
den sich  daher  in  drei  Punkten 
einer  Geraden.  (§  19.;  7.) 

Damit  ist  zugleich  der  speciellere  Satz  bewiesen:  Wenn 
drei  ebene  Systeme  paarweis  centrisch  eollinear  sind  und  ihre 
Collineationsaxen  einen  Punkt  gemein  haben,  so  liegen  ihre 
Collincationscentra  in  einer  Geraden  und  umgekehrt. 


Flg.  SO. 
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Und  der  noch  speciellore:  Sind  zwei  ebene  Systeme  einem 
dritten  ebenen  System  ähnlich  und  zu  ihm  in  perspectivischer 
Lage,  so  sind  sie  beides  auch  untereinander  und  die  drei 
Aehnlichkeitscentra  liegen  in  einer  Geraden.  Denn  dann  haben 
die  Geraden  A.^B.^,  A^B.j  als  einander  parallel  einen  un- 

endlich fernen  Punkt  gemein. 

1)  Je  zwei  Kreise  derselben  Ebene  (oder  in  parallelen 

Ebenen)  sind  ähnlich  und  in  perspectivischer  Lage 
für  ihren  innem  Aehnlichkeitspunkt  J und  den 
äussern  Aehnlichkeitspunkt  E.  Sind  die  Aehnlich- 
keitspunkte  von  drei  Kreisen  in  paral- 
lelen Ebenen  oder  in  derselben  Ebene  für 

A'i  und  Ä’j;  Ejj,  J23  für  A'j  und  und  £3,,  /j,  für 
A'3  und  A'i,  so  liegen  dieselben  vier  mal  zu  dreien 
in  einer  Geraden  — nämlich 

— und  bilden  also  ein  voll- 
ständiges Vierseit. 

2)  Je  zwei  Kreise  derselben  Ebene  sind  auch  centrisch 
collinear  für  dieselben  beiden  Punkte  als  Centra 
und  für  die  Gerade,  welche  man  Chordnle,  Potenz- 
linie oder  Radicalaxe  derselben  nennt,  als  Collinea- 
tionsaxe.  Die  Collineationsaxen  von  drei  Kreisen 
derselben  Ebene  gehen  durch  einen  Punkt. 

3)  Zwei  Kugeln  sind  einander  ähnlich  in  perspec- 
tivischer  Lage  für  ihren  innern  und  ihren  äussem 
Aehnlichkeitspunkt  J und  E und  sie  sind  zu  ein- 
ander centrisch  collinear  für  dieselben  Punkte  als 
Centra  und  die  Ebene,  welche  inan  Ohordal-  oder 
Radical-  oder  Potenz -Ebene  nennt,  als  Collinea- 
tionsebone.  Von  den  sechs  Achnlichkeitspunkten 
von  drei  Kugeln  liegen  viermal  drei  in  einerGeraden 
und  die  drei  Collineationsebenen  schneiden  sich  in 
einer  zur  Ebene  der  Centra  normalen  Geraden. 

4)  Vier  Kugeln  bilden  auf  acht  Arten  sechs  Paare 
von  ähnlichen  Figuren  in  perspectivischer  Lage; 
von  den  Aehnlichkeitspunkten  liegen  achtmal  je 
sechs  in  einer  Ebene;  die  sechs  Collineationsebenen 
schneiden  sich  in  einem  Punkt. 
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D.  Die  drund^eeetce  der  orttaofronalen  Parallelprojection , ihre 
Transformationen  und  die  Axonometrie. 


46.  Durch  die  orthogonalen  Parallelprojectionen  auf  zwei  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  können  die  Raumformen  im  All- 
gemeinen bestimmt  werden;  unter  Festsetzung  eines  Anfangs- 
punktes 0 in  derDurchschnittsliniex  derselben  (Fig.  81.)  können 
sie  nach  gegebenen  Maassen  eingezeichnet  werden,  nämlich 
jeder  Punkt  aus  der  Angabe 
seiner  Abstände  Ajf,  AÄ'  von 
jenen  beiden  Ebenen  und  aus 
der  des  Abstandes  von  0 bis 
zu  der  durch  ihn  gelegten  Nor- 
malebene  AA'A^A"  zur  Axe.l'. 

Indem  wir  den  Anfangspunkt  Ü 
als  Schnittpunkt  mit  einer  drit- 
ten zu  den  beiden  ersten  norma- 
len Ebenen  bestimmt  denken, 
erhalten  wir  (Fig.  82.)dr  ei  Grund  - oder  Proj  ec  t ionsebenen 
XOY,XOZ,  TOZ,  drei  zu  einander  normale  Schnittlinien  derselben 
oder  Projectionsaxen,  OZ,  OY,  OX  zur  Angabe  der  Rich- 
tungen der  projicierenden  Linien,  welche  zu  den  Projections- 
ebenen  XO  F,  XOZ,  YOZ  re- 


spective  gehören;  es  ent- 
stehen drei  orthogonale  Pa- 
rallel - Projectionen  jeder 
Raumfigur,nämlichaufA'0  Y, 
XOZ,  YOZ,  die  wir  als  erste, 
zweite,  dritte  Projection  re- 
spective  benennen  und  durch 
Beifügung  von  einem  Strich, 
von  zwei  oder  drei  Strichen 
oben  rechts  zum  Zeichen  des 
Originals  unterscheiden.  In  ■/ 


Fig.  S2. 
■i, 

,k 


dieser  Weise  gefasst  ist  die 

Bestimmungsweise  der  darstellenden  Geometrie  mittelst  der 
orthogonalen  Parallelprojectionen  identisch  mit  derjenigen  der 
Coordinatengeometrie  des  Raumes  für  rechtwinklige  Parallel- 
coordinaten;  wir  nennen  auch  die  geradlinige  Strecke  von 
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der  ersten  Projection  Ä eines  Punktes  A bis  zu  ihm  selbst 
die  Coordinate  z,  die  von  der  zweiten  Projection  -4"  zu  ihm 
selbst  die  Coordinate  y,  und  die  von  der  dritten  Projection 
Ä"  zu  ihm  die  Coordinate  x,  weil  dieselben  respective  den 
Axen  OZ,  OY,  OX  parallel  sind;  wir  unterscheiden  in  jeder 
der  Axen  vom  Anfangspunkt  0 ausgehend  den  positiven  und 
negativen  Sinn  der  Bewegung  und  nennen  jede  Coordinate 
positiv  oder  negativ,  jenachdcm  sic  von  der  entsprechenden 
Projectionsebcne  aus  im  positiven  oder  negativen  Sinn  der 
dazu  normalen  Axe  verläuft.  Jeder  Punkt  ist  durch  Angabe 
seiner  Coordinaten  nach  Grösse  und  Sinn  bestimmt,  d.  h. 
durch  Angabe  der  Grösse  und  des  Sinnes  der  Strecken,  welche 
auf  seinen  projiciercnden  Geraden  zwischen  der  Projection 
und  ihm  selbst  enthalten  sind.* 

Die  projiciercnden  Linien  x,  y,  z eines  Punktes  A bestim- 
men paarweis  drei  Ebenen  xy  parallel  A' 0 1',  yz  parallel  YOZ,  zx 
parallel  ZOA"  und  diese  schneiden  die  Axen  OZ,  O.C,  01’ respective 
in  je  einem  Punkte  A^,  Ay,  A..  Diese  drei  Ebenen  umschliessen 
mit  den  drei  Projcctionsebencn  ein  rechtwinkliges  Parallelepi- 
ped,  welches  wir  als  das  projicierende  Parallelepiped 
des  Punktes  bezeichnen;  seine  Flächen  sind  in  Paaren  pa- 
rallel und  congruent:  OA^A' Ay,  A.A” AA'"-,  OAyA'"A.,  A„.A'A.4"', 
OA^X'A-c,  AyA"'AA']  seine  Ecken  in  Paaren  entgegengesetzt: 
0,  A;  Ax,  A'”',  Ay,  A"\  A,,  A';  seine  Kanten  zu  vieren  parallel 
und  gleich:  OA;,  A^X',  A'A,  AyA'"  (=  z);  OAy,  A^Ä,  A'A, 

A,X"  {=  y);  OA.r,  AyA',  A"'A,  A,A"  (=  x).  Setzt  man:  OA  = I, 
OA'  = r,  OA"  = r,  OA"'  = r und  Lil,0  = ß,,  = 

/_(/,  /'")  = jSj,  die  Neigungswinkel  der  Geraden  / gegen  die 
Projectionsebenen,  so  gelten  die  Relationen 


n = n 4- = n + >/  = + x*  = x^  + y’  -f  z’; 


cos^-ßi  = -■ 


l'i  > Pz  i2  f!  > P3  ,t  ,2  — I) 


SIH^ßl 


.2 

7* 


, sin%^ 


P 

x’ 


, si/P|3.,  = ; 


also  cos’/J,  -f-  cos'^ßi  -(-  cos''ßj  — 2,  sin'^ß,  sin^ß.^  -|-  sin^ß^  = 1 

1 1 

oder  X cos'^ßi  = 2 , X sin‘‘ßi  — 1 ; also  auch  ßj  -(-  ß*  < 90® 

3 s 

(i,  k verschieden  und  =1,2,  d). 
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1)  Bezeiclmen  wir  den  Punkt  von  den  Coordinaton 
X = a , y = b , z = c kurz  durch  («,  b,  c) , so  be- 
deutet (o,  0,  o)  den  Anfangspunkt  0;  (o,  n,  c)  jeden 
beliebigen  Punkt  der  Axe  OZ]  (o,  b,  o)  jeden  Punkt 
der  Axe  0Y\  («,  o,  o)  jeden  in  der  Axe  O.Y. 

2)  Ebenso  bezeichnet  (o,  ft,  c)  einen  beliebigen  Punkt 
der  Coordinaten-  oderProjectionsebenc  VOZ,  («,  o,  c) 
einen  solchen  in  A'OZ,  (a,  ft,  o)  einen  in  Ä'OJ'.  In 
welcher  Weise  fallen  die  Ecken  der  projicierenden 
Paralfelepipede  solcher  Punkto  in  Paaren  zusam- 
men? 

[3)  Alle  Punkte  (et,  + a,  c),  d.  h.  solche,  deren  Coor- 
dinaten X und  y von  gleicher  Länge  sind,  verthei- 
Icn  sich  in  zwei  durch  die  Axe  OZ  gehende  und 
die  Winkel  zwischen  den  anstossenden  Projections- 
ebenen  halbierende  Ebenen,  deren  eine  H.  die 
Punkte  mit  gleichem  Sinn  der  x imd  y,  und  die 
andere  diejenigen  mit  verschiedenem  Sinn  der 
X und  y enthält. 

Ebenso  liegen  die  Punkte  (n,  6,  + ft)  in  zwei 
Ebenen  H^,  Hj-,  die  durch  die  Axe  O.Y  gehen  und 
die  Winkel  der  anliegenden  Projectionsebenen  hal- 
bieren; endlich  die  Punkte  (a,  ft,  + a)  in  zwei 
Ebenen  Hy,  Hy'.  Wir  nennen  diese  Ebenen  die 
sechs  Halbierungsebenen  des  Projections- 
systems.  Sie  können  alsDiagonalebenen  speeieller 
projicierender  Parallelepipede  angesehen  werden. 

4)  Die  Punkte  (a,  a,  a)  von  gleichen  Coordinaten  mit 
übereinstimmendem  Sinn,  liegen  in  einer  Geraden 
welche  von  0 ausgeht,  mit  den  Projectionsaxen 
und  Ebenen  gleiche  Winkel  macht  und  die  gemein- 
schaftliche Schnittlinie  der  Ebenen  Hi,  H^,  Hy  ist, 
weil  X = y — z = a die  Relationen  x — y = a, 
y = z = a,  z = X = a einschlicsst.  Ebenso  liegen 
die  Punkte  ( — a,  a,  a)  in  der  Geraden,  in  welcher 
die  Ebenen  H.-,  H^.,  Hy-  sich  schneiden;  wir  wollen 
dieselbe  nennen.  Die  Punkte  (a,  — a,  a)  in 
der  Schnittlinie  ^y  der  Ebenen  H,-,  Hj.',  Hy  und 
die  Punkte  (a,  a,  — a)  in  auf  den  Ebenen  H,, 
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Hj-,  Hj,-.  Die  sechs  Halbierungsebenen  schneiden 
sich  ausser  paarweis  in  den  Projectionsaxen  viermal 
zu  je  drei  in  vier  Geraden  aus  0,  welche  mit  den 
Projcctions-Axen  und  Ebenen  gleiche  Winkel  ein- 
schliessen  und  die  als  die  vier  Halbierungsaxen 
des  Systems  bezeichnet  werden  können.  Sie  kön- 
nen als  Diagonalen  pro jicierender  Würfel  angesehen 


Fig.  83. 


werden ; in  der  Fig.  Sil.  .sind  acht  dergleichen  zu 
einem  Würfel  vereinigt,  die  Ebenen  Hj. ; Hy, 
Hy-;  H,,  H,-  sind  die  Ebenen  der  Paare  von  Ge- 
raden ^y^,;  ^^y,  (Vergl.  §49; 

5.  und  § 60.  Anm.) 

r>)  Wie  gross  sind  die  Winkel  ßi  für  die  Halhierungs- 
axen? 

47.  Eine  beliebige  Ebene  S erzeugt  mit  den  drei  Pro- 
jectionsebenen  Durchschnittslinien,  die  wir  die  Spuren  s,  der- 
selben nennen  und  als  erste,  zweite  und  dritte  Spur  so  unter- 
scheiden, dass  s,  in  der  Ebene  A'OJ’,  in  XOZ,  Sj  in  YOZ 
gelegen  ist;  sie  bilden  das  Spurendreieck  der  Ebene,  dessen 
Ecken  mit  S,r,  Sy,  S.  bezeichnet  werden  können  nach  ihrer 
Lage  in  den  respectiven  Axen.  Die  Ebene  schneidet  ferner 
das  System  der  sechs  Halbieningsebenen  H,-  und  der  vier 
Halbierungsaxen  l^,-  in  den  sechs  Seiten  — schreiben  wir 
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Ay,  Ay,  Ay-,  Ai,  Aj  — und  vier  Ecken  — //,  Hy,  //,  eines 
vollständigen  Vierecks,  für  welches  die  drei  Ecken  des  Spu- 
rendreiecks Sx,  Sy,  S;  die  Schnittpunkte  der  Gegenseitenpaarc 


A j , A j hy,  hy',  hx,  hx' 

oder  Diagonalpunkte 
und  die  drei  Spuren  s, , 
Sj,  Sj  also  die  drei  Dia- 
gonalen sind. 

Fällt  man  vom  An- 
fangspunkt 0 auf  die 
Ebene  eine  Normale  n 
lind  bezeichnet  ihren 
P'usspunkt  durch  N,  so 
erkennt  man  denselben 
als  den  Durchschnitts- 
pimkt  der  drei  Höhen- 
perpenclikel  des  Spuren- 
dreiecks SxSySx,  weil 
die  Normalebenen  zur 


Fis.  B4. 

z 


gegebenen  Ebene  durch  OZ,  OX , OTrespective  sich  in  OX 
durchschneiden  (vergl.  § 10;  10).  Sind  die  Winkel  dieser 
Normale  mit  den  Projcctionsebenen  (§  46.)  /J, , (3.,,  so  sind 
die  Neigungswinkel  der  Ebene  a,,  Oj,  ot^  gegen  dieselben  Pro- 
jectionsebenen  die  Compleinente  der  ßi  und  man  hat  folglich 


1 1 

2 cos^Ui  =1,2  sin’^Ui 
3 3 


«■  + «k  > IX)® 


für  I und  k verschieden  unter  den  Zahlen  1,  2,  3.  Die  Schuitl- 
linien  der  Ebenen  n,  oi;  n,  oy;  n,  ox  mit  den  Projections- 
ebenen  xoy,  xoz,  yoz  respective  sind  die  drei  Projectionen 
n,  n",  n"  der  Normalen  n und  weil  die  bezeichneten  Ebenen 
zu  den  Spuren  s., , , Sj  respective  normal  sind,  so  sind  auch 

n,  n" , n"  respective  normal  zu  s, , Sj , Sj . Da  endlich  alle 
Normalen  zu  derselben  Ebene  und  alle  Normalebenen  der- 
selben Geraden  einander  parallel  und  die  Projectionen  paral- 
leler Geraden  so  wie  die  Spuren  paraller  Ebenen  selbst  jmrallel 
sind,  so  gilt  der  Satz:  Die  Projectionen  jeder  Normale 
einer  Ebene  sind  normal  zu  den  gleichnamigen  Spu- 
ren der  Ebene  — und  der  umgekehrte:  Die  Spuren  der 
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Normalebene  zu  einer  Geraden  sind  normal  zu  den  gleich- 
namigen Projectionen  der  Geraden. 

1 ) Wenn  das  Spurendreieck  Sj.  SyS.  einer  Ebene  (Fig.  85.) 
gegeben  ist,  so  kann  man  mittelst  des  Höliensclinitt- 
punktes  A'  desselben  die  Längen  OS,,  OSy,  OS,  oder 
die  Axenabsclinitte  der  Ebene  und  die  Geraden  A,, 
also  auch  die  Punkte  //,■  derselben  verzeichnen.  Ein 
Kreis  Uber  der  Höhe  als  Durchmesser  schneidet 
auf  der  durch  A'  gezogenen  Panillele  zu  S^Sy  den 
Punkt  t)|  so  an,  dass  AY>,  die  normale  Entfernung  der 
Ebene  vom  Anfangspunkt  ist  und  die  Abtragung  von 


Hg.  85. 


0^  auf  die  Höhe  S,  giebt  (Vergl.  Fig.  84.)  in 
0^*  die  Umlegung  von  0 mit  S^SyO  in  die  Ebene; 
die  Halbierungslinien  des  rechten  Winkels  5^.0,*  Sy 
geben  in  SxSy  zwei  Schnittpunkte  J,,  welche 
mit  S,  verbunden  die  Geraden  A-,  h,'  bestimmen; 
und  zwar  giebt  bei  gleichem  Sinne  der  Axenab- 
schnitte  OS,,  OSy  der  innere,  bei  ungleichem  Sinne 
derselben  der  äussere  Punkt  die  Linie  h, . Verfährt 
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man  ebenso  mit  den  Seiten  SyÄ.,  des  Spuren - 
dreiecks,  so  erhält  man  die  Geraden  Aj.-;  A,,,  Ay- 
und  durch  ihre  vier  Schnittpunkte  zu  dreien  die 
Punkte  H,  II x,  Jl..  Da  die  Gonstruction  die 

Länge  aber  nicht  den  Sinn  der  Axcnabschnitte  der 
Ebene  bestimmt,  so  entsprechen  acht  Lagen  der 
Ebene  in  den  durch  das  System  der  Projections- 
ebenen  erzeugten  OcUinten  des  Raumes  demselben 
Spurendreieck.  Man  characterisiere  die  bezügliche 
Unterscheidung  der  Vierecke  der 

2)  Mau  entnehme  der  vorigen  Gonstruction  die  Nei- 
gungswinkel «i  der  Ebene. 

3)  Die  Punkte  Bi  in  den  Seiten  des  Spurendreiecks 
liegen  viermal  zu  drei  in  einer  Geraden.  (Siehe 
Fig.  92.) 

4)  Welches  ist  der  besondere  ('haracter  des  Vierecks 
der  Hi  für  eine  Ebene  mit  gleichseitigem  Spuren- 
dreieck ? 

5)  Wie  gross  sind  die  Neigungswinkel  «,•  der  Ebenen 
von  gleichseitigen  Spurendreiecken  V 

f!)  Jede  projicierende  Ebene  hat  zu  ihrem  Spuren- 
dreieck einen  rechtwinkligen  Parallelstreil'cn,  dessen 
unendlich  ferne  Ecke  der  zu  ihr  parallelen  Axe 
angehört.  Das  Viereck  ist  dann  ein 

gleichschenkliges  Paralleltrapez  mit  parallelen  Sei- 
ten von  der  Richtung  der  beiden  parallelen  Spuren 
und  dessen  nicht  parallele  Seiten  mit  der  letzten 
Spur  gleiche  Winkel  bilden. 

7)  Als  erste  ausgezeichnete  Grenzlage  der  projicieren- 
den  Ebene  kann  ihr  Parallelismus  mit  einer  Pro- 
jectionsebenc  betrachtet  werden ; dann  ist  eine  Spur 
unendlich  fern,  das  Viereck  // //, //.  ist  ein 
Quadrat. 

8)  Die  zweite  ausgezeichnete  Grenzlage  giebt  die  pro- 
jicierendc  Ebene  parallel  einer  llalbierungsebene; 
dann  liegen  zwei  der  Ecken  des  Vierecks  der  //,■ 
und  also  eine  seiner  Seiten  unendlich  fern,  die 
beiden  andern  Ecken  aber  in  der  Mitte  zwischen 

Fi « d 1 er,  Damtellcndo  Oeomeirie.  10 
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ilcn  |jamllelen  8pim>n  und  .symnictrisch  zur  letzten 
Spur  der  Ebene. 

!l)  Man  erörtere  die  Unbestiimutlieit  des  Nonnalen- 
fusspunktes  A'  in  2 und  die  speciellen  Lagen  des- 
selben in  den  Fällen  il  und  4. 

10)  Wenn  eine  Ebene  zu  einer  der  Halbierungsaxen 
parallel  ist,  so  fällt  eine  der  Ecken  des  Vierecks 
der  Hi  ins  Unendliclio  und  die  drei  zugehörigen  hj 
werden  einander  {)arallel. 

11)  Eine  Ebene  ist  zu  einer  der  llalbierungsebenpu 
normal,  wenn  zwei  ihrer  Axenabsohnitte  gleich 
sind;  mau  characterisiere  das  VMereck  der  //,•  in 
diesem  Falle. 

12)  Als  weitere  Specialfalle  der  Lage  einer  Ebene  sind 
bezüglich  des  Dreiecks  der  Spuren  und  des  Vier- 
ecks der  y/,-  die  Fälle  zu  charactorisieren , wo  die 
Ebene  eine  I'rojectionsaxc  respective  eine  Halbie- 
rungsaxe  enthält. 

1:1)  Aus  dem  Sinne  der  Coordinaten  der  drei  Axen- 
schnittpunkte  .Sä,  S.,,  S.  der  Ebene  bestimmt  sich 
der  Sinn  der  (Joordinate.n  aller  ihrer  Funkte  ans 


Kig.  S«. 


ihrer  Lage  gegen  das  Spurendreieck.  Alle  Punkte 
innerhalb  des  Spurendreiecks  haben  ihre  Coordi- 
naten vom  nämlichen  Sinne,  wie  die  Axenschnitt- 
punkte  selbst,  sagen  wir  beispielsweise  -|-,  -|-,  -f- 
oder  (-f-,  — , +);  der  Durchgang  durch  eine  Spur 
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iiiiirkiert  den  Weclisel  des  Sinnes  der  zugehörigen, 
d.  i.  zu  ihrer  Projectionsebene  normalen  Coordi- 
nate,  so  dass  die  AussenwiukelHiiehen  des  Spuren- 
dreiecks an  s,  durch  — | (-| ),  an  s.,  diircli 

H h (+  + +),  •‘in  fl  h + ( f-) 

characterisiert  sind;  endlich  die  Scheitelwinkcl- 
räunie  an  S^,  S:  respective  die  Zeichenfolgen 

_| 1 ( (_( 

erhalten.  Die  Figur  80.  giebt  einen  dritten  Fall. 
Kiue  Ebene  geht  im  Allgemeinen  durch  sieben  von 
den  acht  (4ctanten,  in  welche  die  Projeetionsebenen 
den  (jcsammtraum  theilcn.  Durch  welchen  geht  sie 
nicht? 

14)  Mau  erörtere  die  in  den  vorher  bezeichneten  Spe- 
cialfällen der  Lage  der  Ebene  eintretenden  Beson- 
derheiten der  Discussion  in  13,  und  füge  die  Unter- 
suchung der  Vertheilung  der  Punkte  von  besondern 
Coordinatenverhältnissen  nach  § 40.;  1 — 4 hinzu. 
Der  Gesammtraum  wird  durch  die  Projections-  und 
Ilalbierungsebenen  in  48  Winkelräume  (dreiseitige 
Ecken)  zerlegt,  von  denen  jede  Ebene  im  Allge- 
meinen 33  durchsetzt. 

1;'))  Man  gebe  die  specicllcn  Relationen  zwischen  den 
Winkeln  «,■  für  die  projicierenden  und  die  den  Pro- 
jections- oder  Halbierungsebenen  parallelen  Ebenen 
an;  dazu  die  Lage  ihrer  Normalen. 

10)  Wenn  der  eine  Schenkel  eines  rechten  Winkels 
einer  Projectionsebene  parallel  ist,  so  ist  die  be- 
ti'effcnde  Projection  desselben  selbst  ein  rechter 
Winkel. 

48.  Eine  Gerade  y bestimmt  mit  den  Richtungen 
der  drei  Projectionsaxen  OZ,  OY,  OX  drei  j>rojicie- 
rende  Ebenen  G|,G.^,03,  von  denen  jede  zwei  zu  einander 
parallele  Spuren  uud  eine  zu  diesen  rechtwinklige  Spur  hat; 
die  Letzteren  sind  die  drei  Projectionen  der  Geraden  ij, 
y" , g".  Die  Gerade  sehneidet  die  drei  Projeetionsebenen  in 
drei  Punkten,  die  wir  ihre  Durchstosspunkte  nennen  und 
mit  S, , S., , Sj  bezeichnen  wollen,  nach  den  Projeetionsebenen 
XOY,  XOZ,  YOZ,  in  welchen  sie  liegen.  Jeder  derselben  liegt 
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in  den  drei  Ebenen  G,-  und  in  einer  Pro  jectionsebene,  ist  also 
der  Durchsehnittspnnkt  der  drei  gleichnamigen  Spuren  von 
jenen.  (Eig-  87.) 

Dieselbe  Geriidc  schneidet  iin  Allgemeinen  die  sechs 
I lalbierungsebcnen  in  endlich  gelegenen  und  verschiedenen 


Fig.  U7. 
Z 


Punkten , die  wir  als  ihre 


Punkte  S^i  bezeichnen  wollen 
nach  den  Indices  der  betreffen- 
den Ilalbierungsebenen.  Diese 
Punkte  sind  die  Durchschnitts- 
punkte von  ff  mit  den  Seiten 
aller  der  Vierecke,  welche  die 
durch  ff  gehenden  Ebenen  mit 
dem  System  der  Projections- 
und  der  Halbierungsebenen  bil- 
den (Eig.  88.) ; sie  gehören  also 
(§25. ; 3.)  der  nämlichen  Invo- 
lution an,  als  drei  Paare  der- 
selben , jSj- ; .f\,  , <IV- . 

Die  speciellen  Lagen  der  Geraden  characterisieren 
sich  einfach  durch  ihr  Verhalten  zum  System  der  Projections- 

und  Ilalbierungsebenen; 


1' 


'f. 


* sie  kann  einer  Pro  jcctions- 

ebene  parallel  sein,  so  dass 
der  entsprechende  Durch- 
stosspunkt  unendlich  fern 
ist;  sie  kann  zwei  Projec- 
t ionsebenen  parallel  sein 
oder  einer  Projectionsaxe. 
h^ine Gerade  kann  zu  einer 
Halbieningsebene  parallel 
sein,  oder  zu  zwei  und 
somit  zu  drei  solchen,  d.h. 
zu  einer  Halbierungsaxe. 
Sie  kann  eine  Projections- 
axe oderauch  zwei  Projec- 
tionsaxen  schneiden , und 
sie  kann  ebenso  eine  Ilal- 
biernngsaxe  oder  zwei  llalbierungsaxen  und  damit  auch  eine 
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IVojcctionsaxc  schneiden.  Es  ist  sehr  nützlich,  für  diese 
spcciellen  Fälle  die  Lagen  der  projicierendon  Ebenen  und  die 
Besonderheiten  der  Systeme  der  S,-  und  .ft,-  zu  bezeichnen. 

Die  in  jeder  Geraden  liegende  Reihe  von  unendlich  vielen 
Punkten  hat  ihre  Projectionen  in  den  gleichnamigen  IVojec- 
tionen  der  Geraden  und  die  durch  die  Gerade  gehenden  Ebenen 
haben  Spuren,  welche  durch  die  gleichnamigen  Durchstoss- 
punkte  der  Geraden  gehen. 

1)  Die  Durchstosspunkte  i’,-  der  Geraden  sind  die  Punkte 
derselben  mit  einer  verschwindenden  Coordinate  (a:,  y,  o) ; 
(.r,  0,  i);  (o,  y,  z).  (Vcrgl.  § 46;  2). 

2)  Man  bezeichne  die  Spuren  von  Gj,  G.^,  Gj,  welche 
sich  in  S,  durchschneiden. 

3)  Die  Durchstosspunkte  S,,  S.,  sind  zu  jj.r, 

zu  ] S.,,  S^  zu  ijy,  conjugiort  harmonisch 

(§  22;  3.);  wenn  einer  von  ihnen  unendlich  fern  ist, 
so  ist  der  andere  der  Mittelpunkt  des  betreflFcndcn 
Paares. 

4)  Durch  wie  viele  und  welche  der  acht  Coordinaten- 
räumc  geht  eine  Gerade  y im  Allgemeinen?  Welches 
sind  die  entsprechenden  Zcichonweehsel  ihrer  Coor- 
dinaten  ? 

5)  Man  characterisicre  eine  Gerade  y,  die  zu  einer  Pro- 
jectionsebene  parallel  ist,  nach  den  hervorgetretenen 
Gesichtspunkten. 

6)  Man  zeige,  dass  für  die  zu  zwei  Projectionsebenen 
parallele  Gerade  y die  Involution  der  §,•  eine  symme- 
trische ist,  welche  den  vorhandenen  Durchstosspunkt 
zum  endlichen  Doppelpunkt  hat. 

7)  Man  bezeichne  den  Centralpunkt  der  Involution  der 
5,  für  eine  Gerade  y,  die  zur  Halbienmgsaxe  pa- 
rallel ist. 

8)  Man  erläutere  die  harmonische  Relation  der  iy,-  auf 
einer  Geraden  y,  die  in  einer  Projectionsebene  liegt. 

9)  Man  specialisierc  die  Involution  der  §,•  und  die  Lage 
der  S,  für  eine  Gerade,  die  einer  Ilalbierungsebene 
parallel  ist. 

10)  Man  untersuclie,  ob  die  Relationen  der  Winkel  jS,  für 
einige  dieser  Specialfälle  besondere  Ergebnisse  liefern. 
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10.  I)ie  drei  Projcetionsebenen,  in  wclclicn  alle 
die  fjewonnenen  Bcstimmiings-Elcnicntc  enthalten 
sind,  werden  zum  Zwecke  der  Darstellung  in  eine 
Ebene,  die  Zeichnungsebene,  gebracht;  wir  denken 
eine  derselben,  die  wir  als  Ebene  XOZ  nehmen  wollen,  und 
vertical  voraussetzen,  mit  der  Zeichnungsebene  vereinigt  und 
tuhren  die  beiden  andern  .VOE  — wir  denken  sie  horizontal 
— und  YOZ,  die  auf  ihr  normal  stehen,  durch  Drehung  um 
die  Axen  0 .f  und  OZ  respective  in  sic  über;  wir  wollen  fest- 
setzen,  es  geschehe  dicss  in  der  Weise,  dass  die  positive  Axe 
Ol"  durcli  die  Drehung  um  OX  auf  die  negative  Axe  OZ,  in 
01\  (Eig.  89.),  und  dass  dieselbe  positive  Axe  OY  durch  die 
Drehung  um  OZ  auf  die  negative  Axe  OX  falle  in  01 3.  Dann 
sind  alle  Coordinaten  y sowohl  auf  die  horizontale,  wie  auf 
die  vertieale  Axe  aufzutragen  in  einerlei  Sinn  derselben.  Wir 
setzen  fest,  es  sei  der  positive  Sinn  der  x der  nach  rechts 
und  der  positive  Sinn  der  z der  nach  oben,  also  der  positive 
Sinn  der  y nach  unten  und  nach  links  respective  in  XOY 
und  YOZ. 


Von  den  Flächen  des  projicierenden  Farallelepipeds  eines 
Punktes  ./erscheinen  drei,  nämlich (Fig. 89.)  OA^XAy,  0.4„A"'A,, 

OA.A"Ax,  sie  enthalten  jede 


Fig.  bii. 


-X 


Z 


J'CD 


\r, 


der  (,'oordinaten  dreimal  (y 
viermal  ?)  und  haben  paarweis 
je  eine  Seite  nach  Richtung 
und  Länge  und  somit  die  an- 
stossenden  Seitenpaare  der 
Richtung  nach  gemein:  Je 

zwei  Projectionen  dessel- 
ben Punktes  A liegen  in 
demselben  Perpendikel 
zur  zwischenliegen  den 
Projectionsaxe,  respec- 
tive A'A.yA",  .t"A..A",  A”Ay,Ay^A'.  Die  Entfernung  des 
Punktes  A {x,  y,  z)  vom  Anfangspunkte  0 ergiebt 
sich  als  Hypotenuse  in  jedem  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  aus  den  respectiven  Katheten  OA,  z ; OA",  y ; 
OA"',x]  der  von  ihr  mit  der  Projection  eingeschlos- 
sene  AVinkel  ist  der  zugehörige  Winkel  /?,. 
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1)  Man  trage  die  Projeetionen  eine»  Punktes  aus  seinen 
Coordinaten  auf  und  zwar  mit  allen  Veränderungen 
des  Sinnes,  welche  niöglich  sind.  Acht  Punkte  ent- 
sprechen den  acht  Zeiehcneonibinationen  +) 

2)  Man  entnehme  aus  den  gegebenen  Projeetionen  eines 
Punktes  auf  die  Ebenen  XOY,  .VOX  seine  drei  Coor- 
dinaten und  bestimme  seine  Lago  im  Raum  und  seine 
l’rojoction  auf  VOZ. 

'.))  Man  bestimme  aus  j4',  A'"]  rcspective  aus  A",  die 
fehlende  Projection  respeetive  A'. 

•1)  Man  verzeichne  die  Projeetionen  von  I’unkten  in  allen 
den  speciellen  Coordinatenverhältnissen  der  Aufgabe 
des  § 46.  und  erörtere  insbesondere  die  Charactore 
der  in  den  Projectionsebenen  gelegenen  Punkte. 

5)  Die  Punkte  der  Ilalbierungsebenen  Hj.’,  Hy-  (?)  und 
H;-  haben  je  ein  Paar  zusammenfallendcr  Projeetionen; 
die  entsprechenden  Projeetionen  der  Punkte  der  Ebenen 
H.r,  Hy,  H.  sind  symmetrisch  zur  zwisehenliegenden 
Projectionsaxe;  eine  ihrer  Projeetionen  liegt  stets  in 
einer  der  Halbierungslinien  der  Axenwinkel  aus  O. 

6)  Giebt  es  Punkte,  für  welche  alle  drei  Projeetionen 
sich  decken  und  wo  liegen  sie  und  ihre  Projeetionen? 

50.  Eine  gerade  Linie  ist  durch  zwei  ihrer  Pro- 
jectionen  <;,■  (Fig.  90.)  bestimmt,  wenn  die  zu  denselben 
gehörenden  projieierenden.  Ebenen  Q,-  sich  schneiden;  sic  ist 
nicht  bestimmt,  wenn  sie  sich  decken,  d.  i.  wenn  jene  Pro- 
jectionen  in  demselben  Perpendikel  zur  zwischenliegenden 
Projectionsaxe  enthalten  sind.  In  diesem  Falle  ist  die  Gerade 
zur  letzten  Projection  parallel  und  wird  durch  zwei  Projec- 
tionen  bestimmt,  wenn  eben  diese  unter  denselben  ist.  Im 
Allgemeinen  genügen  somit  zwei  Projeetionen  zur  Bestim- 
mung der  Objecte  und  die  dritte  kann  weggelassen  werden. 
(§  49;  2.) 

Nehmen  w-ir  zwei  Punkte  ,/ (a;, , y, , r,)  und  , y , ij) 
als  durch  ihre  Projeetionen  gegeben  an,  so  sind  die  Projec- 
tionen  ihrer  geraden  Verbindungslinie  A B die  geraden  Ver- 
bindungslinien ÄB’,  .Y'B",  A"'B'"  ihrer  gleichnamigen  Projec- 
tionen.  Die  -»'ahre  Länge  von  AB  bildet  mit  der  Länge  der 
Projection  A'B",  Ä'B" , A'" B‘"  und  der  algebraischen  DiHcrenz 
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der  zugehörigen  projicierenden  Linien  i,  — iji  — Vd  a:,  — x.j 
rcspectivc  als  Katheten  je  ein  reehtwinkliges  Dreieck,  in  wel- 

yig.  oo. 

I 

•Si*  -H. 


ehern  sie  mit  der  erstem  den  zugehörigen  Winkel  ß,,  ßj,  ß^ 
rcspectivc  cinschliosst.  Man  hat  also  ÄB’  — AB  - cosß,,  etc. 


Vig.  Ul. 


Da  die  Punktreihe 
m AB  zu  ihrer  Parallel- 
projection  perspectivisch 
ähnlich  ist,  so  ist  das 
Verkürzungsverhältniss 
./'fl'  : AB  — consl.,  es'Jist 
nämlich  = <'<>sß^,  etc.  Für 
^1=0  entsteht  die  Gleich- 
heit der  entsprechenden 
Reihen,  für  = 90"  wird 
die  Horizonlalprojection 
der  Geraden  ein  Punkt. 

Die  Durchstoss- 
p u n k t e S, , $2  > Sj  d e r G e- 
raden  (Fig.9ü.)  f.allen  mit 
ihren  gleichnamigen  Pro- 
jectionen  zusammen  und 
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liegen  somit  in  den  gleichnamigen  Projectionen  dev  Geraden 
und  in  den  Perpendikeln,  welche  man  auf  den  zugehörigen 
Axen  in  ihren  Schnittpunkten  mit  den  benachbarten  Projec- 
tionen errichten  kann.  (Vergl.  Fig.  87.) 

Die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  den  Hal- 
hierungsebenen  haben  je  eine  ihren  Projectionen  in  den 
llalbiciningslinien  der  Axen winkcl,  nämlich  (Fig.  91.) 
die  erste,  die  dritte  und  lijj,  die  zweite"  und  sind 

dadurch  bestimmt. 

1)  Man  construiere  die  gerade  Entfernung  von  zwei  Punk- 
ten, deren  erste  Projectionen  nebst  den  Coordinaten 
z^  = 5,  z.^  = — .3  gegeben  sind;  dazu  die  Winkcl  ßi 
der  Verbindungslinie. 

2)  Man  projicicre  eine  Gerade  aus  der  Angabe  von  zweien 
ihrer  Durchstosspnnkte. 

3)  Man  lege  durch  denselben  Punkt  zwei  Gerade. 

4)  Parallele  Gerade  haben  parallele  gleichnamige  Pro- 
jectionen und  gleiche  Verkürzungsverhältnisse. 

5)  Man  projiciere  zu  drei  Punkten  einer  durch  ihre  Pro- 
jectionen gegebenen  Geraden  den  oder  die  vierten 
harmonischen. 

ß)  Man  bestimme  aus  zwei  Projectionen  einer  Geraden 
die  dritte  Projection  derselben  und  ihre  Durchstoss- 
punkte. 

7)  Man  verzeichne  die  Projectionen  von  Geraden,  welche 
zu  einer  Projeetionsaxe,  respective  Projectionsebene 
parallel  sind,  oder  eine  solche  Axe  schneiden  respec- 
tive in  einer  solchen  Ebene  liegen. 

8)  Wenn  zwei  Projectionen  einer  Geraden  mit  der  zwi- 
sehenliegenden  Axe  gleiche  Winkel  einschliessen,  so 
ist  die  Gerade  zu  einer  der  Halbicningsebenen  pa- 
rallel; wodurch  unterscheiden  sich  dabei  die  Hal- 
bierungsebenen H. , Hj',  etc.? 

0)  Können  alle  drei  Projectionen  einer  Geraden  einander 
parallel  sein  und  wie  liegt  eine  solche  Gerade? 

10)  Wodurch  characterisieren  sich  die  Projectionen  einer 
Geraden,  die  in  einer  Halbierungsebone  liegt?  Ins- 
besondere wenn  sie  zur  zugehörigen  Projeetionsaxe 
parallel  geht? 
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51.  Die  Spuren  einer  Ebene  schneiden  sich 

paarweis  in  der  jedesmal  zwisclienliegenden  Projcctionsaxe. 
(Eig.  52.)  Von  den  Spuren  der  Halbierungsebenen  fallen  zwei 
in  die  bezügliche  Projectionsaxe,  die  letzte  in  eine  der  Hal- 
bierungslinien der  von  den  beiden  andern  Projectionsaxen  gebil- 
deten Winkel.  Von  den  scchsGcraden  A,  der  Ebene  ist  also  jede 
durch  eine  ihrer  Projcctioncn  bestimmt,  nämlich  h,,  h.-  durch 
die  erste,  hy,  hy'  durch  die  zweite  und  h^,  durch  die  dritte 
Projection.  Diess  bestimmt  die  Projectionen  der  A,  und  somit 
auch  der  Punkte  7/,-.  Verzeichnet  man  das  Spurendreieck  aus 
seinen  drei  Seiten  durch  Umlegung  um  die  eine  derselben, 
etwa  s._,  in  wahrer  Grösse  auf,  so  erhält  man  durch  Beachtung 
ihrer  Schnittpunkte  mit  den  Gegenseiten  desselben  die  wahre 
Figur  der  A,  und  Ä,  der  Ebene  (Fig._  92.).  Die  Schnitt- 
punkte der  A,-  mit  den 
Spuren  liegen  viermal 
zu  drei  in  einer  Gera- 
den. (Vergl.  Fig.  84.) 

Die  Normalen,  die 
man  vom  Anfangs- 
punkt 0 auf  die  drei 
Spuren  s, , Sj , fällen 
kann,  sind  die  Pro- 
jectionen n" 

der  Normale  n von 
0 auf  die  Ebene 
(Fig.  93.);  sie  sind 
auch  Spuren  und  zwar 
erste,  zweite,  dritte 
Spur  respective  der 
Ebenen  n,  0Z\  n,  OY] 
n,  OX , deren  andere  Spuren  je  in  der  bezüglichen  Projections- 
axe vereinigt  sind.  Nennen  wir  die  Fusspunkte  dieser  Per- 
pendikel in  den  Spuren  respective  A^,  A^,  so  enthalten 

die  bei  0 rechtwinkligen  Dreiecke  OA^S.,  OA^Sy,  OA^Sx,  die 
man  leicht  in  ihrer  wahren  Gestalt  darstellt  — vergleiche  die 
Figur  — bei  A^,  A^,  A.^  respective  die  Winkel  , a^,  k,. 

Liegt  auf  der  Ebene  SxSySz  eine  Figur  von  beliebiger  Be- 
grenzung und  von  der  Fläche  F und  denken  wir  sie  durch 


Fig.  !«. 
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äquidistante  Parallelen  zu  einer  der  Spuren  und  zur  zuge- 
hörigen Höhe  des  Spurendreiecks  in  sehr  kleine  gleiche 
Rechtecke  getheilt,  so  zeigt  die  Projoc-tion  der  Parallelen- 
systeme, welehe  der  besagten  Spur  entspricht,  dass  die  Pro- 
jectionen  der  Rechtecke 
in  ihr  dieselbe  Grund- 
linie, wie  im  Original  ha- 
ben und  dass  ihre  Höhen 
im  Verhältniss  1 : cos 
verjüngt  sind ; wir 
schlicssen  daraus,  dass 
die  Fläche  der  Pro- 
jection  der  Figur  zu 
ihrselbstin  dem  V er- 
hält n i s s cos  «i  steht, 
d.  i. 

F •.  F F"  •.  F"  = 1 : cos«,  : cosu^  : cos«j . 

Zwei  beliebige  Ebenen  schneiden  einander  in  einer 
Geraden,  welche  die  Durchschnittspunkte  der  gleichnamigen 
Spuren  derselben  zu  ihren  Durchstosspunkten  und  offenbar 
ebenso  die  Durchschnittspunkte  der  gleichnamigen  A,  derselben 
zu  ihren  Punkten  hat;  diess  giebt  Jlittel  zur  Angabe  der 
Projectionen  der  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen. 

1)  Man  bestimme  aus  zwei  Spuren  einer  Ebene  die  Ich- 
‘lende  Spur  derselben. 

2)  Man  trage  die  Spuren  der  nach  ihrem  Spurendreieck 
in  Aufg.  1,  § 47.  bestimmten  Ebenen  nach  ihren  mög- 
lichen Lagen  in  den  acht  Octanten  ein. 

3)  Man  bestimme  die  säramtlichen  Projectionen  der  Ge- 
raden hi  der  Ebene  S aus  den  Spuren  derselben;  damit 
auch  die  Projectionen  des  Vierecks  der 

4)  Dasselbe  insbesondere  für  die  speciellen  Fälle  in  ti, 
7,  8 des  § 47. 

5)  Man  verzeichne  die  Spuren  der  drei  projicierenden 
Ebenen  einer  Geraden,  welche  durch  zwei  ihrer  Pro- 
jectionen oder  Durchstosspunkte  bestimmt  ist. 

6)  Man  bestimme  aus  einer  Projection  einer  Geraden  g 
in  gegebener  Ebene  S die  andern  l’rojectionen  der- 
selben, indem  man  sie  als  die  Schnittlinie  der  Ebene 
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S mit  der  durch  jene  IVojoction  bestimmten  projicie- 
renden  Ebene  betrachtet. 

7)  Parallele  Ebenen  haben  parallele  gleichnamige  Spuren. 

8)  Wenn  in  6)  die  gegebene  Projeetion  der  Geraden  </ 
der  gleichnamigen  Spur  der  Ebene  S parallel  ist,  so 
sind  ihre  beiden  andern  Projectionen  den  anliegenden 
Projectionsaxen  parallel. 

!•)  Man  verzeichne  zu  einem  Punkte  A in  gegebener  Ebene 
S,  von  welchem  eine  Projeetion  bekannt  ist,  die  bei- 
den andern  Projectionen  — indem  man  durch  dieselbe 
eine  Gerade  zieht,  die  man  als  gleiehnamige  Projec- 
tion  einer  Geraden  in  der  Ebene  betrachtet  (6) ; spe- 
ciell  durch  eine  Pariillele  zu  einer  Spur  der  Ebene  (8). 

10)  Man  verzeichne  die  Projectionen  der  Geraden  A^Sz, 
, A.,Sy,  A.jS.r  einer  durch  ihre  Spuren  gegebenen  Ebene 

und  damit  die  Projectionen  des  Fusspunktes  A der 
Normale  vom  Anfangspunkt  0 auf  die  Ebene,  so  w’ie 
die  wahre  Länge  von  OA. 

11)  Man  bestimme  die  Projectionen  des  Durchschnitts- 
punktes D der  durch  zwei  Projectionen  bestimmten 
Geraden  g mit  einer  durch  zwei  ihrer  Spuren  be- 
stimmten Ebene  S — indem  man  eine  Projeetion 
von  g als  gleichnamige  Projeetion  einer  in  S gele- 
genen Geraden  gr*  ansieht  und  den  Schnittpunkt  von 
g mit  g*  ermittelt.  Oder  indem  man  eine  beliebige 
von  den  durch  g gehenden  Ebenen  so  benutzt,  wie 
hier  die  bezügliche  projicierende  Ebene. 

12)  Man  bestimme  zu  drei  dureh  die.selbe  Gerade  g gehen- 
den Ebenen  die  vierte  harmonische  Ebene  bei  be- 
stimmter Zuordnung,  oder  die  vierten  harmonischen 
Ebenen  (§  22;  4.);  z.  B.  zu  den  drei  projicierenden 
Ebenen  der  Geraden. 

13)  Eine  Involution  von  Ebenen  ist  durch  zwei  Paare  von 
entsprechenden  Ebenen,  respective  deren  Spuren,  ge- 
geben; man  bestimme  zu  einer  gegebenen  fünften 
Ebene  derselben  die  entsprechende.  (§  25;  5.  § 31;  1.) 

14)  Man  verzeichne  die  vom  Punkte  A ausgehende  Nor- 
male einer  durch  ihre  Spuren  bestimmten  Ebene  S 
und  den  Abstand  der  Letztem  von  A. 
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15)  Die  gleiclinaniigen  Spuren  von  drei  Ebenen,  welche 
eine  trirectanguliiro  h2cke  bilden,  sind  die  Seiten  eines 
Dreieck.s,  welches  die  gleichbenannte  Projection  ihres 
Schnittpunktes  zum  Hühenschnittpunkt  hat.  (Vergl. 
10;  10.  § 47;  1.) 

IG)  Man  verzeichne  die  Spuren  der  Ebene,  welche  durch 
zwei  parallele  oder  sich  schneidende  Gerade  bestimmt 
ist. 

17)  Man  construiere  die  Spuren  der  durch  einen  gege- 
benen Punkt  B gehenden  Norinalebene  zu  einer  durch 
ihre  Projectionen  bestimmten  Geraden  y,  (§  47.)  — mit 
Hilfe  der  durch  B gehenden  Parallelen  zu  einer  Spur 
dieser  Normalebene;  analog  die  Parallelcbenc  durch 
B zu  einer  gegebenen  Ebene. 

18)  Man  verzeichne  durch  die  Gerade  y die  Normalebene 
zu  der  durch  ihre  Spuren  s,,  Sj  bestimmten  Ebene, 
— mit  Hilfe  der  Normalen  aus  einem  Punkte  von  g 
auf  die  Ebene. 

19)  Man  lege  durch  eine  Gerade  g die  Parallelebene  zu 
einer  andern  gegebenen  Geraden  l — mittelst  einer 
Parallelen  zu  l aus  einem  Punkte  von  g. 

20)  Man  construiere  die  Projectionen  und  die  wahre  Länge 
der  kürzesten  Entfernung  von  zwei  durch  ihre  Pro- 
jectionen gegebenen  Geraden  g und  /.  (Vergl.  g 10;  9.) 

52.  Die  Bestimmung  einer  Ebene  durch  ihre  Spuren 
oder  Axenschnittpunkte  ist  ein  Specialfall  ihrer  allgemeineren 
Bestimmung  durch  drei  Punkte  ><,  ß,  C oder  durch  zwei 
sich  schneidende  Gerade  g,  l.  Die  Construction 

a)  des  Schnittpunktes  I)  der  Ebene  mit  einer 
nicht  in  ihr  liegenden  Geraden  g^  und 

b)  der  Schnittlinie  <1  von  zwei  Ebenen  g,  /; 
g^,  /,  mit  einander  ist  ohne  V'ermittelung  der 
Spuren  möglich. 

Um  D zu  construieren  betrachtet  man  z.  B.  (Fig.  94.) 
g('  als  zweite  Projectiön  einer  in  der  Ebene  gl  gelegenen 
Geraden  9,*  — also  als  g^*'’  — und  bestimmt  y,*'  durch  Be- 
rücksichtigung ihrer  Schnittpunkte  mit  g und  l ; dann  ist  der 
Schnittpunkt  von  g^*'  mit  g'  die  erste  Projection  D'  von  ö; 
in  ganz  analoger  VV'eise  findet  man  i>",  D'"  direct  durch  Be- 
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tracLtung  z.  B.  der  ersten  Projection  — sonst  ergeben  sie 
sich  iuis  //. 

Man  construiert  sodann  d,  indem  man  (Fig.  95.)  die 
Punkte  A,  b bestimmt,  in  welchen  </,  und  /,  die  Ebene  gl  oder 
die  Punkte  C,  l>,  in  welchen  g und  / die  Ebene  schneiden 
— also  durch  zwei-,  drei-  oder  vierfache  Wiederholung  des 
vorigen  Verfahrens;  unter  den  zur  Benutzung  stehenden  vier 
Punkten  liefern  diejenigen  I)  in  der  Figur)  das  genaueste 
Hesultat,  welche  den  grössten  Abstand  von  einander  haben. 


Fig.  !M.  Fig.  35. 


Sind  die  Ebenen  durch  zwei  Dreiecke  von  den  Seitenlinien 
(/,  l,  'Vd  b » ^'i  bestimmt  und  dargestellt,  so  liefert  auf  dem- 
selben Wege  jede  der  Seiten  des  einen  Dreiecks  einen  Schnitt- 
punkt mit  der  Ebene  des  andern  und  man  erhält  die  Schnitt- 
linie der  Ebenen  durch  zwei  gut  gewählte  unter  ihnen.  Diess 
liefert  die  zweckmässigen  Mittel  zur  Bestimmung  der  Durch- 
schnittslinien begrenzter  ebener  Flächen;  es  ist  offenbar,  dass 
eine  solche  Durchschnittslinie  dann  mtr  erscheint,  so  weit  sie 
innerhalb  der  beiden  begrenzten  Flächen  zugleich  liegt  — 
in  der  Figur,  in  der  h und  h^  nur  durch  d vertreten  sind, 
zwischen  B und  C. 

1)  Man  construiere  den  Durchschnittspunkt  D der  Drei- 
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fcksebene  JfiC  mit  der  Gorailon  zwischen  den  Punk- 
ten A’  und  F, 

2)  Man  zeichne  die  Projeetionen  der  Dnrchsehnittslinie 
(i  der  Dreiecksehenen  .tSC  und  DKF. 

’.i)  Man  bestiinine  in  der  dureli  zwei  sich  schneidende 
oder  zwei  parallele  Gerade  </ , l gehenden  Ebene  Pa- 
rallelen zu  den  Spuren  s,  und  s,  derselben  durch  einen 
beliebigen  in  ihr  gelegenen  Punkt  A und  damit  die 
> Normale  « der  Ebene  in  diesem  Punkte. 

4)  Man  entscheide  ob  ein  durch  seine  Projeetionen  ge- 
gebener Punkt  A in  der  Ebene  der  Geraden  y,  I liegt 
und  in  welchem  Sinne  und  Betrag  er  in  der  Kichtung 
der  X,  ;/  oder  z gemessen,  von  ihr  entfernt  ist. 

5)  Man  verzeichne  die  Geraden  A,  einer  durch  zwei  Ge- 
rade (j,  l bestimmten  Ebene  — indem  man  wie  in 
§ 51.  die  in  den  Halbierungslinien  der  Axenwinkel 
gelegenen  Projeetionen  derselben  benutzt. 

(5)  Man  construierc  die  Projeetionen  der  Geraden  A.-,  h^- 
in  der  Ebene  gl,  deren  zweite  und  dritte,  respective 
erste  und  zweite  Projeetionen  sich  decken. 

53.  Die  geraden  Linien  Ay-,  A,-  einer  Ebene  haben 
(die  zweite  in  einem  besondern  Sinne)  die  Eigenschaft,  dass 
eine  ihrer  Projeetionen  — nämlich  respective  die  dritte,  zweite, 
erste,  — in  einer  Halbierungslinie  der  Axenwinkel  liegt,  und 
dass  ihre  beiden  andern  Projeetionen  sich  decken,  so  dass 
alle  ihre  Punkte  ein  Paar  sich  deckender  Projeetionen  zeigen 
— die  Gerade  Ay  in  der  Weise,  dass  ihre  erste  und  dritte 
Projeetionen  zur  Deckung  kommen  würden,  sobald  man  durch 
eine  Drehung  der  einen  um  90"  die  beiden  Axen  OY^  und 
0 Fj  zur  Deckung  bringt. 

Da  jede  Gerade  g der  Ebene  diese  Geraden  A^,  A^'  schnei-  ' 
den  muss  — von  Ay-  soll  der  erwähnten  Besonderheit  wegen 
abgesehen  werden  — so  erhält  man  die  Sätze:  Die  Projec- 
tionen  g' , g"  einer  jeden  Geraden  g derselben  Ebene 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  der  Geraden  h/<”, 
welche  ihr  entspricht.  Die  Projeetionen  g",  g"  einer 
jeden  Geraden  g der  Ebene  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  der  Geraden  A.">'",  welche  derselben  ent- 
spricht. Oder  in  andern  Worten:  Die  beiden  ersten 
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Projectionen  eines  ebenen  Systems  sind  affine  Fi- 
guren in  perspectivischer  Lage  für  die  Richtung 
der  Axe  z als  Oentrum  und  für  die  Gerade  hx''"  der 
Ebene  des  Systems  als  Axe  der  Affinität.  Die  zweite 
und  dritte  Projcction  eines  ebenen  Systems  sind 
affine  Figuren  in  perspectivischer  Lage  für  die 
Richtung  der  Axe  x als  Centrum  und  für  die  Ge- 
rade h."'"'  als  Axe  der  Affinität. 


Fig.  96. 


Demgemäss  sind  zwei  Parallel- 
projectionen  eines  ebenen  Systems 
bestimmt  aus  der  einen  Projcction 
seiner  Punkte  A,  Ji,  C,  der  Af- 
tinitätsaxc  beider  Projectionen  und 
der  andern  Projcction  eines  Punktes 
A im  System;  z.B.  die  beiden  ersten 
aus  Ä' , B",  C,  • • • ; hx  ’’ A' . Schnei- 
det Ä'B"  (Fig.  !t6.)  die  Gerade  hx''" 
in  P’",  so  liegt  B'  in  der  Geraden 
VA'  und  in  der  Parallelen  zur  Axe 
z durch  B". 


Durch  die  beiden  Aftinitätsaxen  hy''''  und  h."<"'  ist  eine 
Ebene  bestimmt  und  mit  Hilfe  derselben  construiert  man  daher 


Kig.  97. 


zu  einer  Projcction  eines 
Punktes  A oder  einer  Ge- 
raden der  Ebene  (Fig.  97.) 
die  andern  Projectionen; 
man  bemerkt,  dass  A.r’"'und 
h.’  in  der  einen  Halbier- 
ungslinie der  Axenwinkel 
liegt,  in  welcher  auch  die 
Affinitätsaxen  selbst  sich 
schneiden  müssen,  da  der 
Schnittpunkt  Hy  derselben 
die  Coordinaten  (a,  — n,  a) 
hat.  (Vergl.  § 49.;  6.) 

Allgemein  durfte  man 
schliessen:  Weil  die  Sy- 


steme der  ersten  und  zweiten  Projcction  des  ebenen  Systems  mit 


diesem  selbst  affin  sind,  so  sind  sie  auch  unter  einander  affin 
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(§  44.;  .3),  und  da  die  Vereinigung  der^Sy.steine  in  der  Zeich- 
nungsebene dieselben  in  |jerspectiviselier  Lage  zeigt,  das  Cen- 
tnun  in  der  zur  Axe  >>X  normalen  Kielitung,  so  müs.sen  sie 
auch  eine  Axe  der  Affinität  besitzen  (§  22.;  0),  die  durch 
drei  Paare  entspiieehender  Punkte  bestiuiint  ist  und  jedenfalls 
den  bezüglichen  Axenschnittpunkt  der  Ebene  als  sich  selbst 
entsprechend  und  aus  demselben  Grunde  den  Punkt  von  drei 
zusauuncnfallendeu  Projcctionen  enthalten  muss. , 

Da  die  Affinitätsaxen  des  Originalsystems  mit  seinen  Pro- 
jectionen  die  Spuren  des  ebenen  Systems  sind  (vergl.  ^ Ö4.), 
so  ergiebt  sich,  dass  die  vorzugsweise  bequemen  lie- 
stinimungswoisen  des  ebenen  Systems  durch  Paral- 
lelprojection  ohne  Ausnahme  die  Axen  dieser  Affi- 
nitäten als  Hauptbestimiuungsstücke  benutzen. 

1)  Man  bestimme  aus  den  Affinitätsaxen  einer  Ebene  die 
Spuren  derselben  mittelst  der  in  den  Projcctionsaxen 
gelegenen  Projectionen  derselben. 

2)  Man  construiere  den  lJurchschnittspunkt  l)  einer  Ge- 
raden g mit  der  durch  ihre  Affinitätsaxen  hjc'’",  h.  ''"’ 
bestimmten  Ebene. 

3)  Ebenso  die  Uurchschnittslinie  von  zwei  Ebenen,  welche 
durch  ihre  respectiven  Affinitätsaxen  bestimmt  sind. 

4)  Man  construiere  die  Triinsvcrsale  der  Geraden  g und 
l aus  dem  Punkte  A oder  in  gegelxiner  Richtung  h 
mit  Benutzung  der  yVffinitätsaxen  der  Ebenen  A,  g 
und  A,  1.  (Vergl.  g 8.;  8). 

ö)  Man  verzeichne  die  üurchsehnittslinie  einer  durch  ihre 
Affinitätsaxen  bestimmten  Ebene  mit  der  Ebene  eines 
gegebenen  Dreiecks  ABC. 

C)  Wenn  die  Affinitätsaxe  einer  Ebene  normal  zur 

Axe  OX  ist,  so  sind  die  erste  und  zweite  Projeetion 
ihres  ebenen  Systems  nicht  nur  affin,  sondern  flächen- 
gleich, d.  h.  ihre  entsprechenden  Flächenthcilc  sind 
gleich  — denn  die  Winkel  sind 

einander  gleich.  (Vergl.  § 47.;  11.) 

7)  Wenn  die  Affinitätsaxen  /ix''"  einer  Ebene  unendlich 
fern  ist,  so  ist  diese  Ebene  der  Axe  OX  parallel  und 
gegen  die  erste  und  zweite  Projectionsebene  gleich 

Fictll^r,  Pantellerxie  Ocometrio.  H 
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geneifjt;  die  erste  und  zweite  Projection  ilires  ebenen 
Systems  sind  congruent  in  perspectivischer  Lage. 

S)  Welche  Ebenen  werden  durch  das  Zusammenfällen 
der  Aftinitätsaxen  her-'",  h."'"'  charucterisiert? 

;'4.  Der  von  zwei  geraden  Linien  jr,  l in  dersel- 
ben Ebene  cingeschlossene  Winkel  qp  wird  durch  Um- 
legen mit  seiner  Ebene  in  eine  der  Projectionsebenen  oder  in 
eine  zu  einer  solchen  parallele  Ebene  also  durch  Drehung  um 
die  betreffende  Spur  .?,■  oder  um  eine  Parallele  zu  derselben 
und  um  die  Grösse  des  entsprechenden  Neigungswinkels  «,• 
oder  seines  Supplements  bestimmt.  Die  Fig.  98.  zeigt  die 
Ausführung  für  die  Spur  s,  mit  a,  und  (180  — «,). 

Durch  dieselbe  Operation  erhält  man  die  wahre  Gestalt 
und  Grösse  jeder  durch  Projectionen  bestimmten 

ebenen  Figur.  (Vorgl.  § 9. 
und  § 11.)  Die  Punkte  der 
Drehungsaxe  bleiben  dabei  an 
ihrem  Orte  und  dieselbe  ist  da- 
her die  Axe  der  Affinität  in 
perspectivischer  Lage,  in  wel- 
cher auch  nach'  der  Umlegung 
noch  (§  19.;  8)  das  Original  des 
ebenen  Systems  und  seine  Pro- 
jection zu  einander  stehen.  Weil 
bei  der  Umlegung  die  Punkte 
des  Systems  Kreise  in  den  durch 
sie  gehenden  Norinalebeneu  zur 
Drehungsaxe  aus  den  betreflendeu  Punkten  der  Axe  .als  Mit- 
telpunkten beschreiben,  so  sind  die  Gentralstrahlen  der  frag- 
lichen Affinität  zur  Drehungs.axe  normal  und  die  wahren  Ab- 
stände der  Punkte  des  Systems  von  der  Drehungsaxe  bestim- 
men ihre  Umlegung.  (Vergl.  Fig.  99.)  Bei  der  Umlegung 
eines  ebenen  Systems  kann  daher  aus  der  Umlegung 
eines  Punktes  — wo  möglich  des  von  der  Drehungsaxe 
entferntesten  Punktes  — die  aller  andern  Punkte  des 
Systems  durch  die  Benutzung  der  Eigenschaften 
perspectivisch  affiner  Systeme  (§21.,  a.)  abgeleitet 
werden.  (Vergl.  § 53.) 

W'enn  umgekehrt  ein  ebenes  System  in  seiner  Umlegung 


Wg.  !«. 
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in  eine  Projectionsebene  — oder  eine  zu  einer  solcjien  paral- 
lele Ebene  — gegeben  ist  und  die  Drehungsaxe  s,-  (oder  die 
betreffende  Parallele  derselben),  so  wie  der  Winkel  a,-,  unter 
welclieiu  es  gegen  jene  geneigt  ist,  bekannt  sind,  so  können 
seine  Projeetionen  verzeichnet  werden  (vergl.  Fig.  98.,  die 
J^inkte  A und  7?);  die  Angabe  des  Winkels  «/  kann  dabei 
durch  die  Projeetionen  eines  in  der  Umlegung  bekannten 
möglichst  weit  von  der  Drehungsaxe’  entfernten  Punktes  er- 
setzt werden. 

In  der  Kegel  erfordert  die  Lösung  der  constructiven  Pro- 
bleme die  succcssive  Anwendung  beider  IJebergänge  — so 
unten  in  7),  10),  11),  etc. 

Die  Umlegungen  der  Punkte  und  Geraden  des  Systems 
sind  durch  Einschluss  ihrer  Zeichen  in  Klammer  unter  Bei- 
füg^ing  des  die  Projectionsebene  und  den  Winkel  «,■  bezeich- 
nenden Index  unterschieden. 

1)  Man  bestimme  den  von  den  Geraden  /ly,  h.-  einer 
Ebene  eingeschlossenen  Winkel. 

2)  Man  constniiere  den  Neigungswinkel  einer  Geraden  </ 
gegen  eine  Ebene  S — als  Complement  des  Winkels 
von  y mit  der  von  einem  seiner  Punkte  auf  S gefäll- 
ten Normale  n. 

3)  Man  bestimme  den  Neigungswinkel  von  zwei  Ebenen 
S,  S*  als  den  Winkel  der  von  einem  beliebigen  Punkte 
A auf  sie  gefilllten  Normalen  n,  n*.  Anderseits  durch 
die  Umlegung  des  Dreiecks,  welches  von  einer  Spur 
der  Normalebenc  zur  Scheitelkante  mit  den  Schnitt- 
linien derselben  in  beiden  Ebenen  gebildet  wird, 
in  die  gleichnamige  Projectionsebene  und  mittelst  der 
zur  besagten  Spur  gehörigen  Höhe. 

4)  Für  ein  ebenes  System  ist  die  erste  Projection  aller 
Punkte  und  dazu  die  zweite  Projection  von  drei  be- 
stimmten Punkten  desselben  gegeben;  man  soll  das- 
selbe darstellen  — durch  Umlegung  in  eine  zur  ersten 
Projectionsebene  parallele  Ebene;  insbesondere  das 
System  der  Geraden  A,  der  Ebene. 

5)  Wenn  man  dio  Umlegungen  {A)i,  (B)i,  •••  der  Punkte 
eines  ebenen  Systems  in  eine  Projectionsebene  oder 
eine  ihr  parallele  Ebene  mit  den  Punkten  A,  B, 

11* 
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lies  Systems  sclltst  durch  gerade  Linien  verbindet, 
so  bilden  die  Geraden  A{A)j,  •••  ein  Bündel 

von  Parallelen,  normal  zu  derjenigen  Ebene,  welche 
den  Neigungswinkel  «,•  der  Ebene  des  Systems  gegen 
die  bezüglielie  Projectionsebene  halbiert.  (Vergl.  ; 
4).  Man  kann  diess  einerseits  zur  Vermittelung  des 
Uebergangs  von  der  Projcction  des  Systems  zur  Uni- 
legung  oder  umgekehrt  verwenden ; man  kann  ander- 
seits durch  die  Umlegungen  (.4);,  {Ä),*  eines  Punktes 
die  beiden  Ilalbierungsebenen  der  Winkel  «,  und 
180'’  — bestimmen.  In  Fig.  99.  ist  diess  l’ür  die 


Kij.  iftL 


beiden  ersten  Projeetionen  und  den  W'inkel  a.^  durcli- 
gelührt;  s,*  und  .?/'  sind  die  ersten  Spuren  der  beiden 
Halbierungsebenon. 

0)  Man  bestimme  die  Lage  der  parallelen  Lichtstrahlen, 
für  welche  der  Schlagschatten  einer  gegebenen  Figur 
(in  einer  Ebene)  auf  eine  Projectionsebene  ihr  sclb.st 
congrnent  wird. 

7 ) Man  verzeichne  die  Projeetionen  des  Kreises,  welcher 
durch  drei  gegebene  Punkte  A,  B,  C geht. 

a)  Man  legt  da.s  Dreieck  ABCxmx,  bestimmt  in  der 
Umlegung  den  ihm  umgeschriebenen  Kreis  k'  und  ver- 
zeichnet seine  Projeetionen;  dieselben  sind  Ellipsen 
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und  je  zwei  rcclitvvinklige  Dureliinesser  des  Kreises 
liefern  durch  ihre  Frojectionen  ein  Paar  conjugierle 
Durchmesser  dieser  Ellipsen  — man  wählt  den  zur 
Drehnngsaxe  jmrallelen  und  den  zu  ihr  normalen 
Durchmesser,  weil  sie  die  Axen  der  Ellipse  in  der 
gleichnamigen  Projcction  liefern.  Aus  solchen  zwei 
Durchmessern  construiert  man  die  Ellipse  nach  § 34. ; 
17,  oder  man  bestimmt  weitere  Punkte  und  Tangenten 
der  Projectionen  durch  die  bekannten  Punkte  und 
Tangenten  des  Kreises  in  der  Umlegung,  natürlich 
unter  Benutzung  der  liclationcn  der  perspcctivisch 
affinen  Systeme  und  der  axialen  Symmetrie  der  Ellipse 
(§  21.,  h.;  § 34.;  1,  D). 

b)  Man  bestimmt  die  Projectionen  des  Mittelpunkts 
M des  Kreises  AliC  als  des  Durchschnittspunktes  der 
Normalebenen  zu  den  Seiten  durch  ihre  Mittelpunkte 
mit  seiner  Ebene,  vollzieht  dann  die  Umlegung  in 
die  Parallelebene  zu  einer  Projectionsebene  durch  die- 
sen Mittelpunkt,  d.  h.  macht  den  zu  dieser  Projec- 
tionsebene panillelen  Durchmesser  zur  Drehnngsaxe; 
verfahrt  aber  -übrigens  wie  hei  a). 

Die  Projection  eines  Kreises  aus  Ebene,  Mittel- 
punkt und  Halbmesser  ist  hieran  zu  knüpfen. 

8)  Die  eine  Orthogonalprojection  eines  Kreises  ist  durch 
zwei  conjiigi(!rte  Durchmesser  z.  B.  A"  B",  CD"  be- 
stimmt und  die  Lage  des  Mittelpunktes  M üherdiess 
durch  die  zugehörige  Coordinate  desselben  festgesetzt; 
man  soll  die  Ebene  des  Kreises  bestimmen.  Man  er- 
hält sie  aus  der  einen  Projection  eines  rechtwinkligen 
und  gleichschenkligen  Dreiecks  AIit('  und  beiden  Pro- 
jectionen seiner  Kechtwinkelecke  M nach  dem  Ver- 
fahren der  folgenden  Aufgabe.  Man  kann  sie  auch 
durch  Uebergang  zu  den  Axen  der  elliptischen  Pro- 
jection ohne  directe  Benutzung  des  Folgenden  erhalten. 

P)  Man  projiciore  ein  Dreieck  ABC  orthogonal  so,  dass 
sein  Bild  einem  gegebenen  Dreiecke  ähnlich  werde 
— mittelst  der  Bemerkung  über  die  Rechtwinkligkeit 
der  Doppelstrahlen  der  projectivischen  Büschel  aus 
Punkten  der  Afflnitätsaxe  zwischen  Umlegung  und 
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Projcftion.  Man  trage  an  AUC  (Pig.  etwa  in 

fiC  ein  dem  gegebenen  älinlielics  Dreieck  an  und 
lege  den  Kreis  aus  einem  Punkte  von  liC  durch  die 
Punkte  A,  A^,  welcher  die  erstere  Gerade  in  D und 
E durehsclineidet.  Ist  dann  L K 
kann  AE  die  At'tinitätsaxe  s,  und  AD  die  Richtung 
der  entsprechenden  parallelen  Projcctionsstrahlcn  be- 
zeichnen. Das  Verhältniss  lau  A E D •.  tan  Ay  E D ist 
das  Verjüngungsverhältniss  und  bestimmt  also  den 
Winkel  «I . 

rig.  tüij. 


10)  Man  construicre  eine  Gerade  / durch  den  gegebenen 
Punkt  welche  die  Gerade  g so  schneidet,  dass  von 
A bis  zum  Schnittpunkt  B eine  gegebene  Länge  oder 
dass  der  Winkel  [g,  l)  von  einer  gegebenen  Grösse 
sei  — durch  Umlegung  der  Ebene  A,  g. 

11)  Man  bestimme  denjenigen  Punkt  B der  Geraden  /, 
der  von  der  Geraden  g die  vorgeschriebene  Entfernung 
c hat  — öder  allgemeiner  die  einer  gegebenen  Ebene 
S parallele  Transversale  t zweier  gegebenen  Geraden 
g und  /,  welche  die  Länge  e hat.  Mau  verzeichnet 
(Eig.  101.)  dazu  den  Schnittpunkt  A*  von  l mit  S 
und  die  Schnittlinie  g*  der  durch  g gebenden  Paral- 
lelebenc  zu  l mit  S,  markiert  in  g*  die  Punkte  />*, 

in  der  DisUuiz  e von  A*  und  führt  durch  sie  die 
Parallelen  zu  / bis  g. 
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12)  Man  bestimme  die  kürzeste  der  F^bene  S ])arallelo 
Transversale  l der  Geraden  g und  /. 

13)  Man  soll  durch  einen  Punkt  eine  Gerade  ti  so  zie- 
hen, dass  sie  eine  Gerade  g schneidet  und  mit  der 
Ebene  S einen  vorgeschriebenen  Winkel  ß macht  — 
insbesondere  wenn  gi  in  S liegt  oder  wenn  S rcspec- 
tive  g speciclle  Lagen  gegen  das  Projeetionssystem 
haben.  M.an  benutzt  den  Kreis  A'  der  Durchschnitts- 
punkte aller  gegen  S unter  ß geneigten  Geraden  durch 
/<(§!.)  — natürlich  in  der  Umlegung. 


Flg.  Uil. 


14)  Man  lege  durch  die  Gerade  g eine  Ebene  so,  dass  sie 
mit  der  gegebenen  Ebene  S einen  Winkel  von  vor- 
geschriebener Grösse  a bildet;  insbesondere  für  spe- 
cielle  Lagen  der  Geraden  g oder  der  Ebene  S oder 
beider  gegen  das  Projeetionssystem.  Man  benutzt 
den  Kreis  K der  Durchschnittslinien  aller  gegen  S unter 
a geneigten  Ebenen  durch  A (§  2.;  vergl.  § 10.;  8). 

15)  Man  lege  durch  eine  Gerade  g eine  Ebene,  die  mit 
der  festen  Geraden  / den  Winkel  ß bildet  — mittelst 
der  Normalebene  von  l und  dem  Complement  von  ß. 

IG)  Jlan  construiere  und  projicicre  die  dreiseitige  Ecke 
aus  den  drei  Kantenwinkeln  n,  b,  c,  d.  i.  bestimme 
ihre  Flächenwinkel  «,  ß,  y und  ihre  Projectionen,  in- 
dem man  die  eine  Fläche  der  Ecke  mit  der  ersten 
Projectionsebene  zusammenlegt  und  die  eine  ihrer 
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K:iiit«n  zur  zweiten  l’rojectionsobonc  normal  maeht. 
Ohne  Zuziehung  der  zweiten  Projcction  ist  die  Be- 
stimmung der  Fläehcnwinkel  aus  den  Kantenwinkeln 
in  Kig.  102.  gegeben,  die  nöthigen  Ergänzungen  sind 

17)  Bestimme  die  fehlenden 
Stiieke  einer  dreiseitigen  Eeke  aus 
den  Kantenwinkeln  « , c und  dem 
eingeschlosscnen  Eläehenwinkel  ß. 

18)  Ebenso  aus  den  Kantcn- 
winkeln  «,  b und  dem  nicht  einge- 
schlossencn  Flächenwinkel  ß\  man 
discutiere  die  mögliche  Zweideutig- 
keit der  Lösung. 

10)  Man  bestimme  zwei  Ebenen 
aus  einem  Paar  gleichnamiger  Spuren 
derselben  und  den  Winkeln,  welche  ^ 
diese  mit  ihrer  Durchschnittslinic 
bilden. 

20)  Man  construicre  die  dreiseitige  Ecke  aus  ihren  Flächen- 
winkcln,  z.  B.  bestimme  eine  Ebene  aus  einem  Punkte 
1‘  in  ihr,  ihrem  Winkel  a gegen  die  erste  Projections- 
ebene  und  dem  Winkel  ß,  den  sie  mit  einer  zweiten 
projicierenden  Ebene  cinschlicsst  — ohne  Zuhilfenahme 
der  Polai-ecke  (Fig.  103.) 

Sei  S*  die  gesuchte  Ebene  mit  den  Spuren  s,*  und 
0 der  Axenschnittpunkt  der  gegebenen  Ebene 
und  OS  die  von  ihm  auf  S*  gefällte  Normale  mit 
dem  Fusspunkt  S,  so  legen  wir  dtirch  QN  die  N'or- 
malebeHc  zu  .v, , welche  s,  in  A schneide  und  haben 
in  OSA  ein  bei  S rechtwinkliges  Dreieck,  welches 
bei  A den  Winkel  a enthält  und  dessen  Höhe  A'A" 
die  Coordinate  i des  Punktes  S giebt,  während  OS" 
die  Entfernung  seiner  ersten  Projection  von  0 ist. 
Denken  wir  dann  durch  O.Y  die  Normalcbene  zur  ge- 
gebenen zweiten  projicierenden  Ebene,  welche  die 
Schnittlinie  von  dieser  mit  der  gesuchten  Ebene  in  D 
schneidet,  so  ist  t\OSB  bei  S rechtwinklig  und  ent- 
hält bei  B den  Winkel  ß.  Seine  Höhe  aus  A’  ist  der  Ab. 


cinzufügen. 
Kig.  lOü. 
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stand  des  l’unkles  A'  von  dieser  projicicrenden  ICbcnc 
lind  vollendet  damit  die  Bestiminunj;  von  5.  Die  Nor- 
nialebene  zu  ON  durch  P ist  die  gesuchte  Kbene.  Man 
discutiere  die  Zulässigkeit  der  verschiedenen  Lösungen. 


21)  Man  lege  durch  den  Punkt  /'  die  Ebenen,  welche 

gegebene  Winkel  oder  «3  besitzen. 

22)  Man  projicierc  ein  reguläres  Dodekaeder  mit  einer 
zur  ersten  Projectionäebene  parallelen  Fläche  aus  einer 
gegebenen  Kante  AB  in  dieser  mit  Benutzung  der 
Regelmässigkeit  seiner  dreiseitigen  Ecken  und  dedu- 
eiere  die  Symmetrieverhältnisse  seiner  Projectionen. 

23)  Man  stelle  ebenso  die  andern  regulären  Körper  dar, 
insbesondere  das  Ikosaeder.  Die  Fig.  104.  giebt  es 
in  der  Lage,  in  welcher  zwei  seiner  Flächen  parallel 
xuy  sind;  es  ist  aus  der  dreiseitigen  Ecke  an  einer 
derselben  123,  2 3 45  6,  1 2 6 construiert.  Die  Figur 
enthält  die  Zirkel -(Jonstructiou  des  regulären  Fünf- 
ecks aus  seiner  Seite. 
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24)  Man  projicicre  einen  Würfel  so,  dass  die  Verbin- 
dungslinie zweier  Gegenecken  parallel  zur  Axe  OZ  sei. 
(Vergl.  den  Würfel  in  der  Durchdringung  der  Fig.  107.) 

25)  Man  projicierc  eine  sechsseitige  Pyramide  aus  der 
Grundfläche  in  gegebener  Ebene  und  den  Winkeln, 
welche  die  von  einer  bestimmten  Ecke  derselben  nach 
der  Spitze  gehende  Kante  mit  den  benachbarten Gnmd- 
flächenkanton  einschliesst,  so  wie  der  Länge  dieser 
Kante;  ebenso  ein  Parallelepiped  durch  die  Längen 


Fig.  104. 


und  Winkel  der  in  einer  Ecke  zusammenstossenden 
Kanten  bei  Parallelismus  einer  Fläche  mit  XOY  und 
gegebener  Richtung  einer  ihrer  Kanten. 

55)  Wenn  ein  Polyeder  durch  seine  Parallclprojectionen 
gegeben  ist,  so  construiert  man  seine  Schnittfigur  mit 
einer  gleichfalls  bestimmten  Ebene  im  Allgemeinen  durch 
die  Folge  der  Schnittlinien  seiner  Flächen  mit  derselben  — 
in  der  Weise,  dass  jede  dieser  Schnittlinien  die  nächstfolgende 
als  diejenige  bestimmt,  mit  welcher  sie  in  einer  Kante  ihrer 
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Fläche  zusamincntrifft,  natUrlicIi  innerlialh  der  Endpunkte 
dieser  Kante.  Man  benutzt  hierbei  die  Spuren  der  Polyeder- 
flächen im  Allgemeinen  nicht,  sondern  bedient  sich  des  all- 
gemeinem Verfahrens  von  § 52.,  welches  für  begrenzte  Ebenen 
vorzugsweise  geeignet  ist. 

Für  die  Ausführung  denken  wir  da.s  Polyeder  als  un- 
durchsichtig und  unterscheiden  an  demselben  die  sichtbaren 
von  den  unsichtbaren  Kanten  als  mit  ausgezogenen  und  mit 
punktierten  Projectionen  dargestellt,  indem  wir  festsetzen, 
die  Sichtbarkeit  werde  in  jeder  Projection  für  ein  Auge  be- 
iirtheilt,  das  sich  in  der  Richtung  und  auf  der  positiven 
Seite  der  zu  ihrer  Ebene  normalen  Projcctionsaxe  betindet. 
(Vergl.  §43.;  2.)  Jede  Seite  der  Schnittiigur  ist  unsichtbar, 
von  der  ein  Endpunkt  oder  beide  Endpunkte  einer  unsicht- 
baren Kante  des  Polyeders  angehören. 

Das  häufige  Vorkommen  von  Pyramiden  und  Prismen 
als  selbständige  Formen,  so  wie  alsTheilformen  von  zusammen- 
gesetzteren Polyedern  macht  es  werthvoll,  die  speciellerc  Be- 
handlung der  ebenen  Schnitte  derselben  zu  erörtern.  Wir  den- 
ken die  polygonale  Basis  einer  Pyramide  ABC-  ••  in  einer  Ebene 
S,  speciell  der  ersten  Projcctionsebene  und  die  Spitze  M der- 
selben gegeben,  dazu  die  Schnittebene  E.  Dann  ist  die  Schnitt- 
tigur  A*B*C*  ■ • • derselben  mit  dem  Mantel  der  Pyramide  an- 
zuschen  als  die  Centralprojection  der  Gnindflächc  ABC--- 
aus  dem  Centrum  M auf  die  Ebene  E oder  umgekehrt  diese 
als  Bild  von  jener  und  kann  also  — da  die  Parallclprojec- 
tionen  ccntrisch  collincarer  ebener  Systeme  selbst  centrisch 
collinearc  Figuren  sind  — als  die  centrisch  collineare  Figur 
zu  jener  construiert  werden  mit  Benutzung  der  Collineations- 
axe  und  der  Gegenaxen  des  Systems. 

Denken  wir  die  Ebene  der  Basis  als  erste  Projections- 
ebene  (Fig.  105.),  so  ist  die  centrisch  collinearc  Beziehung 
der  Basis  als  Bild  zur  Schnittfigur  als  Original  auch  in  der 
ersten  Projection  für  die  erste  Projection  M'  des  Centrums  M 
als  Centmni,  für  die  erste  Spur  s,  der  Ebene  S als  Axo  der 
Collineation  und  für  die  erste  Spur  der  durch  M gehenden 
Parallelcbene  zur  Schnittebene  als  Gegenaxo  y,  erfüllt.  Daraus 
ergiebt  sich  bekanntlich  die  Gegenaxo  r (vergl.  §19.;  1.  etc.), 
welche  auch  die  erste  Projection  der  Schnittlinie  der  Ebene  E 
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mit  der  diireli  J/  {behenden  l’iiri\llolel)ene  zur  Biisisebeno  A'O  r 
ist.  Man  erhält  dann  die  erste  Projection  der  Sehnittkantc 
.111,  indem  man  den  Selmittpunkt  von  A'li'  mit  s,  mit 
dem  Schnittpunkt  der  aus  111'  gezogenen  Parallelen  zu 
.l'I>  in  r verbindet  und  diese  Gerade  in  M'A'  und  M'!/  be- 
grenzt; aut'  der  ihr  Parallelen  durch  M'  liegt  aueli  p,*,  der 
Schnittpunkt  von  J'li'  mit  . Man  lügt  die  zweite  Projec- 
tion hinzu,  indem  man  die  zweiten  Projectioneu  der  H in  r" 
und  die  der  S auf  der  Axe  o.f,  verbindet  und  bemerkt,  dass 
die  zweiten  Projeetionen  der  Punkte  p,  in  derselben  Axe  mit 
iV"' Parallelen  zu  /!*"/?*",•••  bestimmen. 


Flg.  IC.’i. 


Man  construiert  auch  die  wahre  Gestalt  der  Schnittfigur 
A*B*C*  •••  direct  aus  ihrer  centrischen  Collineation  zu  ABC--- 
als  die  Umlegung  derselben  in  die  erste  Projectionsebene 
(Fig.  105.);  die  eentrische  Collineation  zwischen  {A*B*C*---) 
und  ÄJfC---  hat  die  Spur  s,  zur  Colline.ation8axe,  die  Um- 
legung (d/)  von.V  mit  der  zu  S parallelen  Ebene d/y,  zum  Colli- 
neationscentrum  und  die  Umlegung  (>■),  von  r mit  der  Ebene 
S zur  Gegenaxe,  indess  die  Gegenaxe  ungeändort  bleibt. 
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Auf  diese  Constructicuien  gehen  somit  alle  die  in  der 
Theorie  der  centrisch  collinearen  ebenen  Systeme  entwickelten 
Hilfsmittel  über. 

1)  Mau  untersuche,  in  wie  weit  sich  die  Hilfsmittel  der 
centrischen  Collincation  auf  eine  Pyramide  mit  schräger 
llasisebene  E mit  V'ortheil  anwenden  las.sen. 

2)  Man  benutze  sie  für  die  Darstellung  des  Schnittes, 
den  ein  reguläres  Dodecaeder  mit  einer  Ebene  erzeugt. 

3)  Man  erörtere  die  Identität  dieser  Methode  mit  der  der 
directen  Construction  der  Schnittlinien  der  Pyramiden- 
Hächen  mit  tler  Sehnittebene. 

4)  Man  erläutere  die  Moditicationen,  welche  diese  Me- 
thoden für  die  Bestimmung  der  Projectiouen  und  der 
wahren  (jestalt  des  ebenen  Schnittes  der  Prismen  be- 
dürbm  — wo  an  Stelle  der  Collincation  die  AfKnität 
tritt. 

5)  Man  bestimme  den  Normalschnitt  und  das  Netz  — 
d.  i.  die  möglichst  zusammenhängende  Ausbreitung 
seiner  Flächen  in  einer  Ebene  — für  ein  schräges 
fünfseitiges  Prisma  mit  einer  zur  ersten  Projections- 
ebene  parallelen  GrundHäehe. 

Zwei  Polyeder  erzeugen  mit  einander  als  ihre 
Durchdringung  ein  nicht  ebenes  oder  windschiefes  Vieleck, 
dessen  Seiten  die  Durchsehnittslinien  der  Flächen  des  einen 
Polyeders  mit  den  Flächen  des  andern  innerhalh  ihrer  Be- 
grenzungen sind,  während  es  die  Dnrchschnittspunkte  der 
Kanten  des  einen  mit  den  Flächen  des  andern  zu  seinen 
Ecken  hat. 

Die  Durchdringungsfigur  kann  jedoch  auch  in  mehrere 
von  einander  getrennte  windschiefe  Vielecke  zerfallen  — bei 
Euler’schen  Polyedern  in  zwei,  die  man  dann  als  Eintrilts- 
und  Austritts-Figur  unterscheiden  kann. 

Für  die  Construction  derselben  benutzt  man  offenbar  ihre 
Ecken  oder  Seiten  mit  gleichem  Erfolg,  natürlich  in  dom  für 
begrenzte  Figuren  entwickelten  V'erfahren  des  §52.  Nehmen 
wir  {in,  cs  sei  (Fig.  106.)  als  Seite  des  Durehdringungspoly- 
gons  die  Gerade  durch  den  Schnitt  der  Flächen  P,  und  P,* 
der  beiden  Polyeder  gefunden  worden,  so  liegen  ihre  beiden 
Endpunkte  y/  und  Ii  entweder  a)  beide  in  Kanten  /■•,,  der 
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vinen  Fliiclio,  sagen  wir  P,  oder  b)  der  eine  liegt  in  einer 
Kante  A,'  von  P,'  und  der  andere  B in  einer  Kante  A-,*  von  , 
P„*.  Dann  stösst  iin  ersten  Falle  in  .4  die  Durclischnittslinie 
l>  der  längs  A-,  an  P,  benaelibarten  Fläche  P mit  P,*,  in  H 
die  Dnreliselinittslinie  p.,  der  längs  k.^  an  P,  benachbarten 
Fläche  P.^  mit  P/'^  an.  Im  zweiten  Falle  dagegen  s(diliesst 


Filf.  UMi. 


sich  in  Ä die  Durclischnittslinie  der  an  P,'  in  A:,'  benach- 
barten Fläclie  P mit  der  Ebene  Pq*  und  in  die  Durch- 
schnittslinie p^  der  an  P„*  in  A-,*  benachbarten  Fläche  P./ 
mit  P,  an. 

Geht  man  von  einer  bereits  ermittelten  Seite  des  Durch- 
dringungspolygons aus  nach  diesem  Gesetze  weiter,  so  erhält 
man  ohne  erfolglose  Versuche  die  Durchdringung,  respective 
die  Flindringung.  Im  letztem  Falle  hat  man  für  die  Aus- 
dringung  nach  der  gleichen  Methode  vorzugehen. 

Die  Sichtbarkeit  des  Durchdringungspolygons  bestimmt 
nach  dem  vorigen  S das  Gesetz:  Jede  Seite  desselben  ist 
unsichtbar,  von  der  ein  Endpunkt  in  einer  unsichtbaren  Kante 
oder  Fläche  des  einen  oder  andern  Polyeders  liegt. 

Die  l'igur  107.  zeigt  die  Durchdringung  eines  regulären 
Ikosaeders  AB---  LM  mit  zwei  horizontalen  F^lächen  mit  einem 
Würfel  N---V  von  vcrticaler  Diagonale,  deren  unterer  End- 
punkt A'  in  einer  jener  Flächen  ABC  liegt.  Das  Durch- 
dringungspolygon zerfällt  in  die  drei  Thcile:  das  windschiefe 
Polygon  1,2, •••  1(5,  das  ebene  Fünfeck  17,  •••  21  und  das  Drei- 
eck 22,  • 24.  Die  Gonstruction  beginnt  zweckmässig  mit  den 
Punkten  1,  2,  113  der  obern  Ikosaedcrtläche. 
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2)  Man  constniiere  die  Durchdringimg  einer  sechsseitigen 
Pyramide  mit  einem  scliriigcn  Parallelepiped  und  bilde 
ilire  Netze  — indem  man  Ebenen  parallel  den  Kan- 
ten des  Prisma’s  durch  die  Scheitelkanten  der  Pyra- 
mide und  Ebenen  durch  die  Prisnienkanten  aus  der 
Spitze  der  Pyramide  benutzt.  Welche  Vortheile  bringt 
es  mit  sich,  dass  diese  Ebenen  ein  Büschel  bilden? 
Die  Figur  108.  erläutert  sie  an  dem  Beispiel  der  vier- 
seitigen Pyramide  und  des  Parallelcpipeds. 

Fig.  H». 


57.  Die  Einlachhcit  und  G’enauigkcit  einer  constnictiven 
Lösung  hängt  oft  ab  von  der  Lage  des  projiciertcn  Objects 
gegen  die  Projectionsebencn  und  die  Uebcrführung  in  eine 
andere  Lago  ist  zuweilen  von  Vortheil  für  die  Construction. 
in  manchen  Fällen  ist  es  nothw endig,  Elemente  der  Dai Stel- 
lung, welche  über  die  Grenzen  des  Zeichenblattes  hinaus  ge- 
fallen sind,  in  dasselbe  zurückzuführen,  um  die  Ausführbarkeit 
zu  sichern;  schleifende  Schnitte,  Darstellungen  von  zu  geringer 
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Breite  zu  vermeiden,  ist  oft  sehr  wünsehenswerth.  Deshalb 
bilden  die  Transformationen  ein  wichtiges  Mittel- 
glied zwischen  der  Theorie  und  der  Praxis  der  dar- 
stellenden Geometrie.  (Vergl.  § 12.)  8io  sind,  wenn 
man  an  der  Orthogonalität  der  Parallelprojectioncn  festhiilt, 
entweder  Verschi_cbungcn  und  Drehungen  der  Pro- 
j ecti onsebenen  — die  Letztem  nothwendig  in  Paaren  — 
oder  Verschiebungen  und  Drehungen  der  darzustel- 
lenden Objecte.  Verschiebungen  respectivo  Drehungen  der 
erstem  sind  Verschiebungen  oder  Drehungen  der  Letztem 
äquivalent,  wenn  sie  sich  nur  durch  ihren  Sinn  unterschieden, 
während  ihre  Grössen  und  die  Axon  nach  welchen  oder  um 
welche  sic  erfolgen  dieselben  sind. 

Die  Para  1 le  1 verseil iebung  einer Projectionsebene  oder 
die  des  Objects  nach  den  zugehörigen  projicicrenden  Linien 
seiner  Punkte  hat  nur  eine  algebraische  Vermehrung  dieser 
Letztem  um  die  Verschiebiingsgrössc,  also  eine  gleichmässigc 
Vermehrung  der  Abstände  der  durch  sic  bestimmten  Projec- 
tionen  von  den  zugehörigen  Axen  zur  Folge.  Wir  wollen  die 
Projectionen  nach  der  Transformation  dadurch  bezeichnen, 
dass  wir  ihren  Buchstaben  un- 
ten links  den  Index  der  betref- 
fenden Projectionsebene  oder 
projicierenden  Linie  beifügen. 

(Fig.  109.) 

Die  Gestalt  und  Bichtung 
der  Projectionen  wird  durch  be- 
liebige Parallelvcrschiebungen 
nicht  geändert ; Parallelver- 
sebiebungen  können  Bauiner- 
sparniss  nur  erzielen,  wenn  sie 
das  Ineinanderschicben  der  ver- 
schiedenen Projectionen  bewir- 
ken, sic  lassen  das  Maximum 
derselben  erreichen,  indem  man  den  Mittelpunkt  der  darge- 
stellten  Kaumfigur  zum  Anfangspunkt  0 des  Systems  oder 
zu  einem  Punkte  der  Halbierungsaxe  desselben  macht 

(§  40.;  4.  §53.).  Grössere  Deutlichkeit  kann  durch  Parallel- 
vci-schiebungen  nur  erreicht  werden,  insofern  es  sich  um  ein 

Fictilcr,  Darstellondc  ücometrio.  12 


Fig.  HW. 
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Aiiseinandcrlialten  der  verschiedenen  Projectionen  des  Objects 
(landein  kann. 

1 ) Man  bestimme  die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  aus 
den  Spuren  derselben,  wenn  der  Schnittpunkt  der 
zweiten  Spuren  nicht  aui’  dein  Watte  liegt.  Die  Figur 
llÜ.  giebt  die  Lösung. 


tili,  iiu. 


Sie  ist  zugleich  eine  Auflösung  der  oft  vorkom- 
menden Aufgabe,  die  Verbindungslinie  von  einem 
Punkte  nach  dem  unzugänglichen  Schnittpunkte  von 
zwei  Geraden  zu  construieren.  (Vergl.  §30. ; 1.)  Ein 
weiteres  Mittel  giebt  der  Satz,  dass  die  drei  Ilöhen- 
perpendikel  eines  Dreiecks  durch  einen  Punkt  gehen. 

2)  Man  bestimme  die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  aus 
den  Spuren,  wenn  kein  Paar  derselben  sich  auf  dem 
Watte  schneidet. 

58.  Die  Drehung  einer  projicierten  Kaumtigur  um  eine 
Projectionsaxe  oder  eine  Parallele  zu  einer  solchen  in  be- 
stimmtem Sinne  um  einen  Winkel  6,  (i  als  Index  der  pro- 
jicierenden  Linie,  zu  welcher  diese  Axe  parallel  läuft),  d.  i. 
die  Darstellung  ihrer  Projectionen  in  der  am  Ende  der  Drehung 
erreichten  Lage,  ergiebt  sich  aus  den  beiden  Bemerkungen: 
In  den  zur  Drehungsaxe  parallelen  Projectionen  schreiten  die 
Punkte  in  Normalen  zu  ihr  fort;  in  der  zu  ihr  normalen  Pro- 
jcction  drehen  sie  sich  in  dem  Sinne  und  um  den  Betrag  des 
Winkels  0,  um  den  Punkt,  welcher  die  Drehungsaxe  projiciert. 
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Wir  wollen  dabei  den  Drehungssinn  durch  ein  aus  dem 
positiven  Ende  der  Dreliungsaxe  oder  der  ihr  parallelen  l’ro- 
jectionsaxe  nach  der  Projectionsebenc  blickendes  Auge  heur- 
theilt  denken  und  als  positiv  die  iiu  Sinne  des  Uhrzeigers 
verlaufende  bezeichnen. 

Die  Drehung  um  eine  schräg  im  Räume  liegende  Axe 
ist  durch  die  Methode  dieses  oder  des  nächsten  § ebenfalls 
leicht  auszuführen.  (Man  vcrgl.  § 12.'}.,  ferner  § 59.,  Aufg.  8.) 

1)  Man  drehe  einen  Punkt  A,  eine  Gerade  y und  eine 
Ebene  E um  die  Axe  0 Z um  0,  = -{-  30“.  Die  Figur 
111.  giebt  diese  Drehung. 


Fig.  Ul. 


2)  Man  leite  aus  den  gegebenen  Prpjectionen  eines  Po- 
lyeders in  seiner  einfachsten  Stellung  zu  den  Projec- 
tionsebcnen  diejenigen  .ab,  welche  ihm  am  Ende  von 
zwei  successiven  Drehungen  um  die  Axen  OZ  und  OY 
— oder  um  mit  dem  Polyeder  selbst  verbundene 
Axen,  parallel  OZ  respective  OY  — mit  den  Beträgen 
6,  = -|-  (30“,  0.|  = — 15“  zukommen. 

3)  Man  soll  eine  Ebene  durch  Drehungen  um  zwei  Pro- 
jectionsaxen  zu  einer  Pro  jectionsebene  parallel  machen. 
Mau  macht  sie  durch  eine  erste  Drehung  normal  zu 

12* 
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einer  der  beiden  andern  Projcctionsebenon  und  er- 
reicht dann  den  Vorgesetzten  Zweck  durch  eine  zweite 
Drehung.  Um  wclclie  Axen,  um  welche  Winkel  und 
und  in  welchem  Sinne  hat  man  zu  drehen?  Für  ein 
in  besagter  Ebene  liegendes  System  erhält  man  dabei 
aus  den  ursprünglichen  Projectionen  die  wahre  Grösse 
und  Gestalt. 

4)  Man  mache  eine  Gerade  durch  Drehungen  um  zwei 
Projectionsaxen  zu  einer  Projectionsaxe  piirallel  und 
erörtere  die  analogen  Fragen. 

5)  Ein  Punkt  A soll  durch  Drohung  um  die  Axe  OZ  in  eine 
gegebene  Ebene  E gebracht  werden;  welche  Drehung 
ist  dazu  erforderlich? 

(!)  Jlan  bringe  einen  Würfel,  dessen  Kanten  den  Projec- 
tionsaxen parallel  sind,  durch  Drehung  um  die  durch 
seinen  Jlittelpunkt  gehenden  Parallelen  zu  diesen  in 
die  Lago,  in  welcher  die  Verbindungslinie  von  zwei 
Gegenecken  der  Axe  OZ  parallel  ist. 

7)  Man  zeichne  die  neue  erste  Projcction  eines  durch 
seine  Projectionen  bestimmten  Objects,  nachdem  eine 
ihm  fest  verbundene  durch  ihre  Spuren  bestimmte 
Ebene  zur  ersten  Projectionsebene  parallel  gemacht 
worden  ist. 

59.  Dreht  man  statt  des  Objects  die  Projectionsebenen 
um  dieselben  Axen  um  gleiche  Winkel  aber  im  entgegenge- 
setzten Sinn,  so"  erhält  man  analoge  Aenderungen  der  Pro- 
jectionen. Denken  wir  die  erste  Projectionsebene  und  mit 
ihr  die  dritte  um  die  Axe  OY  um  den  Winkel  0.,  gedreht, 
während  die  zweite  Projectionsebene  und  das  Object  unge- 
ändert  bleiben,  so  ändern  sich  die  Coordinaten  y seiner  Punkte 
und'  die  zweiten  Projectionen  derselben  nicht  und  man  bestimmt 
daraus  die  neuen  ersten  Projectionen  durch  Abtr.agen  der  alten 
y aus  den  Fusspunkten  der  Normalen  zur  neuen  Axe  OA'  in 
dieser,  welche  von  den  zweiten  Projectionen  gefällt  werden 
können.  (Fig.  112.) 

Analog  im  Falle  der  Drehung  der  zweiten  Projections- 
ebene um  die  Axe  OZ  mit  Vertauschung  der  ersten  und 
zweiten  Projectionen  und  Projicierenden. 

Die  bildliche  Anschaulichkeit  des  Ergebnisses  wird  dabei 
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— und  diess  ist  gewöhnlich  mit  den  Erfolgen  der 
Transformationen  verbunden — verringert,  ganz  ebenso 
wie  die  Syinnictrie  der  analytischen  Ausdrucksforiueu 
geometrischer  Untersuchungen  in  der  Regel  verringert 
wird  durch  die  Coordinaten- Transformationen,  welche 
sie  vereinfachen.  (Vergl.  unten  11.) 

1)  Jlan  erläutere  die  dritte  Projection  als  Projection  auf 
eine  neue  erste  oder  zweite  Projcctionsebene. 

2)  Man  bestimme  den  Winkel  «,  einer  Ebene  (oder  /3, 
einer  Geraden  und  die  wahre  Länge  derselben)  durch 
Transformation  — indem  man  die  neue  zweite  Pro- 
jcctionscbcno  zur  Ebene  normal  (oder  zur  Geraden 
parallel)  macht. 

Flg.  112. 


3)  Man  mache  durch  Drehung  des  Projectionssystems 
eine  Gerade  parallel  zu  einer  Projcctionsaxo,  respec- 
tive  eine  Ebene  parallel  zu  einer  Projcctionsebene,  — 
indem  man  zuerst  eine  neue  erste  oder  zweite  Pro- 
jectionsebene  parallel  der  Geraden  respective  normal 
der  Ebene  und  sodann  eine  neue  zweite  oder  erste 
Projcctionsebene  parallel  der  Geraden  respective  der 
Ebene  einführt. 

4)  Die  Identität  der  Umlegung  eines  ebenen  Systems  in 
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7)  Man  bestimme  durch  Transformation  die  Grösse  des 
Winkels  von  zwei  Geraden  oder  Ebenen  und  den 
Winkel  einer  Geraden  mit  einer  Ebene;  insbesondere 
den  AVinkel  von  zwei  Ebenen,  die  durch  ihre  Schnitt- 
linie und  je  einen  Punkt  ausser  dieser  bestimmt  sind. 


eine  Projectionsebene  mit  einer  solchen  Transforma- 
tion ist  zu  erörtern. 

n)  Man  soll  den  Abstand  dos  Punktes  J von  der  Ebene 
E respective  der  Geraden  ff  durch  Transformation 
bestimmen. 

fl)  Ebenso  den  kürzesten  Abstand  zweier  Geraden  g und  /. 

Fia.  US. 
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8)  Man  lege  durcli  eine  Gerade  g die  Ebenen  S,  S*  unter 
vorgcscliricbenem  Winkel  <p  zu  einer  Geraden  / unter 
Benutzung  der  Transformation.  Die  Figur  113.  giebt 
die  Ebenen  vom  Sinus  des  Winkels  <p  gegen  l gleicb 
0,4 ; sie  haben  für  Licht  von  der  Richtung  l die  durch 
diese  Zahl  gemessene  Helligkeit.  (Vcrgl.  § 113.;  5. 
und  '§§  125 — 127.)  Mittelst  der  Punkte  A,  B,  C ist 
die  neue  Verticalprojection  •••  mit  /'  als  Axe 
gefunden,  in  ihr  qp  angetragen  und  durch  Uebergang 
zu  einer  neuen  Horizontalprojection  an  ^A'  sind  mit- 
telst des  Punktes  D von  g die  bezüglichen  Spuren 
der  gewünschten  Ebenen  gefunden.  Die 
mittelst  G in  der  ursprünglichen  Lage  bestimmten 
Punkte  E und  F bestimmen  die  Ebenen  S,  S*,  näm- 
lich gE,  gF  respective.  Das  Büschel  der  den  ver- 
schiedenen Werthen  von  cp  oder  sin  q>  entsprechenden 
Ebenen  bestimmt  man  nun  leicht. 

U)  Man  hat  in  der  vorigen  Aufgabe  angenommen,  dass 
g und  / sich  schneiden  und  dass  g durch  die  Axe  .1' 
gehe.  Warum  sind  diese  Annahmen  allgemein  zulässig? 

10)  Wie  bestimmt  man  in  der  Figur  von  Aufg.  8 den, 
Winkel,  welchen  eine  gegebene  Ebene  durch  g mit  l 
einschliesst  — also  die  Helligkeiten  der  verschiedenen 
Ebenen  des  Büschels  durch  y? 

11)  Man  vereinfacht  die  Constniction  der  Aufgabe,  die 
Transversalen  zu  drei  Geraden  zu  construicren,'  indem 
man  durch  Transformation  eine  Projectionsaxe  zu 
einer  der  Geraden  parallel  macht;  in  der  zugehörigen, 
d.  i.  zu  ihr  nonnalen  Projectionsebene  erscheint  diese 
Letztere  dann  als  Punkt  und  die  Transversalen  gehen 
durch  denselben. 

12)  Man  bestimme  den  Normalschnitt  eines  prismatischen 
Mantels  in  wahrer  Grösse  durch  Transformation; 
eventuell  die  dritte  Kante  eines  dreieckig  gleichsei- 
tigen prismatischen  Mantels,  von  welchem  zwei  schräge 
Parallelen  als  Kanten  gegeben  sind. 

13)  Von  einem  geraden  fünfseitigen  Prisma  ist  die  erste 
Spur  S|  und  die  Neigung  a,  der  Grundebene,  so  wie 
die  Gestalt  und  Grösse  der  Grundtlächc  sammt  ihrer 
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Lage  gegen  endlich  die  Höhe  h gegeben;  inan 
soll  dasselbe  projicieren,  unter  Einführung  einer  neuen 
zu  .<!,  normalen  I’rojectionsebene.  Die  Figur  114. 
zeigt  die  Ausführung.  Man  erörtere  ihre  Beziehung 
zur  Methode  der  Umlegung. 


Fig.  lU. 


(50.  Die  Aufg.  7)  des  S ö8. , die  auch  nach  der  Methode 
des  vorigen  § gelöst  werden  kann , ist  in  wenig  veränderter 
Fassung  das  Problem  der  Axonometrie.  In  der  An- 
nahme, dass  ein  beliebiges  Raumgebildc  durch  die  Coordi- 
naten  seiner  Punkte  in  Bezug  auf  ein  dreirechtwinkliges 
Axensystem  — wir  setzen  fest  mit  lothrechter  Axe  ft  2,  ge- 
mäss der  pracfischen  Bestimmung  des  Verfahrens  — gegelteu 
sei,  kann  oil'cnbar  seine  orthogonale  Parallelprojection  auf 
eine  in  Bezug  auf  dieses  Axensystem  gleichfalls  bestimmte 
Ebene  ermittelt  werden,  nämlich  in  verschiedenen  Arten  durch 
Transformation  nach  den  vorigen  Entwickelungen.  Es  ist  die 
Aufgabe  der  Axonometrie,  diess  nicht  auf  dem  Um- 
wege der  Transformationen,  sondern  d irect  zu  vol  1- 
zichen,  indem  man  die  Kichtungen  ermittelt,  in 


Digitized  by  Google 


Die  Methodenlehre. 


185 


welchen  alle  Parallelen  zu  den  Coord inatonaxen  in 
d ieser  Proj  ection  erscheinen  und  die  Verkürzungs- 
verhältnisse, welche  ihnen  respective  zu  kommen. 
Und  dicss  letztere  kann  allcrding.s  durch  Transformation  ge- 
schehen, wie  es  die  Figur.  115.  zeigt,  in  der  8 die  Ebene 


I’lS.  U5. 


der  axonomctrischen  Projection  und  d.^.V',  O^y',  O.^Z  die 
Axen  derselben  sind;  während  die  Verhältnisse  der  Längen 


nY:o.,r,  oz\o^z 

diezugehörigenVerkürzungs- 
verliältnisse  geben.  In  der 
That  wäre  A (Fig.  IKi.)  die 
Projection  eines  Punktes  auf 
die  fragliche  Ebene,  wenn 
OX,  OY,  OZ  die Projeetionen 
der  drei  Coordinatenaxen  und 
OAj:,  OAy,  OA;  die  Projee- 
tionen der  drei  vom  Anfangs- 
punkte 0 aus  in  ihnen  auf- 
getragenen Coordinatenx,  y,  j 


Fig.  US. 

y. 
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Vig.  117. 


des  Punktes  .4  repräsentieren  — diess  bliebe  selbst  für  jede 
schiefe  Piirallelprojection  unverändert  gültig. 

Kür  die  Ermittelung  der  Richtungen  der  Axcnprojectionon 

und  der  entsprechenden 
Verkürzungsverhäl  t nisse 
für  dieOrthogonalprojec- 
tion  auf  eine  beliebige 
Ebene  S ist  aber  auch 
in  § 47.,  Aufg.  1)  alles 
Nöthige  enthalten.  Ist 
Sa:  SyS^  das  Spurendreieck 
der  Ebene  der  axonome- 
trischen  Projection  (Fig. 
117.),  so  ist  der  Höhen- 
schnittpunkt N desselben 
die  Projection  des  An- 
fangspunktes 0 der  Coor- 
dinaten  und  NSa,  N Sz  sind  die  Projectionen  der  Axen, 

insbesondere  die  Projectionen  der  Axenabschnitte  der  neuen 
Projectionsebenen.  Man  erhält  aus  der  Kenntniss  der  wahren 
„g,  Längen  OSi,  OSy,  OSa 

z derselben  die  Verkür- 

y^M.  zungsinaassstäbe  rosß,, 

cosß^,  cosßj,  welche  den 
Coordinaten  z,  >j,  x ent- 
sprechen, oderdieWin- 
kel  ß.j,  ß^,  welche 
die  Axen  02,  OF,  OX 
mit  der  neuen  Projec- 
tionsebene  einschlies- 
j,/  ' ,,,j-  sen.  Das  rechtwinklige 

_ ^ Dreieck  SzOA^  (Fig. 

\ 118.),  welches  in  A' den 

Höhenfusspunktauf  sei- 
* ncr  Hypothenusc  hat, 

oder  also  das  Dreieck  AOS.  (Fig.  117.)  giebt  in  OSz  die  Länge 
des  einen  Axcnabschnitts  und  durch  die  bei  N rechtwinkligen 
Dreiecke  NO  Sa,  NO  Sy  erhält  man  die  Längen  der  andern 
OSa,  OSy.  (Vergl.  Fig.  85.) 


/ 

/ 

!J 

ir-V^ 

i-Lm- 

Jj-  ' - . 

i *.• 
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Bemerkt  man  dann,  dass  die  jS,-  die  Complemente  der 
Winkel  «,•  der  Projeetionsebene  .8^5,5,  gegen  die  Coordina- 
tenebenen  XOY,  XOZ,  YOZ  sind,  so  erkennt  man  (§  47.), 
dass  ihre  Cosinus-Quadrate  die  Summe  zwei  geben  müssen; 
oder'  -wenn  die  Längeneinheit  e nach  den  drei  Axen  z,  y,  x 
aufgetragen  Projectionen  von  den  re.speetiven  Längen  t’,,  e^,  e.^ 
giebt,  dass 


= 2e*  und  cos'-ßi  ■ 


2 c,- 

4- 

ist.  Die  erste  Relation  genügt,  um  das  Problem  in  der  der 
praetischen  Verwendung  am  meisten  entsprechenden  Form  zu 
lösen.  (Vergl.  Aufg.  1.) 

Zugleich  knüpft  sich  daran  die  einfache  Berechnung 
desselben.  Die  dreiseitige  Ecke  vom  Scheitel  0 und  den 
Kanten  OA’,  OS^,  OSy  oder  D- (Fig.  118.)  und  analog  die 
Ecken  O-XSyS^,  OA'S, — liefert  für  den  durch  die  Pro- 
jectionen der  Axen  D.S'j,  OSy  cingeschlosscncn  Winkel  S^-NSy 
oder  <P|  die  Formel 


cos  qp,  = — lan ß.,  • tun ~ ('’i '+  «jO 


uijd  zwei  analoge  entspringen  für  cos(p.^,  cos<p.^. 

Es  ist  für  die  Anwendung  besonders  bequem, 
zwischen  den  drei  Projectionen  c,-  der  Längenein- 
heit c nach  den  Axen  einfache  Verhältnisse  voraus- 
zusetzen, weil  man  dadurch  ini  Stande  ist,  die  drei  sonst 
nöthigen  Massstäbe  durch  einen  einzigen  unter  einfachen  Rc- 
ductionen  zu  ersetzen.  Die  Resultate  für  die  brauchbarsten 
Verhältnisse  der  e,  sind  hier  tabellarisch  zusammen  gestellt. 


f , : c,  : e. 

COlß, 

rusßt 

rofßt 

<7i 

1:1:1 

0,816 

0,816 

0,816 

120» 

120" 

120» 

2:1:2 

943 

471 

943 

131»  24'/»' 

97»  11' 

131"  24'/,' 

8:1:3 

973 

324 

973 

133»  24'/,' 

93»  11' 

133«  24'/,' 

5:4:0 

806 

645 

907 

108»  13' 

101»  10' 

150»  37' 

!)  : 5 : 10 

887 

493 

985 

107»  49' 

95»  11' 

157» 

CO 

811 

095 

927 

114»  46' 

106»  59'/,' 

138»  14'/,' 

Man  hat  den  ersten  Fall  wegen  der  Gleichheit  der  drei 
Maassstäbe  als  die  isometrische  Projection,  die  Fälle 
b)  nach  der  Uebereinstimmung  zweier  Maassstäbe,  die  vom 
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dritten  Maassstab  verschieden  sind,  als  nionod  im  et  rische 
Projectionen  benannt  und  ihnen  die  letzten  Fälle  c)  als 
anisometrischc  Projectionen  entgegengesetzt. 

Es  ist  zu  bemerken,  das.s  für  die  isometrische  Projection 
die  Projectionsebene  normal  zu  einer  der  Ilalbierungsaxen 
des  Coordinatensystems  (vergl.  § 46.;  4),  für  die  monodimc- 
trischen  Projectionen  aber  normal  zu  einer  der  Halbierungs- 
ebenen  desselben  ist  (§  46.;  11)  und  nur  für  die  anisome- 
trischen eine  allgemeine  Lage  gegen  dieses  System  besitzt. 
Diess  hat  zur  Folge,  dass  in  isometrischen  Projectionen  Ge- 
rade und  Ebenen,  die  zu  jener  Ilalbiemngsaxe  parallel  sind, 
als  Punkte  und  Gerade  respective  erscheinen,  in  monodimc- 
trischen  Projectionen  aber  alle  die  Ebenen  sich  als  Gerade 
abbilden,  welche  jener  Halbierungsebcne  parallel  sind.  Da 
Linien  und  Ebenen  von  solcher  Lage  besonders  oft  an  den- 
jenigen Körperformen  auftreten,  welche  eine  besonders  reiche 
Symmetrie  besitzen,  so  gewähren  die  bezüglichen  Projectionen 
für  solche  nicht  vorzugsweise  die  Bildlichkeit  der  Darstellung; 
z.B.  also  nicht  für  die  Krystallformen  des  regulären  Systems.*) 
Bei  der  practisehen  Anwendung  wird  man  endlich  beach- 
ten, dass  Darstellungen  mit  starker  Verkürzung  der  Axe  OZ, 
wie  im  ersten,  vierten  und  sechsten  Falle  der  Tabelle  niclit 
für  Gegenstände  von  solcher  Art  Verwendung  finden  sollen, 
die  man  nicht  wohl  z.  B.  von  oben  herab  unter  starker  Nei- 
gung der  projicierenden  Strahlen  gegen  den  Horizont  sehen 
kann,  weil  sonst  die  Abweichung  der  axonometrischen  Dar- 
stellung derselben  von  dem  gewohnten  Gcsichtsbilde  einen 
Theil  ihres  Werthes  zerstört. 

1)  Man  construiero  aus  den  Verhältnissen  der  e^  : Cj  : e, 
[Figur  110.,  a.  b.  = 10  : 9:  6;  c.  = 10  ; 6 : 9|  die  ßi 
und  das  Spurendreieck  mit  den  Axenprojectionen. 

Man  bildet  (Fig.  119.,  b.)  aus  r,  und  e.^  als  Ka- 
theten ein  rechtwinkliges  Dreieck  und  aus  der  Ilypo- 
thonusc  desselben  mit  Cj  ein  zweites,  dessen  Hypo- 
thenuse  dalicr  der  Durchmesser  des  Kreises  ist,  für 
den  die  Seite  des  eingeschriebenen  Quadrates  die 

*)  Die  Kip.  88.  tics  § 16.;  3,  4 ist  nacli  ileni  Vcrliiiltniss  U : 5 : 10,  die 
meisten  übrigen  seliematisclieu  Kiguren  sind  naeli  2:1:2  eonstruiert. 
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Länge  e hat.  Diese  bestimmt  als  Hypothonuse  mit 
, respective  als  der  anliegenden  Kathete  die 

Winkel  ß,,  ß^,  ß^,  deren  cosinus  die  Verkürzungs- 
Verhältnisse  sind.  Mit  denselben  bildet  man  (Fig.  119.; 
a.)  rechtwinklige  Dreitjcke  von  einer  Kathete  A'O  an 
der  Vcrticalen  NZ,  schneidet  diese  Vcrticale  durch 
die  Normale  aus  0 zum  schrägen  Schenkel  von  ß^  und 
legt  durch  den  Schnittpunkt  eine  Horizontale,  welche 
von  den  aus  .V  als  Centnun  durch  die  Scheitel  von 
ß-,  und  (Sj  beschriebenen  Kreisen  in  Punkten  von  NV 
respective  AM'  geschnitten  wird.  (Vergl.  Fig.  117.) 

Fig.  U9. 

A.  b.  C. 


z 


2)  Die  Möglichkeit  der  axonometrischen  Darstellung  nach 
gegebenen  Cj  fordert,  dass  die  Quadratsumme  von 
zweien  derselben  grösser  sei  als  das  Quadrat  des  dritten. 

3)  Welchen  Grenzwerthen  der  r,  entsprochen  die  Projec- 
tionen  auf  die  drei  Coordinatenebonen V 

4)  Die  isometrische  Projection  des  Würfels  ist  das  reguläre 
Sechseck  mit  seinen  Diagonalen.  (V'^ergl.  Fig.  lOG.) 

5)  Man  stelle  die  Formen  des  regulären  Krystallsystenis 
für  gegebene  Parameterverhältnissc?  anisometrisch  dar. 

G)  Man  zeichne  die  axonometrischen  Bilder  von  Kreisen 
in  den  drei  Coordinatenebenen  und  aus  dem  Anfangs- 
punkt als  Mittelpunkt. 
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7)  Man  zeichne  das  axonoinetrische  Bild  eines  Kreises 
in  gegebener  Ebene  und  bei  gegebenem  Mittelpunkt 
und  Halbmesser  — unter  Benutzung  seines  unver- 
kürzten d.  h.  der  Projectionsebene  parallelen  Durch- 
messers. 

8)  Man  zeichne  axonometrisch  die  Durchdringung  eines 
regulären  Dodekaeders  mit  einem  Tetraeder. 

9)  Man  entwickele  nach  derselben  Methode  die  orthogo- 
nalen Parallelprojectionen  von  Polyedern  mit  drei  recht- 
winkligen Symmetrieaxen  bei  schräger  Lage  dieser 
Letztem  gegen  die  Projectionsebenen. 


Fig.  12«. 

.1.  Ii. 


61.  Wenn  man  auch  schiefe  Parallelprojectionen 
zulässt  (vcrgl.  § 43.;  3),  so  gilt  als  höchst  bequeme  Grund- 
lage der  axonometrischen  Projection  der  Satz : Drei  Strecken 
von  beliebigen  Längen  und  Richtungen,  die  in  einer 
Ebene  von  einem  Punkte  ausgehen,  bilden  eine  Pa- 
rallclprojection  des  Systems  von  drei  gleichlangen 
zu  einander  rechtwinkligen  und  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Axen  OX,  OY,  OZ.  Darnach  können  die 
Richtungen  der  Axenbilder  und  die  Verkürzungsverhältnisse 
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derselben  willkürlich  angenommen  werden  — nur  dass  nicht 
die  tlrei  ersten  zusamineniallen  und  nicht  zwei  der  letztem 
Null  sein  dürfen. 

Wir  denken  das  Tetraeder  OXYZ  mit  drei  glcichlangen 
zu  einander  rechtwinkligen  Kanten  im  Raum  bestimmt,  wie 
es  diess  im  Falle  der  Anwendung  ist  und  nehmen  an,  das 
Viereck  >y.\"Y’Z  in  der  Bildebene  (Fi^l2D.,  b.)  sei  eine  l’aral- 
lelprojection  desselben  oder  genauer  gesprochen  einer  solchen 
ähnlich  (§21.,  c);  die  Richtung  der  entsprechenden  projicic- 
renden  Strahlen  bestimmt  sich  wie  folgt:  Der  Schnittpunkt 
von  zwei  Gegenseiten  im  Bildviereck  z.  B.  von  X'  Y’  und 
0' Z'  ist  das  Bild  A’  eines  Punktes  A in  der  Diagonale  .1'!' 
und  das  B'  eines  Punktes  B in  der  Diagonale  OZ\  die  Punkte 
A und  B in  XY  und  OZ  respective  sind  durch  die  Theilver- 
hältnisse  bestimmt,  nach  welchen  sie  diese  Strecken  tlieilen 
und  welche  (§  21.,  a)  den  Theilverhältnissen  gleich  sind, 
nach  welchen  der  Punkt  A" B'  die  Strecken  X'Y',  respective 
0' Z'  theilt.  Die  Gerade  AB  im  Original  erscheint  als  ein 
Punkt  im  Bilde  und  giebt  die  Richtung  der  projicierenden 
Strahlen  an,  welche  von  diesem  Original  zu  diesem  Bilde 
führen. 

Legen  \+ir  dann  durch  die  Kanten  OX,  OY,  OZ  des  Ori- 
ginals die  projicierenden  Ebenen  von  der  Richtung  B von 
AB,  80  bilden  dieselben  einen  Ebenenbüschel  OR-XYZ,  dessen 
Schnitt  mit  der  Projectionsebene  dem  gegebenen  Strahlen- 
bUschel  0'  ■ X Y' Z gleich  sein  muss.  Diess  bestimmt  die 
I.ngcu,  welche  für  die  Projectionsebene  möglich  sind. 

Sei  das  durch  die  Normalebene  zur  Scheitelkantc  aus 
dem  Ebenenbüschel  OB  ■ X YZ  geschnittene  Strahlenbüschel 
0 • xyz,  so  ist  das  Büschel  W ■ X Y' Z'  so  zu  legen,  dass  0-xyz 
die  Orthogonalprojection  desselben  ist.  Denken  wir  die  ent- 
sprechenden Rcchtwinkelpaare  r/ r,  yr  beider  sonach  projec- 
tivischen  Büschel,  so  giebt  die  Bemerkung  das  Mittel  zur 
Bestimmung  der  Lago  der  Ebene  des  Büschels  0 • X' Y’ Z 
oder  der  Projectionsebene,  dass  die  Orthogoualprojcetion  eines 
rechten  Winkels  nur  dann  ein  rechter  Winkel  ist,  w'cnn  einer 
seiner  Schenkel  der  Projectionsebene  parallel  ist  oder  in  der- 
selben liegt.  Wir  ermitteln  daher  in  den  durch  drei  entspre- 
chende Paare  bestimmten  Büscheln  Q'  • X Y' Z und  0 • xyz 
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die  Schenkel  der  entsprechenden  recliton  \Vinkel  q,  r und 
q,  r (§  18.;  4)  und  bringen  q mit  q'  zur  Deckung.  Da  nun 
von  den  spitzen  Winkeln  (y,  .r)  und  (a-,  r)  der  eine  grösser  uud 
der  andere  kleiner  sein  muss  als  der  ihm  entsprechende  Win- 
kel (/,  x)  respective  («',  r'),  weil  die  Summe  beiderseits 
einem  Rechten  gleich  ist,  also  z.  B.  L(q,  x)  < ^')7  so 

sind  zwei  .Stcllungen^der  Ebene  des  Büschels  0 • X"  Y' Z' 
möglich,  für  welche  q'  in  q fällt  und  zugleich  x'  in  die  ihm 
entsprechende  Ebene  ORX  kommt.  Offenbar  sind  dieselben 
zur  Richtung  der  projicierenden  Strahlen  oder  zur  Ebene  qqR 
symmetrisch. 

Man  construiert  somit  zwei  Lagen  der  Projectionsebenc, 
welche  allen  Bedingungen  genügen.  Dieselben  fallen  in  eine 
zusammen,  wenn  die  Projection  eine  orthogonale  wird. 

Die  Figur  I20.  enthält  die  vollständige  Durchführung  für 
das  Axenkreuz  0'  ■ .V'Y'Z'.  Durch  die  Theilverhältnisse  von 
j'  in  X' Y'  und  von  R'  in  O'Z  (Fig.  120.,  b.)  sind  die  Punkte 
B und  die  Richtung  der  projicierenden  Strahlen  als  Rieh-  • 
tung  der  Geraden  A'  B' , A"  B"  (Fig.  12(,>.,  a.)  bestimmt.  Dann 
ist  der  Normalschnitt  des  Ebcnenbüschels,  welches  diese  Rich- 
tung mit  den  Coordinatenaxen  liefert,  auf  dem  Wege  der  Trans- 
formation ermittelt,  indem  die  Projectionen  der  Axen  auf  eine 
Ebene  construiert  sind,  die  zu  AB  normal  ist  (Fig.  120.,  a.);  die 
successiven  Transformationen  um  die  Axe  y mit  der  neuen 
Axe  und  nach  ihr  um  die  Axe  t mit  der  neuen  Axe  ,a; 
führen  dazu,  0|F"und  OfZ'  sind  die  Endprojectionen 

und  bilden  das  Büschel  des  Normalschnitts,  das  Büschel  0-xyz 
des  Vorigen. 

Die  Rcchtwinkelpaare  sind  q',  /;  ,17",  ,r"  — ihre  Con- 
struction  ist  als  bekannt  unterdrückt  — und  cs  ist  wie  im 
Vorigen  L{q,  x')  > |a-").  Daher  ist  L(>/,  x")  in  |/'0(.t') 

angetragen  und  ein  Punkt/' seines  Schenkels  x'  durch  Drehung 
um  O^q"  in  die  Ebene  gebracht,  welche  in  ,a:"  normal  zur 
Tafel  ist;  P.,  sind  die  beiden  in  Umlegung  cingezeichuctcn 
entsprechenden  Lagen,  deren  jede  eine  Projectionsebene  be- 
stimmt, respective  P, , p/';  P.^,  .^q" . Wie  man  daraus  die  Rich- 
tung der  projicierenden  Strahlen  in  Bezug  auf  die  Ebene  des 
Bildes  <)'  • X' Y' Z'  erhält,  ist  evident. 

Es  ist  noch  zu  bemerken , dass  diese  Construction  die 
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Kechtwinkligkeit  der  Coordinatenaxen  OX,  OY,  OZ,  die  wir 
voraussetzten,  nicht  fordert,  dass  sie  also  den  Satz  auch  für 
die  Ausmessung  in  irgend  einem  schiefwinkligen  Axensystem 
begründet.  So  ist  derselbe  die  wahrhaft  allgemeine  Grund- 
lage der  Axonometrie.  Wenn  man  das  Dreieck  der  Üiago- 
nalpunkte  des  Vierecks  O’X'Y'Z'  betrachtet,  also  das  Dreieck 
der  Punkte  X'Y',  O'Z"-,  Y'Z,  O'X'-  Z'X,  0' Y'  — so  liefert  es 
in  der  oben  entwickelten  Weise  drei  Kanten  AB,  CB,  EF 
eines  prismatischen  Mantels  im  Tetraeder  und  die  Aufgabe 
der  Bestimmung  der  Projectionsebeno  lässt  sich  auch  so  aus- 
sprcchen:  Man  soll  die  Lage  der  Ebenen  bestimmen,  welche 
diesen  Mantel  in  einem  dem  besagten  Diagonaldrcieck  ähn- 
lichen Dreieck  schneiden.  (Vergl.  § 54.;  9.) 

Allgemein  gefasst  ist  der  Hauptsatz  dieses  § ein  Special- 
fall der  allgemeinen  Bestimmung  collinearer  Systeme.  AVir 
sahen  (§  44.),  dass  durch  fünf  Ebenen  oder  Punkte  des  einen 
und  die  entsprechenden  des  andern  Systems  solche  bestimmt 
sind;  sollen  sie  affin  sein,  so  entspricht  der  unendlich  fernen 
Ebene  des  einen  die  unendlich  ferne  Ebene  im  andern;  zwei 
Tetraeder,  welche  Ecke  für  Ecke  einander  entsprechen,  be- 
stimmen somit  zwei  affine  Systeme.  Ist  das  eine  der  Systeme 
eine  ebene  Abbildung  oder  ein  unendlich  dünnes  Relief  (§  4.‘k), 
so  haben  wir  ein  Viereck  in  demselben  als  entsprechend  einem 
Tetraeder  des  Originalraums. 

1)  M.an  construierc  den  Normalschnitt  des  Ebenenbüschels 
OR  • XYZ  durch  das  Spurendreieck  und  die  Höhen 
desselben  für  eine  zu  OR  oder  ^ ß normale  Ebene  — 
durch  Umlegung  statt  durch  Transformation. 

2)  Wenn  die  Axen  O'A"  und  0'  Z'  oder  O'Y'  und  0'  Z im 
Bilde  rectangulär  sind,  so  wird  die  Projectionsebeno 
parallel  der  Ebene  .VD 2,  YOZ  respective;  man  erhält 
eine  hieraus  zu  erläuternde  schiefe  Parallelprojection, 
die  man  als  Cavalierperspective  bezeichnet. 

.3)  Nur  in  der  Richtung  der  projicierenden  Strahlen  ge- 
sehen ist  die  Darstellung  eines  Objects  nach  dem  hier 
entwickelten  Verfahren  bildlich;  die  Vortheile,  die 
sie  dem  Zeichner  bietet,  sind  begleitet  von  der  Ge- 
fahr der  Verzerrung  beim  normalen  Betrachten. 

4)  Man  erläutere,  wie  ein  gegebenes  Tetraeder  durch 

Ficillor,  Purstellendo  Geometrie.  13 
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schiefe  Parallelpro  joction  iihnlich  einem  beliebig  ge- 
gebenen Viereck  abgebildet  wird. 

ö)  Man  erläutere  den  Uebergang  von  einem  beliebigen 
Tetraeder  und  seinem  liildviereck  zu  einem  solchen 
mit  rechtwinkliger  Ecke  und  gleichlangen  Kanten  an 
derselben  und  dem  Bildviereck,  welches  ihm  entspricht. 

6)  Man  bestimme  die  beiden  Stellungen  der  Ebenen, 
durch  welche  aus  einem  vierseitig  prismatischen  Man- 
tel von  gegebenem  Nonnalschnitt  als  Parallelogramm 
Quadrate  geschnitten  werden;  oder  allgemeiner  Khom- 
ben  von  gegebenem  Winkel. 

7)  Es  ist  zu  untersuchen,  welche  Geltung  und  Bedeutung 
die  Lehre  von  der  Affinität  für  die  Darstellung  ebener 
Systeme  (§21.,  a. ; §53.)  in  der  schrägen  Parallelpro- 
jection  besitzt. 

8)  Die  freie  axonomctrische  Darstellung,  welche  die 
schiefe  Projection  gewährt,  ist  insbesondere  geeignet 
für  die  Darstellung  projectivischer  Beziehungen;  jeder 
geänderten  Ilichtung  der  Beschauung  entspricht  zwar 
ein  anderes  Original  zu  der  dargcstellten  Figur,  aber 
alle  diese  Originale  haben  die  projectivischen  Eigen- 
schaften mit  einander  gemein  — ebenso  wie  bei  Gon- 
structionen  der  Centralprojoction,  welche  den  Distanz- 
kreis nicht  fordern,  eine  Zeichnung  für  jedes  Auge 
richtig  die  gleiche  Beziehung  für  unendlich  viele  in- 
dividuelle Lagen  veran.schaulicht.  Der  besondere  Cha- 
racter,  welcher  die  Originale  der  nämlichen  schiefen 
Parallclprojcction  verbindet,  ist  offenbar. 
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Die  constructivo  Theorie  der  krummen  Linien  und  Flächen. 

A.  Von  iIpii  Curvrn  und  den  dcTcIopimbpIn  FlOclieii. 

ü2.  Das  Studium  der  Kegelschnitte!  hat  zunächst  für  tJur- 
ven,  die  in  einer  Ebene  liegen,  die  gleiche  Wichtigkeit  zweier 
Krzeugungsweisen  und  der  daraus  entspringenden  Piigcnschaf-  • 
ten  gezeigt:  Der  Erzeugung  als  Ort  eines  gesetzmässig  be- 
wegten Punktes  und  der  Pirzeugung  als  Enveloppe  einer  ge- 
setzmässig bewegten  Geraden,  und  in  Folge  dessen  der  Eigen- 
schaften der  Punkte  und  der  Tangenten  der  Curven.  Diese 
Elemente  sind  verbunden  durch  die  reciproken  (§  2.S.;  §33.) 
Definitionen: 

Die  Tangente  einer  (Jurve 
als  Ort  eines  bewegten  Punk- 
tes ist  die  gerade  Verbindungs- 
linie von  zwei  unendlich  nahe 
benachbarten  Lagen  desselben. 

Oder:  Wenn  eine  Gerade  sich 
um  einen  festen  Punkt  der 
Curvc  so  dreht,  dass  einer  von 
den  Punkten,  die  sie  ausser 
ihm  noch  mit  derselben  ge- 
mein hat,  sich  jenem  unbe- 
grenzt nähert,  so  ist  die  Grenz- 
lage dieser  Bewegung  die  Tan- 
gente der  Gurve  in  diesem 
Punkte. 

i;t* 


Der  Punkt  einer  Curve  als 
Enveloppe  einer  bewegten  Ge- 
raden ist  der  Schnittpunkt  von 
zwei  unendlich  nahe  benach- 
bartenLagen  derselben.  Oder: 
Wenn  einPunkt  sich  auf  einer 
festen  Tangente  der  Gurve  so 
bewegt,  dass  eine  von  den 
Tangenten,  die  ausser  ihr  noch 
von  ihm  an  die  Gurve  gehen, 
sich  ihr  unbegrenzt  nähert,  so 
ist  die  Grenzlage  dieser  Be- 
wegung der  Berührungspunkt 
der  Gurve  in  dieser  Tangente. 
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Mit  diesen  Arten  der  Erz 
als  Envcloppc  sind  folgende  r( 
naturgcinäss  verbunden: 

Der  erzeugende  Punkt  kann 
zweimal  (oder  auch  mehrmals) 
durch  denselben  Punkt  der 
Ebene  hindurch  gehen  und  die- 
ser heisst  dann  ein  Doppel- 
punkt (vielfacher  Punkt)  der 
Ourve  (Fig.  121.,  a.).  Der 
erzeugende  Punkt  gelangt  im 
Allgemeinen  das  erstemal  zum 
Doppelpunkt  von  einem  andern 
Nachbarpunkte  aus  als  das 
zweitemal,  d.  h.  die  Curve 
besitzt  im  Doppelpunkt 
zwei  verschiedene  Tan- 
genten. 


Fig.  l! 


eugung  der  Curven  als  Ort  und 
igelmässige  iSingularitäten 

Die  erzeugende  Gerade  kann 
zweimal  (oder  auch  mehrmals) 
mit  derselben  Geraden  der 
Ebene  zusammen  fallen  und 
diese  heisst  dann  eine  Dop- 
pel- (vielfache)  Tangente 
der  Curve  (Fig.  121., b.).  Die 
erzeugende  Gerade  gelangt  im 
Allgemeinen  daserstenml  zur 
Doppeltangente  von  einer  .an- 
dern Nachbargeraden  aus  als 
daszweitem.al, d.h. die  Curve 
besitztin  derDoppeltan- 
gente  zwei  verschiedene 
Berührungspunkte. 


Wenn  aber  der  zweite  Durch- 
gang unmittelbar  nach  dem 
ersten  stattfindet,  und  der 
Punkt,  von  welchem  aus  der 
beschreibende  Punkt  zum  Dop- 
pelpunkt gelangt,  der  nämliche 
ist,  wie  der,  zu  dem  hin  er 
von  ihm  aus  geht,  so  nennt 
man  diesen  Punkt  insbeson- 
dere einen  Ilück  kehr-,  Cus- 
pidal-  oder  stationären 
Punkt  (Fig.  121.,  b.  d.). 


U'eim  aber  das  zweite  Zu- 
sammenfällen unmittelbar  nacli 
dem  ersten  stattfindet,  und  die 
Gerade,  von  welcher  aus  die 
beschreibende  G erade  zur  Dop- 
peltangente gelangt,  die  näm- 
liche ist,  wie  die,  zu  der  hin 
sie  von  ihr  aus  geht,  so  nennt 
mau  diese  T.angente  insbeson- 
dere eine  Wende-,  Inflc- 
xions-  oder  stationäre 
Tangente  (Fig.  121.,  c.). 
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Die  letztere  Benennnng  beniht  auf  folgender  Anschauung; 

L)cr  erzeugende  Punkt  Die  erzeugende  Gerade  dreht 
schreitet  mit  einer  gewissen  sich  mit  einer  gewissen  ver- 
vcränderlichen  Geschwindig-  änderlichen  Geschwindigkeit, 
keit  in  der  Tangente  fort,  in-  indess  der  Berührungspunkt  in 
dess  diese  gleichförmig  ihre  ihr  gleichförmig  fortschreitet, 
Bichtung  ändert,  von  einer  von  einer  ihrer  Lagen  zur  näch- 
seiner  Lagen  zur  nächsten  un-  sten  unendlich  wenig.  Wird 
endlich  wenig.  Wird  die  Ge-  die  Geschwindigkeit  ihrer 
sehwindigkeit  seines  Fort-  Drehung  in  irgend  einem  Mo- 
schrcitens  in  irgend  einem  Mo-  mente  Null  und  ändert  sic  dann 
mente  Null  und  ändert  er  dann  den  Sinn  der  Drehung,  so  ist 
den  Sinn  der  Bewegung  in  die  entsprechende  Tangente 
der  Tangente,  so  ist  der  ent-  eine  stationäre  Tangente  und 
sprechende  Punkt  ein  statio-  der  entsprechende  Berührungs- 
närcr  Punkt  und  die  entspre-  punkt  der  zugehörige  Wende- 
chende  Tsrngente  die  zuge-  punkt. 
hörige  Rückkehrtangente. 

Wenn  das  Bewegungsgesetz  des  Punktes  respective  der 
Tangente  algebraisch,  d.  i.  durch  eine  Gleichung  von  be- 
stimmtem Grade  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes  oder 
der  Tangente  ausdrückbar  ist  (algebraische  Curven),  so  ist 
die  Zahl  der  Punkte,  die  sie  mit  einer  Geraden  ihrer  Ebene, 
respective  die  Zahl  der  Tangenten,  die  sie  mit  einem  Punkte 
ihrer  Ebene  gemein  haben  kann,  begrenzt,  oder  wenn  man 
nicht  nur  die  reellen  sondern  auch  die  nicht  reellen  Losungen 
ihrer  und  der  bezüglichen  linearen  Gleichung  zählt,  bestimmt, 
nämlich  dem  Grade  der  Gleichung  in  Punkt-  oder  Linien- 
(Joordinaten  gleich;  man  nennt  diese  Zahl  die  Ordnung  ft, 
respective  die  Classe  e der  Curve.  *) 

•)  Zugleich  bestehen  zwischen  den  Ziihlen  ft,  v und  den  Anzahlen 
der  Doppelpunkte  d,  der  Doppeltangenten  t,  der  Itückkcbrpnnktc  x,  der 
Iiillexionstangenten  i,  Uelationen,  die  man  nach  ihrem  Entdecker  die 
Plückcr’schen  Formeln  nennt;  wir  geben  sie  in  der  sieh  leicht  einprä- 
genden  Form 

V = fi(ft  — 1)  — 2J  — 3x,  ft  = v(»  — 1)  — 2 t — 3i,  t — X — ;t(i'  — ft). 
Höchst  wichtig  hat  sich  neueren  Untersuchungen  die  Zahl 

, = _ d - X = (*’  - - r - , 
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Diese  anfilytischc  Betrachtungsweise  (vergl.  Abschnitt  E) 
unten)  fUlirt  dann  auch  aut'  die  Existenz  von  isolierten 
Punkten,  d.  i.  von  Doppelpunkten,  durch  die  nur  nicht 
reelle  Curvenäste  und  daher  nicht  reelle  Tangenten  gehen; 
etc.  Wir  werden  der  geometrischen  Entstehung  solcher  Ele- 
mente bei  der  Betrachtung  der  Flächen  begegnen. 

Der  Kreis,  welchen  ein  Punkt  der  Curve  mit  dem  vor- 
hergehenden und  dem  nächstfolgenden  Nachbarpnnkte  der- 
selben bestimmt,  heisst  der  Krümmungskreis  der  Curve 
für  diesen  Punkt  (§  3G.).  Er  geht  für  die  Infloxions- 
stellen  der  Curve  in  die  entsprechende  InHcxionstangentc  selbst, 
als  einen  Kreis  mit  unendlich  grossem  Halbmesser,  für  jeden 
Kückkehrpunkt  in  diesen  selbst  als  einen  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  Null  über. 

1)  'Wenn  das  geometrische  Gesetz  einer  Curve  nicht  be- 
kannt und  keine  Construction  ihrer  Tangente  anzu- 
geben ist,  aber  die  Curve  gezeichnet  vorlicgt,  so  soll 
man  a)  für  eine  gegebene  Tangente  den  Berührpunkt, 
b)  für  einen  gegebenen  Punkt  der  Curve  die  Tan- 
gente, c)  für  einen  solchen  Punkt  den  Krümmungs- 
kreis bestimmen,  d)  die  Normale  zur  Curve  von  einem 
gegebenen  l’unkte  ausser  ihr  construicren. 

a)  Man  ziehe  (Fig.  122.)  zur  Tangente  pa- 
rallel und  ihr  sehr  nahe  Secanten,  lege  durch  die 

Enden  J,  B von  jeder  der- 
selben Parallelen  von  ent- 
gegengesetztem Sinn,  die 
man  ihr  selbst  (oder  einem 
bestimmten  Theilc  von  ihr) 
gleich  macht;  die  durch  die 
so  erhaltenen  Endpunkte  be- 
stimmte Curve  muss  durch 
den  Berührungspunkt  P gehen. 

b)  Man  beschreibe  (Fig.  123.)  aus  dem  Punkte 
T als  Centrum  einen  Kreis  A'  und  ziehe  durch  ihn 


Fig.  läJi. 


erwiesen,  nach  welcher  man  die  Curvcii  in  Geschlechter  thellt  — nach 
den  Abel'schcn  Integralen,  welche  ihnen  entsprechen.  Allo  diese  For- 
meln können  hier  nur  erläutert,  aber  nicht  entwickelt  werden. 
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Gerade,  welche  in  der  Nähe  die  Curve  zum  zweiten- 
inale  schneiden  und  zwar  auf  der  einen  Seite  nach 
A,  B,  •••,  auf  der  andern  nach  B*,  markiere 
aber  überdiess  ihre  Schnitte  A,,  ß|,  •••  mit  dem  Kreise 
A';  man  trage  dann  die  Langen  TA,  TB,  ■ • • von  A^  ,/?,,••• 


Fig.  Iä3. 


auf  die  Geraden  nach  P hin  und  ebenso  TA*,  TB*,--- 
von  Ay,  /?!,•••  auf  die  entsprechenden  Geraden  von 
T weg  auf  und  verbinde  die  Endpunkte  An,---\  A.,*--- 
dureh  eine  Curve;  dieselbe  schneidet  den  Kreis  A'  in 
einem  Punkte  der  Tangente  von  T. 

c)  Man  zeichne  (Fig.  124.)  die  Normale  der 
Curve  in  T als  rechtwinklig  zur  bezüglichen  Tangente ; 
lege  dann  von  T caus  Sehnen  der  Curve  nach  A,  B,--- 
cincrscits  und  A*,  B*,---  anderseits,  verlängere  ihre 


Fig.  I!t. 
T 


a:- 


/ 

k' \ 


senkrechten  Halbierungslinien  bis  zur  Normale  und 
trage  auf  dort  zur  Normale  errichtete  Perpendikel  die 
Längen  TA^,  •••;  TA*,  - --  zur  einen  und  zur  andern 
Seite  auf ; die  Curve  der  so  erhaltenen  Punkte  schnei- 
det die  Normale  im  Krümmungsmittelpunktc. 
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d)  Die  Normale  von  einem  Punkte  P ausserhalb 
kann  (Uirch  ihren  Fiisspunkt  A’  in  der  Curve  ermittelt 
werden  (Fig.  125.),  indem  man  denselben  als  der  Curve 
mit  einer  andern  Curve  i'cmein- 
f sani  cliaractensicrt,  welche 

;i  durch  die  Fusspunkte  der  Nor- 

\i  malen  von  P auf  die  Tangenten 

^ von  jener  hindurchgeht.  Sie 

sind  lierührungspunkte  von 
beiden.  Als  Schnittpunkte  er- 
hält man  sie,  wenn  man  die 
Abstände  von  Berührungs- 
punkt und  Normalenfusspunkt 
in  der  Tangente  je  nach  ihrem  Sinne  in  der  Norjuale 
von  P zur  Tangente  vom  Fusspunkt  in  der  Letztem 
aus  abträgt.  Diese  Curve  geht  auch  durch  P. 

2)  Der  Krümmungskreis  durchsetzt  die  Curve  in  seinem 
Berührungspunkte;  die  Wendetangente  zeigt  damit 
den  Character  des  Krümmungskreiscs. 

3)  Eine  Curve  dritter  Ordnung  kann  nicht  mehr  als  einen 

Doppelpunkt  oder  einen  Kückkehrpunkt  haben;  sie 
ist  dann  von  der  vierten  respective  dritten  Classc; 
sic  lässt  keine  Doppeltangente  zu,  weil  diese  vier 
Punkte  mit  ihr  gemein  hätte;  also  ist  im  ersten  Falle 
die  Zahl  der  InHexionstangenton  i = 3,  im  letzten 
» = l.  ^ Denn  j>  = tl  — 26  — 3x,  3 = v(v  — 1)  — 3(, 
t — X = ‘dv  — 9 geben 

a)  für  ö=l,  x = 0,  i;  = 4,  t = 3; 

b)  für  t5  = 0 , X = 1 , r = 3 , ( = 1 . 

Dazu  tritt  c)  für  6 — 0,  x i»  = (j,  t = ;i. 

4;  Eine  Curve  der  Ordnung  fi  hat  im  Allgemeinen  g 
unendlich  ferne  Punkte  und  demgemäss  g nach  diesen 
hingehende  unendliche  Aeste,  dazu  auch  g Asymptoten 
als  die  zugehörigen  Tangenten;  dieselben  können  in 
Paaren  nicht  reell  sein. 

5’)  Jeder  Berührung  der  Curve  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  ihrer  Ebene  entspricht  ein  jiarabolischer  Ast 
derselben. 
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6)  Jede  Projcction  einer  ebenen  Curvc  ist  eine  Curve 
derselben  Ordnung  und  Cbisse  und  mit  denselben 
Singularitäten,  wie  sie  selbst;  die  l’rojection  eines 
Doppelpunktes  ist  ein  Doppelpunkt  der  Projcction,  ctc. 
Für  jede  Parallelprojection  sind  auch  die  Projectionen 
der  Asymptoten  die  Asymptoten  der  Projcction.  Wie 
gestaltet  sich  diess  für  eine  centrale  ProjectionV  (Vergl. 

! 

63.  Fassen  wir  eine  nicht  ebene  Curvc  (gewundene, 
doppelt  gekrümmte  Curve,  Kaumeurve)  zunächst  als 
den  Ort  eines  bewegten  Punktes  P auf,  so  liefern  die  geraden 
Verbindungslinien  der  aufeinander  folgenden  unendlich  nahe 
benachbarten  Lagen  P^,  P^,  P^,  ■■■  desselben,  d.  h.  die  Ge- 
raden PiP-i,  P3P3)  die  Tangenten  der  Curvc  in 

P, , Pj,  P3,  •••  (Fig.  126.)  und  die  Verbindungsebene  von  je 
zwei  aufeinander  folgenden  Tangenten  P|/j,  P-iPi'i 
PiPi't  oder  von  je  drei  auf  einander  folgenden  Punkten 


Fig.  126. 


P,  P,P,,  PjPjPi,  •••  die  Sehmiegungsebenen  oder  Oscu- 
lat ionsebenen  der  Curve.  Die  zwischen  den  bezüglichen 
Nachbartangenten  in  diesen  Ebenen  gelegenen  Flächenstreifen 
unendlich  kleiner  Winkel  (Contingcnzwinkel)  bilden  eine 
Fläche,  die  man  die  dcveloppable  Fläche  der  Curve 
nennt  (Tangentenfläche  derselben);  doveloppabel,  weil 
sie  offenbar  durch  succcssive  Ueberführung  jedes  dieser  Strei- 
fen in  die  Ebene  des  folgenden  und  mit  diesem  in  die  des 
dritten,  vierten,  ctc.  ohne  Trennung  des  Zusammenhangs  und 
ebenso  ohne  Faltung  in  eine  Ebene  übergeführt  werden  kann. 
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Kine  Biegung  oder  Transi’ornmtion  in  andere  developpable 
Flächen  ist  auf  demselben  Wege  möglich  oder  kann  indircct 
durch  die  Entwickelung  in  die  Ebene  und  Hückbiegung  ver- 
mittelt werden. 

Die  Tangenten  der  Haumeurve  werden  als  erzeugende 
Gerade  und  die  Sehmiegungsebenen  derselben  als  Tangen- 
tialebenen der  developpabeln  Fläche  benannt;  und 
die  letztere  Benennung  hat  ihren  Grund  darin,  dass  jede  Ge- 
rade in  einer  solchen  Sehmiegungsebenc  zwei  unendlich  nahe 
Nachbarpunkte  mit  der  Fläche  gemein  hat,  d.  h.  als  Tangente 
derselben  zu  betrachten  ist.  Die  Tangenten  der  developpa- 
beln Fläche  in  allen  Punkten  einer  Erzeugenden  bilden  die 
zugehörige  Schmiegungsebene  der  Katimcurve,  dieselbe  be- 
rührt die  developpable  Fläche  in  allen  Punkten 
dieser  Erzeugenden. 

Sonach  erzeugt  die  Bewegung  eines  Punktes,  bei 
welcher  derselbe  aus  jeder  seiner  Lagen  in  eine  einzige  be- 
stimmte nächstfolgende,  d.  i.  von  ihr  unendlich  wenig  ab- 
weichende Lage  übergeht,  die  Raumeurve  als  Ort,  die  Bewe- 
gung einer  Ebene,  die  aus  jeder  ihrer  Lagen  in  eine  be- 
stimmte einzige  nächstfolgende  Läge  übergeht,  die  developpable 
Fläche  als  Envcloppc;  im  ersten  Falle  geben  die  Verbindungs- 
geraden benachbarter  Punkte,  im  letztem  Falle  die  Durch- 
schnittsgeraden benachbarter  Ebenen  die  Tangenten  der  Curve 
und  die  Erzeugenden  der  developpabeln  Fläche.  Die  Curve 
hat  die  Verbindungsebenen  von  je  drei  Nachbarpunkten  zu 
Sehmiegungsebenen  und  die  Durehschnittspunkte  von  je  drei 
Naehbarebenen  zu  Punkten. 

Denken  wir  die  Sehmiegungsebene  in  einer  Anfangslage 
mit  der  zugehörigen  Tangente  und  dem  entsprechenden  Punkte 
der  Curve,  so  entspricht  der  Drehung  dieser  Ebene  die  Drehung 
der  Tangente  in  ihr  und  das  Fortrücken  des  Punktes  in  die- 
ser und  umgekehrt  der  Bewegung  des  letztem  die  Bewegungen 
der  ersteren.  Bleibt  bei  der  Bewegung  des  Punktes  derselbe 
einen  Moment  in  Ruhe,  so  dass  zwei  folgende  Punkto  sich 
decken,  also  drei  folgende  Tangenten  und  vier  folgende  Schmic- 
gungsebenen  durch  einen  Punkt  gehen,  so  nennt  man  solchen 
Punkt  einen  stationären  Punkt.  Und  wenn  bei  der  Be- 
wegung der  Ebene  dieselbe  einen  Moment  stillsteht,  so  dass 
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zwei  auf  einander  folgende  Schmiegungsebenen  sieh  decken, 
also  drei  folgende  Tangenten  und  vier  folgende  Punkto  in 
einer  Ebene  liegen,  so  nennt  man  diese  Ebene  eine  stationäre 
Ebene.  Diese  Anschauungen  werden  sich  an  den  Beispielen 
weiter  erläutern.  Doppelpunkte,  etc.  erscheinen  nicht  als 
regelmässige  Singularitäten  der  Kaumeurven  aus  sehr  ein- 
fachem Grunde.  Aber  wir  können  von' der  Darstellung  eines 
Doppelpunktes  und  einer  Doppoltangontialebene  aus  die  An- 
schauung eines  stationären  Punktes  und  einer  stationären 
Ebene  verdeutlichen.  Gehen  durch  den  Doppelpunkt  P die 
zwei  Zw’eige  der  Curve  mit  den  Nachbarpunkten  P.^,  P^  der 
eine  und  P./*,  P,*  der  andere,  so  sind  /^P,  P-*P  die  Tan- 
genten und  P,  PjP,  P^*P./^P  die  Schmiegungsebenen  für  den- 
selben. Dora  Zusammenfällen  der  Tangenten  P.^P,  P.^  P ent- 
spricht der  stationäre  Punkt. 

Die  Doppeltangentialebone  wird  ebenso  zur  stationären 
Ebene,  wenn  die  beiden  Erzeugenden,  längs  deren  sie  be- 
rührt, zu  Nachbarn  in  der  developpabeln  Fläche  worden. 

Behalten  wir  den  Begriff  des  Krümmungskroisos  bei,  wie 
er  für  ebene  Curven  festgesetzt  ist,  so  fügen  wir  doch  hier 
naturgemäss  den  weitern  Begriff  einer  Schmiegungskugol 
hinzu,  d.  h.  der  Kugel  durch  vier  auf  einander  folgende  un- 
endlich nahe  Punkte  der  Curve.  Für  die  stationären  Elemente 
wird  sie  zum  Punkt,  respective  zur  Ebene. 

Zu  eingehenderer  Betrachtung  der  Kaumeurven  soll  uns 
ihr  Auftreten  in  bestimmten  Fällen  führen. 

1)  Soll  eine  Fläche  devoloppabel  sein,  so  muss  sie  durch 
die  Bewegung  einer  Geraden  entstehen  können,  welche 
in  jeder  ihrer  Lagen  von  der  nächstfolgenden  L.agc 
geschnitten  wird;  am  einfachsten  wird  dieser  Bedin- 
gung genügt,  wenn  die  erzeugende  Gerade  sich  um 
einen  festen  Punkt  dr<dit. 

2)  Die  developpable  Fläche  einer  ebenen  Curve  ist  ihre 
Ebene  selbst. 

3)  Der  Kreis  der  Schmiegungskugel,  welcher  in  der  zu- 
gehörigen Schiniegungsebeno  liegt,  ist  der  entspre- 
chende Krümmungskreis  der  Curve. 

4)  Die  Krümmungsradien  einer  gewundenen  Curve  än- 
dern sich  bei  der  Entwickelung  derselben  mit  ihrer 
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(levelopjiablcn  Fläche  nicht.  Den  stationären  Elemen- 
ten derselben  entsprechen  immer  wieder  stationäre 
Elemente  der  Transformierten. 

5)  Die  Projection  der  Tangente  einer  Raumenrve  ist  die 
Tangente  ihrer  Projection  in  der  gleichnamigen  Pro- 
jection ihres  Berührungspunktes. 

(i)  Projiciert  man  central  oder  parallel  eine  Raumenrve 
auf  die  Schmiegungsehene  eines  ihrer  Punkte  P,  so 
hat  diese  Projection  für  den  Punkt  P denselben  Kriim- 
mungskreis  wie  die  gegebene  Cnrve. 

7)  Die  Schmiegungsehene  der  Raumeurvc  ist  die  Tan- 
gentialebene der  developpabeln  Fläche  längs  der  zu- 
gehörigen Tangente  der  Cnrve;  die  dem  Punkte  P 
der  Curve  entsprechende  enthält  also  die  Tangente  / 
der  Curve  in  P und  die  Tangente  derjenigen  Curve 
im  Durchstosspunkt  S,-  von  t,  welche  die  gleichnamigen 
Durchstosspunkte  der  Tangenten  der  Raumeurve  in 
den  vor  P und  nach  P folgenden  Punkten  enthält. 

64.  Die  einfachste  Art  eine  developpable  Fläche  hervor- 
zubringen, besteht  nach  dem  Vorigen  darin , dass  man  eine 
gerade  Linie  sich  um  einen  festen  Punkt  drehen 
und  zugleich  längs  einer  festen  Curve  gleiten  lässt. 
Solche  Flächen  nennt  man  Kegel  flächen,  der  feste  Punkt 
wird  als  Spitze  oder  Mittelpunkt,  die  feste  Curve  als 
Leitcurve,  die  Gerade  als  Erzeugende,  insbesondere 
auch  in  jeder  ihrer  Lagen  als  eine  Kegelseite  bezeichnet. 
Ira  Falle,  dass  der  feste  Punkt  unendlich  fern  liegt,  heisst 
die  Fläche  eine  Cylind  crfläch  e;  er  ist  die  Richtung  ihrer 
Erzeugenden.  Denkt  mfvn  die  Tangenten  der  Leitcurve  mit 
der  Spitze  durch  Ebenen  verbunden,  so  umhüllen  diese  die 
nämliche  KegelÜäche ; jede  von  ihnen  ist  die  Tangentialebene 
derselben  längs  der  Erzeugenden,  welche  den  Berührungs- 
punkt der  Tangente  in  der  Leitcurve  mit  der  Spitze  ver- 
bindet. 

Die  Kegcltlächc  ist  wesentlich  unbegrenzt  diesseits  und 
jenseits  der  Spitze  man  kann  sie  als  aus  zwei  Hälften 
aus  den  beiden  einfachen  Kegelflächcn  auf  der  einen  und  der 
andern  Seite  der  Spitze  zusammengesetzt  denken. 

Die  Leitcurve  kann  als  ebene  Curve  vorausge- 


Digilized  by  Google 


Cnrven  nnJ  Flächen. 


205 


setzt  werden,  da  ein  ebener  Sclmitt,  der  die  Spitze  nicht 
enthiilt,  mit  der  Erzeugenden  in  jeder  Lage  einen  und  nur 
einen  Punkt  gemein  hat.  (Für  die  Fortsetzung  der  Betrach- 
tung über  die  gewundenen  Leitciirvcn  vgl.  namentlich  i?.  78.  f.) 
Wir  nehmen  an,  die  Kegelfläche  sei  durch  eine  ebene  Leit- 
curve  L und  die  Spitze  M,  die  CylinderHiiche  durch  eine 
ebene  Lcitcurve  und  die  Kichtung  der  Erzeugenden  bestiimnt. 
Insbesondere  wird  in  Centralprojection  die  Lcitcurve  durch 
ihr  Bild  L’  und  ihre  Ebene 
si/  und  die  Spitze  durch 
ihr  Bild  .V'  und  eine  sie  ent- 
haltende Gerade  S Q‘  gege- 
ben sein ; in  Parallelprojec- 
tion  wirddieLeitcurvedurch 
zwei  Spuren  s, , s.^  ihrer 
Ebene  und  z.  B.  ihre  erste 
Projection  L'  — oder  ihr 
axonometrisches  Bild , etc. 

— die  Spitze  al^er  durch 
ihreProjcctioneniW',  M",  etc. 
gegeben  sein;  die  Abwei- 
chungen für  die  Cylinder- 
Häclien  sind  evident.  Dann 
kann  jede  Erzeugende 
e der  Fläche,  jeder  Punkt 
/'un<l  die  entsprechende 
Tangentialebene  T der  Fläche  projiciert  werden. 

a)  Ist  e das  Bild  der  Erzeugenden  (Fig.  127.),  so 
repräsentiert  diess  Bild  bcispielsweis  zwei  Erzeugende 
r, , e.j,  die  die  Lcitcurve  L in  den  in  Ä , /?' respcctive 
abgcbildeten  Punkten  treffen  und  durch  .W,  A,  respec- 
tive  .W,  B bestimmt  sind;  S,,  S.^  sind  ihre  Durchstoss- 
punkte,  ß./  die  entsprechenden  Fluchtpunkte. 

Ist  in  Fig.  128.  f,j'  die  erste  Projection,  so  schnei- 
det die  Erzeugende  die  Lcitcurve  entweder  in  A oder 
in  B,  deren  erste  Projectionen  die  Schnitte  von  e mit 
I'  sind,  so  dass  ihre  zweiten  Projectionen  und  damit 
r,'',  e-l'  sich  ergeben;  wäre  dagegen  c"  ihre  zweite 
Projection,  so  schneidet  sie  L in  den  beiden  Punkten 


Fig.  m. 


ft 


Digilized  by  Google 


20G 


Zweiter  Tlieil. 


A und  C,  welche  derjenigen  Geraden  der  Ebene  von 
L angeliören,  die  mit  e^  dieselbe  zweite  Projection  hat, 
und  damit  sind  ihre  ersten  Projectionen  bestimmt. 

b)  Ist  das  Bild  eines  Punktes  P der  KegelHäche  in 
(lentralprojection  oder  eine  seiner  Parallelprojectionen, 
z.  B.  P'  gegeben,  so  bestimmt  man  diesen  Punkt  mit- 
telst der  Erzeugenden  MP,  von  welcher  respective 
ihr  Bild  oder  die  eine  ihrer  Parallelprojectionen  be- 
kannt ist,  nach  dem  Vorigen. 

c)  Man  bestimmt  damit  auch  die  Schnittpunkte 
einer  geraden  Linie  g mit  der  Kegelfläche 

M,L  \ denn  durch  jeden  der- 
selben geht  eine  Erzeugende 
c,  der  Fläche  und  alle  diese 
Erzeugenden  müssen  sowohl 
M enthalten  als  g schneiden, 
also  in  der  durch  M und  g 
bestimmten  Ebene  liegen. 
Wenn  die^eEbcnc  die  Ebene 
der  Leitcurve  L in  einer  Ge- 
raden l schneidet  (Fig.  128.), 
soliogen  in  dieser  die  Punkte 
der  Leitcurve,  nach  welchen 
jene  Erzeugenden  c,  hin- 
gehen und  diese  Letzteren 
sind  somit  bestimmt.  Sie 
liefern  durch  ihren  Schnitt 
mit  g die  Punkte  Die 
Figur  zeigt  Pj,  P.^  als  Schnittpunkte  der  KegelHäche 
M,  L mit  der  Geraden  g. 

d)  Die  Tangentialebene  der  Kegel  fläche  im 
Punkte  P und  in  allen  Punkten  der  Erzeugenden 
MP  ist  bestimmt  durch  diese  Erzeugende  MP  oder»* 
selbst  und  die  Tangente  / der  CurvePin  dem  Punkte 
A,  welchen  MP  mit  dieser  Curve  gemein  hat. 

e)  Die  Coustruction  der  Tangentialebenen  der  Ke- 
gelfläche  durch  einen  beliebigen  Punkt  T 
des  Kaumes  oder  parallel  einer  gegebenen  Geraden^ 
ergiebt  sich  daraus;  da  sie  die  Gerade  aus  der  Spitze  M 
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nacli  dem  Punkte  T (Fig.  129.,  a.u.b.)  oder  in  der  Kicli- 
tung  von  g enthalten  müssen,  so  verlängert  man  diese 
bis  zum  Schnittpunkt  D mit  der  Ebene  der  Leitcurve 
L und  zielit  von  D aus  an  L die  möglichen  Tangenten 
»I,  Jede  derselben  bestimmt  mit  J/yoder  MI) 


Fig.  129. 

« b. 


zusammen  eine  der  Aufgabe  entsprechende  Tangen- 
tialebene. 

f)  Denkt  man  auf  der  Kegelfläche  eine  Heihe  von 

Punkten  welche  eine  Curve  (!  bilden, 

sämmtlich  durch  die  eine  ihrer  Projectionen  — die 
somit  die  eine  Projcction  von  C bilden  — gegeben, 
so  kann  man  diese  Punkte  und  damit  die  Curve  C 
als  dadurch  bestimmt  anschn  und  insbesondere  ihre 
anderen  Projectionen  ermitteln.  Jede  Raumeurve 
wird  durch  ihr  Bild  oder  ihre  Projection 
und  ihre  Lage  auf  einer  gegebenen  Kegel- 
oder Cylindcrfläche  bestimmt. 

g)  Einen  besondern  Eall  dieser  Art  bilden  die  in  den 
l’rojoctionsebenen  gelegenen  Leitcurven,  die  man  als 
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die  erste,  zweite,  dritte  Spur  der  Fläciie  im 
Falle  der  Parallelprojection  bezeichnet.  Man  be- 
stimmt durch  die  Bemerkung,  dass  für  jede  dersel- 
ben zwei  ihrer  Projectionen  in  die  ihrer  Ebene  an- 
gehörigen  Axc  fallen,  — die  letzte  mit  der  Spur 
selbst  identische  Projection  derselben;  also  z.  B.  die 
erste  Spur  S,  aus  der  Bemerkung,  dass  ihre  zweite 
Projection  in  der  Axe  x liegt,  indem  man  zu  den 
Punkten  dieser  Axe  als  zu  zweiten  Projectionen  von 
Punkten  der  KcgelHiiche  die  ersten  Projectionen  sucht. 
Die  zwcckmässigstc  Methode  dafür  siehe  in  § G6. ; 
vergl.  Fig.  135.  in  § 06.;  1. 

Die  Spuren  bieten  die  zur  Bestimmung  der  Kegel  und 
Glicder-Flächen  bequemsten  Leitcurven  dar,  weil  jede  der- 
selben durch  die  eine  mit  ihr  selbst  zusamraenfallende  Pro- 
jection gegeben  ist  (vergl.  § 51.),  da  ihre  andern  Projectio- 
nen in  die  anliegenden  Axen  fallen.  Durch  Transformation 
kann  jede  ebene  Leitcurve  zu  einer  Spur  der  Fläche  gemacht 
werden  (vergl.  § 59.). 

1)  Die  Spuren  einer  KegelHnche  sind  die  Oerter  der 
gleichnamigen  Durchstosspunkte  der  Erzeugenden 
und  zugleich  die  Enveloppen  der  gleichnamigen  Spu- 
ren der  Tangentialebenen  der  Fläche ; im  Falle  der 
Centralprojection  definiert  sich  ebenso  die  Spur  der 
Fläche  in  der  Bildebene. 

2)  Der  Ort  der  Fluchtpunkte  der  Erzeugenden  und  zti- 
gleich  die  Enveloppe  der  Fluchtlinien  der  Tangential- 
ebenen der  Kegelflächc  ist  die  Fluehtcurve  derselben. 
Weil  alle  Erzeugenden  und  alle  Tangentialebenen 
durch  den  festen  Punkt  ß/,  die  Spitze,  gehen,  (§  0.; 
5.  und  § 7.)  so  sind  Spur-  und  Flucht-Curve  desselben 
Kegels  in  einer  Centralprojection  einander  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  (Fig.  1.30.),  für  das  Bild  der 
Spitze  als  Aehnlichkeitspunkt.  (§21.,  c.)  Die  Be- 
stimmung der  Kegelflächen  entspricht  der 
Bestimmung  entsprechender  Curven  in  ähn- 
lichen Systemen  von  ähnlicher  Lago  aus  der 
einen,  dem  Centrum  und  dem  einen  Paar  ent- 
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sprechender  Punkte,  nebst  ihren  Special- 
fällcn. 

3)  Man  verzeichne  die  Centralprojection  durch  Spur, 
Fluchtcurve  und  Spitze  ’a)  für  einen  Kegel,  dessen 
Spitze  in  der  Bildebene  liegt  — man  unterscheidet 
dabei,  ob  die  Spur  aus  reellen  Geraden  oder  nur  der 
Spitze  besteht;  b)  für  einen  Kegel,  dessen  Spitze  in 
der  zweiten  Parallelebene  enthalten  ist;  c)  für  einen, 
dessen  Spitze  in  der  Verschwindungsebene  liegt; 
d)  für  einen  Cylinder;  e)  für  einen  Kegel,  dessen 
Spitze  zwischen  Bildebene  und  Verschwindungsebene 
oder  fj  vor  der  Verschwindungsebene  gelegen  ist. 


Kig.  ISO. 


4)  Wenn  man  die  ersten  und  zweiten  Projectionen  der 
Erzeugenden  einer  Kogelflächc  bis  zum  jedesmaligen 
Durchschnittspunkt  verlängert,  so  erhält  man  (§  5.3.) 
als  die  Aufeinanderfolge  dieser  Punkte  die  vereinigte 
erste  und  zweite  Projection  der  Curve,  welche  diese 
Kegelfläche  mit  der  Halbierungsebene  gemein  hat. 
Diese  Curve  oder  die  analoge  L.’  in  H-  für  die 
zweite  und  dritte  Projection  kann  als  Leitcurve  gleich- 
falls mit  Vortheil  verwendet  werden. . 

5)  Man  bestimme  die  Durchschnittspunkte  /t, , D.^,  • • • einer 
Geraden  g oder  SQ’  mit  der  durch  Spitze  und  Spur 
gegebenen  Kegelfläche  in  Centralprojection  — indem 
man  die  Parallele  zu  g aus  der  Spitze  M construiert. 
Ebenso  für  die  Kegelfläche  M,  . (Vergl.  4.)  Man 
vergleiche  diese  Construction  mit  der  centralprojecti- 
vischen  Bestimmung  einer  Geraden  für  das  Centrum 
M und  die  Ebene  der  Leitcurve  als  Bildebene. 

Fiedler,  Daratcllcndo  Geometrie.  14 
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6;  Man  construiere  in  Orthogonalprojection  für  drei  recht- 
winklige Ebenen  diejenigen  Punkte  einer  durch  Spifze 
und  ebene  Leitcurve  gegebenen  Kegelfläche,  welclie 
drei  zusaininenfallende  Projectionen  haben.  (§  511.) 

7)  Man  verzeichne  die  Spuren  .f/  der  Tangentialebenen 
einer  durch  Spitze  M und  erste  Spur  S,  gegebenen 
Kegelfläclie  aus  dem  Punkte  T.  Dieselben  bilden  die 
der  Kegeltiäche  entsprechenden  Schlagschattengrenzen 
in  den  Projectionsebenen  für  Licht  aus  dem  Punkte 
T;  die  Herührungs- Erzeugenden  sind  die  Grenzen  des 
Selbstschattens.  (Eig.  131.) 


KIg.  131. 


8)  Ebenso  und  insbesondere  für  die  durch  die  Leitcurve 
Zx-  in  H.r'  und  die  Richtung  ihrer  Erzeugenden  ge- 
gebene Cylinderfläche  die  Spuren  der  Tangential- 
ebenen, welche  einer  Geraden  g parallel  sind. 

9)  Die  Grenzlagen  der  von  einer  Projcction  der  Spitze 
ausgehenden,  die  gleichnamige  Projection  der  Leit- 
eurve  treffenden  Geraden  bilden  die  Grenzen  oder 
Umrisse  der  Kegelfläche  in  der  betreffenden 
Projection.  In  dem  von  ihnen  ausgeschlossenen  Theil 
der  Projectionsebene  kann  kein  Punkt  der  Fläche 
seine  gleichnamige  Projection  haben.  Man  spricht 
in  diesem  Sinne  von  einem  ersten,  zweiten  etc.  Uni- 
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riss  der  KegelHiiclie,  ebenso  von  ihrem  Umriss  in 
Centralprojeotion. 

10)  Wenn  die  Leiteiirve  eine  geschlossene  Curve  ist,  so 
fallen  die  Umrisse  in  die  Tangenten,  welche  von  den 
Projcetioneii  der  Spitze  an  die  gleichnamigen  Pro- 
jectionen  der  Leiteiirve  gehen.  In  welchem  Falle  be- 
deckt eine  Projection  der  Kegcifläehc  die  ganze  Tafel? 

1 1)  Bei  geschlossener  Leiteiirve  sind  die  Umrisse  der 
Kegelfläche  in  Parallelprojection  die  Spuren  solcher 
Tangentialebenen  derselben,  welche  zugleich  projicie- 
rende  Ebenen  sind,  in  den  zu  ihnen  normalen  Pro- 
jectionsebenen;  sie  enthalten  also  die  Richtung  der 
zu  dieper  Projectionsebeue  noribalen  Geraden. 

Man  bestimmt  somit  die  zweiten  Umrisse  einer 
durch  die  erste  und  zweite  Projection  der  Spitze  M 
und  die  erste  Projection  einer  ebenen  Leiteiirve  L in 
der  durch  ihre  zwei  ersten  Spuren  s^,  s.^,  gegebenen 
Ebene  E bestimmten  Kcgelflilche  (Fig.  132.),  indem 


Fig.  132. 


man  den  Durchschuittspunkt  D der  zur  Axe  0 Y pa- 
rallelen Geraden  aus  M mit  der  Ebene  E bestimmt, 
von  seiner'  ersten  Projection  V an  L'  die  äussersten 
Tangenten  zieht  und  die  zweiten  durch  M"  ge- 

henden Projectioiien  derselben  h”,  t,”  aiigiebt;  diese 
sind  die  gesuchten  U^mrisse. 

12)  Wie  werden  die  Umrisse  gefunden,  wenn  die  Fläche 
durch  zwei  Projectionen  der  Spitze  M und  eine  Spur 
gegeben  ist  V 

14* 
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• 13)  Welche  Regel  ergiebt  sich  für  die  Verzeichnung  der 
Umrisse  in  Centralprojection?  Ist  dieselbe  davon  ab- 
hängig, ob  die  Bestimmung  durch  eine  ebene  Leit- 
curve  L oder  insbesondere  durch  eine  Spur  geschieht  ? 

14)  Man  soll  eine  Kcgelfläche  so  bestimmen,  dass  sie 
keinen  Umriss  hat  — a)  in  Centralprojection,  b)  in 
Parallelprojection  in  den  zwei  ersten  Projectionen. 

15)  Warum  muss  eine  Cylinderfläche  in  Parallelprojection 
im  Allgemeinen  Umrisse  haben  und  in  welchem  Falle 
findet  eine  Ausnahme  statt? 

16)  Man  discutiere  des  Näheren  die  Bestimmung  einer 
Raum-Curve  durch  zwei  orthogonale  Parallelprojectio- 
nen  derselben  oder  in  Centralprojection  durch  ihr 
Bild  und  eine  sie  enthaltende  Kegel-  oder  Cylinder- 
Fläche,  z.  B.  die  zur  Bildebene  normale;  man  zeige, 
wie  dadurch  ihre  Schnittpunkte  mit  einer  gegebenen 
Ebene  construiert  w'erden  können. 

65.  Irgend  zwei  ebene  Leitcurven  oder 

Querschnitte  des  nämlichen  Kegels  von  der  Spitze 
M (also  nicht  durch  die  Spitze)  sind  collineare 
ebene  Figuren  in  perspecti vischer  Lage;  jede  von 
ihnen  ist  das  perspectivischc  Bild  der  andern  aus  dem  Cen- 
trum der  Projection  M auf  ihre  Ebene;  die  Durchschnittslinicn 
der  Ebenen  von  und  ist  die  Collineationsaxe,  die  Schnitte 
der  zu  ihnen  parallelen  Ebenen  aus  M mit  der  jedesmaligen 
andern  sind  die  Gegenaxen  der  Systeme.  (Vergl.  §24.;  55.) 

Diese  Sätze  sind  der  unmittelbare  Ausdruck  des  Sach- 
verhalts im  Sinne  der  Centralprojection,  wobei  die  Kegelfläche 
als  projioierende  KegclHäche  (§  2.)  aller  ihrer  Leitcurven  er- 
scheint. 

Infolge  dessen  entspricht  jedem  Punkte  und  jeder  Tan- 
gente des  einen  Schnittes  ein  Punkt  und  eine  Tangente  jedes 
andern,  den  Punkten  auf  einer  Geraden  im  einen  die  Punkte 
der  entsprechenden  im  andern  etc.  Man  hat  damit  den  Satz: 
Alle  ebenen  die  Spitze  nicht  enthaltenden  Schnitte 
desselben  Kegels  sind  — insofern  sie  algebraisch  sind,  gilt 
diess  im  eigentlichen  Sinne,  man  sicht  aber,  dass  es  im  We- 
sentlichen auch  unabhängig  davon  Geltung  behält  — von 
derselben  Ordnung  und  Classe,  von  derselben  An- 
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zahl  von  Doppelpunkten  und  Dopp oltangcntcn,  von 
Rück kehrpun kten  und  Wcndctangent’en  rcspective; 
sie  sind  collineare  Curven.  {Fig.  133.)  Man  sagt  in  Folge 
dessen,  der  Kegel  sei  selbst  von  der  Ordnung  und 
Classe  seiner  ebenen  Leitcurve  und  benennt  die  Erzeu- 
genden desselben,  die  nach  den  Doppelpunkten  und  Riickkehr- 
punkten  derselben  gehen,  als  Doppel-  und  Riiekkehr- 
Erzeugende,  und  diejenigen  Tangentialebenen,  die  die  Dop- 
peltangenten und  Wendetangenten  der  Leitcurve  enthalten,  als 
Doppel-  und  Wendetangcntialebcnen  des  Kegels. 


Klg.  133. 


Nach  dem  Vorigen  wird  der  Kegel  von  einer  Geraden 
in  höchstens  so  viel  Punkten  geschnitten,  als  die  Ordnungs- 
zahl der  ebenen  Leitcurve  zählt,  und  hat  aus  einem  Punkte 
so  viel  Tangentialebenen,  als  die  Classenzahl  der  Leltsurve  sagt. 

Im  Falle  des  Cylinders  stehen  alle  ebenen 
Schnitte  desselben  in  der  geometrischen  Verwandt- 
schaft der  Affinität  mit  perspccti  visclicr  Lago,  die 
Schnittlinie  ihrer  Ebenen  ist  die  Af finitätsaxo 
(vergl.  §21.,.a.  und  §54.;  55.;  5.).  Die  vorigen  Resultate  gelten 
unverändert,  aber  es  kommt  das  Besondere  hinzu,  dass  der 
unendlich  fernen  Geraden  des  einen  Schnitts  nicht  eine  end- 
lich entfernte  Gerade  in  jedem  andern  Schnitt,  sondern  wie- 
der die  unendlich  ferne  Gerade  desselben  entspricht.  In 
Folge  dessen  haben  alle  diese  Schnitte  gleichvielc 
reelle  Acste  und  Asymptoten;  cs  sind  z.  B.  alle  ebenen 
Schnitte  eines  Cylinders  mit  kreisförmiger  Leitcurve  (eines 
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Kreiscylindcrs)  Kllipsen,  wäliroiul  die  ebenen  Schnitte  eines 
Krciskegels  riicksichtlich  der  unendlichen  Aeste  verschieden, 
nämlich  jo  nacli  l>age  der  Schnittebene  KIlipsen,  Parabeln 
oder  Hyperbeln  sind. 

1)  Eine  ebene  Curve  wird  von  einer  ihrer  Tangenten 
ausser  dem  Berührungspunkte  noch  geschnitten,  so- 
bald ihre  Ordnungszahl  grösser  ist,  als  zwei,  nämlich 
die  Curven  dritter  Ordnung  noch  einmal,  die  der 
vierten  noch  zweimal,  etc.  Die  Inflexionstangenten 
schneiden  die  Curven  dritter  Ordnung  nicht  weiter; 
etc.  Man  erläutere  das  analoge  Verhalten  der  Tan- 
gentialebenen der  Kegelflächen. 

2)  Kür  einen  Punkt  der  Curve  zählt  die  in  ihm  selbst 
berührende  Tangente  der  Curve  als  Vereinigung  von 
zwei  benachbarten  Tangenten  und  es  lassen  sich  somit 
von  ihm  noch  so  viel  andere  Tangenten  an  die  Curve 
ziehen,  als  die  um  zwei  verminderte  Classcnzahl  dersel- 
ben besagt;  also  für  die  0urve  dritter  Ordnung  vier, 
zwei  oder  eine,  je  nachdem  sie  von  der  sechsten,  vier- 
ten oder  dritten  Classe  ist.  (§  G2. ; 3.)  Man  erläutere  diess 
in  seiner  Bedeutung  für  die  Kcgelflächen  und  gebe  be- 
sonders das  Verhalten  der  Bückkehrkanten  dabei  an. 

3)  Da  die  Zahl  der  gemeinsamen  Punkte  von  zwei 
ebenen  Curven  der  respectiven  Ordnungen  gleich 
ft,  ist,  so  schneidet  der  Krümmungskreis  einer 
Curve  sie  ausser  dem  Berührungspunkte  in  noch 
(2  fl  — 3)  Punkten.  Man  erläutere  das  Verhalten  der 
InHexionstangente  der  Curv’c  dritter  Ordnung  als  das 
eines  Krümmungskreises  von  unendlich  grossem  Halb- 
messer. 

4)  Nach  dem  Gesetz  der  Dualität  (vgl.  §23.;  62.)  erklärt 
sich  aus  dem  4'origen  auch  das  Verhalten  des  Bück- 
kchrpunktes  einer  Curve  dritter  Ordnung  und  Classe. 

;'))  Im  Falle  des  Parallclismus  der  Ebenen  geht  die  cen- 
trische Cüllineation  in  Aehnlichkeit  bei  ähnlicher  La- 
ge, die  Affinität  in  Congruenz  über. 

6)  Die  Ergebnisse  der  Untersuchungen  in  den  §§  54. 
und  61.;  6.  zeigen,  dass  im  Falle  der  Affinität  die 
Congruenz  auch  bei  einer  nicht  parallelen  — man 
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sagt  antiparallcicn  — Lage  der  Schnittebene  möglich 
ist.  Findet  Analoges  statt  für  die  Aclinlichkeit  bei 
den  Schnitten  der  Kogel? 

*7)  AV^enn  die  Ccntralprojeetion  eines  Inflexionspunktes 
der  Curve  in  unendliche  Ferne  fällt,  so  wird  die  In- 
flexionstangentc  zur  Asymptote  mit  der  besondern 
Eigenthumlichkeit,  dass  die  beiden  ihr  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  zustrebenden  Curvenäste  auf  einer- 
lei Seite  von  ihr  liegen. 

8)  Jlan  erläutere  die  Verhältnisse  des  unendlich  fernen 
Doppel-  respective  Rückkehrpunktes. 

56.  Da  die  Beziehung  der  Collincation,  in  perspectivischer 
Lage  zwischen  ebenen  Systemen  durch  beliebige  centrale  oder 
parallele  Projection  derselben  nicht  gestört  wird,  so  sind  im 
Vorigen  die  Methoden  der  Construction  der  Bilder 
ebener  Schnitte  von  Kegel-  und  Cylindcrflächen 
enthalten;  in  der  That  führt  jede  andere  Betrachtungsweise 
darauf  zurück  und  findet  die  zweck  massigste  Form  ihrer 
Ausführung  in  den  Regeln  zur  Construction  cen- 
trisch collinearer  ebener  Systeme. 

Ist  L die  Leitcurve  in  der  Ebene  E,  M die  Spitze,  P die 
Schnittebene,  so  ist  die  Schnittcurve  perspectivisch  collinear 
zu  L für  iW  als  Centrum,  die  Schnittlinie  s von  E und  P als 
Axe  der  Collineation,  und  für  r,  die  Schnittlinie  von  E mit 
der  durch  M gehenden  Parallelebene  zu  P,  und  q,  die  Schnitt- 
linie von  P mit  der  durch  M gehenden  Parallelebenc  zu  E, 
als  Gegenaxen.  Die  gleichnamigen  Projectionen  von  L und 
von  der  Schnittcurve  sind  also  centrisch  collinear  für  die 
entsprechenden  Projectionen  von  M und  s als  Centrum  und 
Axe  der  Collincation  und  die  entsprechenden  Projectionen  von 
r und  q als  Gegenaxen. 

Ist  die  Ebene  der  Leitcurve  E eine  Projectionsebene,  der 
Kegel  also  durch  die  Spitze  und  eine  Spur  gegeben,  so  wird 
die  Collineationsaxe  s zur  gleichnamigen  Spur  der  Schnitt- 
ebene  und  r wird  zur  gleichnamigen  Spur  der  durch  M ge- 
henden Parallelen  zur  Schnittcbenc.  Zieht  man  in  diesem 
Falle  in  der  Ebene  der  Leitcurve  eine  beliebige  Gerade  jr, 
so  ist  dieselbe  die  gleichnamige  Spur  einer  durch  M ge- 
henden und  die  Kegclflächc  in  Erzeugenden  jV  . 
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schneidondcn  Ebene,  welche  die  Sclinittebene  in  einer  Geraden 
3,  schneidet,  auf  der  in  diesen  Erzeugenden  die  Punkto  y/, 
liegen,  welche  in  der  Schnittcurvc  den  Punkten  J,  B, — 
der  Leitcurve  entsprechen.  Diese  Gerade  muss  efstens 
durch  den  Punkt  S gehen,  welchen  mit  der  Schnittlinie 
der  Ebenen  E und  P,  d.h.  mit  der  Collincationsaxe  gemein  hat; 
sodann  auch  durch  den  Punkt  ()  von  y,  in  welchem  eine  durch 
M gehende  Parallele  zu  y,  als  in  der  Ebene  M q gelegen,  die 
Schnittebene  P schneidet;  und  sie  muss  endlich  parallel  der 
Geraden  M R sein,  welche  von  äl  nach  dem  Schnittpunkt  von 
(j  mit  der  durch  M gehenden  Parallelebene  zur  Schnittebene 
Mr  gezogen  wird.  (Vergl.  §64.;  5.)  Diese  Beziehungen,  als  in 
jeder  der  Parallelprojectionen  des  Ganzen  unverändert  gültig, 
bestimmen  aus  den  Projectionen  von  y^,J,B,---  die  gleich- 
namigen Projcctionen  von  y,,  //,,  Bf,---  Dreht  sich  dann  ij 
in  der  Ebene  der  Leitcurve  um  einen  festen  Punkt  P,  so 
droht  sich  y,  in  der  Ebene  der  Schnittcurve  um  den  entspre- 
chenden festen  Punkt  P, ; man  hat  die  Kegelfläche  und  die 
Schnittebene  mit  Hilfsebenen  eines  Büschels  geschnitten,  wel- 
ches die  Gerade  MP  zu  seiner  Scheitelkante  hat;  der  vollen 
Umdrehung  von  y um  P entspricht  die  volle  Umdrehung  von 
y,  um  Pf,  d.  h.  die  vollständige  Bestimmung  der  Schnittcurve. 

Lässt  man  speciell  g in  der  Ebene  der  Leitcurve  pa- 
rallel zu  sich  selbst  fortrücken,  so  bleibt  Q ungeändert  und 
die  entsprechenden  Geraden  y,  bestimmen  sich  durch  diese  und 
die  entsprechenden  S oder  R.  Man  hat  dann  die  Kcgelfläche 
und  die  Schnittebenc  durch  ein  Büschel  von  Hilfsebenen  ge- 
schnitten, dessen  Schoitclkante  eine  durch  M gehende  Parallele 
MQ  zur  Leitcurvenebenc  ist. 

Lässt  man  dagegen  g sich  um  einen  Punkt  R der  Gegen- 
axe  r drohen,  so  werden  die  y,  einander  parallel  — nämlich 
parallel  MR  — und  man  hat  die  Kcgelfläche  und  die  Schnitt- 
ebenc durch  ein  Büschel  von  Hilfsebenen  geschnitten,  welches 
eine  durch  M gehende  Parallele  zur  Schnittebene  MR  zur 
Scheilelkante  hat.  So  kommt  in  Form  der  Gesetze  der  Colli- 
neation  das  allgemeine  Princip  der  darstellenden  Geometrie 
für  die  Bestimmung  der  Durchschnitte  von  Flächen  zur  V^cr- 
wendung:  Die  gegebenen  Flächen  durch  ein  System  von 
Hilfsflächen  solcher  Art  und  Lage  zu  schneiden,  dass  ihre 
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Schnitte  mit  jenen  leicht  ermittelt  werden  können,  da  diese 
dann  als  ihre  gemeinsamen  Punkte  Punkte  der  Durchschnitts- 
t'orm  liefern.  (Vergl.  als  erste  Anwendungen  dieses  Princips  die 
Constmetionen  für  die  Schnittlinie  von  Ebenen  §§8.;  5 u.  51.) 

Man  kann  insbesondere  z.  B.  R’  oder  0’  in  die  Schnitt- 
punkte der  Parallelen  zur  Axe  x aus  M'  mit  r'  respective 
f/  legen  und  erhält  dann  für  die  ///  (Fig.  134.)  oder  g'  zur 
Axe  X parallele  Gerade,  ini  ersten  Falle  auch  für  die  <J^"  Pa- 
rallelen zur  Spur  der  Schnittebene. 


Fig.  nt. 


Ist  g eine  Tangente  von  L,  so  wird  die  entsprechende 
Tangente  der  Schnittcurve. 

Wenn  die  Leitcurvc  L die  Gegenaxe  r ihres  Systems 
schneidet,  so  liegen  die  entsprechenden  zu  diesen  Punkten 
im  System  der  Schnittcurve  unendlich  fern;  sie  sind  nämlich 
die  Richtungen  der  nach  jenen  Punkten  der  Gegenaxe  r ge- 
henden Strahlen  aus  dem  Gollineationscentrum.  Die  Schnitt- 
curve hat  also  so  viele  unendliche  Acste  (Fig.  135.),  als 
Schnittpunkte  von  der  Leitcurvc  L mit  der  Gegenaxe  ihrer 
Ebene  gebildet  werden  und  zwar  in  den  Richtungen  der  zu 
diesen  Punkten  gehörigen  Kegel-Erzeugenden.  Den  Tangen- 
ten der  Leitcurvc  in  jenen  Schnittpunkten  entsprechen  die 
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Asymptoten  der  »Selinittcure.  .lene  Krzeiigenden  des  Kegels 
sind  die  zur  Sclinittebcnc  p.irallelcn,  d.  i.  in  einer  Parallel- 
ebene  zu  ihr  durcli  die  Spitze  gelegenen;  diese,  die  Asymp- 
toten, sind  die  Durchsehnittslinicn  der  Schnittcbcnc  mit  den 


l'ig.  135. 


Tangentialebenen,  welche  «len  Kegel  längs  dieser  Erzeugenden 
berühren. 

1)  Man  eonstruiere  für  einen  durch  Spitze  und  ebene 
Leitcurve  L bestimmten  Kegel  die  erste  Spur  S/. 
Die  Figuren  134.,  135.  zeigen  das  Verfahren. 

2)  Man  eonstruiere  den  Schnitt  eines  durch  Spitze  und 
Spur  bestimmten  Kegels  mit  einer  projicierenden 
Ebene. 

3)  Man  eonstruiere  die  zweite  Spur  eines  durch  die 
Projectionen  der  Spitze  M' , M"  und  seine  erste  Spur 
bestimmten  Kegels  und  interpretiere  die  Constniction 
im  Sinne  der  collinearcn  Beziehung.  Die  Figur  136. 
giebt  die  Ausführung.  Man  zeige  die  Identität  des 
Verfahrens  mit  dem  der  Bestimmung  der  verti- 
calcn  Durchstosspunkte  der  Erzeugenden.  (§  64.;  1.) 
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4)  Eb  soll  ebenso  der  Schnitt  mit  der  Ilalbicrungsebcnc 
H.r-  verzeielinet  werden. 

h)  Wie  gestaltet  sieh  die  Construction  der  Projeetionen 
der  Sehnittcurvc  mit  einer  beliebigen  Ebene,  wenn 


der  Kegel  durch  die  Projeetionen  der  Spitze  M',  AI", 
die  beiden  ersten  Spuren  der  Ebene  und  die  Projee- 
tion  L’’  der  Leiteurvc  L gegeben  ist? 

())  Eine  KcgclHäehe  ist  durch  die  Projeetionen  der  Spitze 
und  der  in  der  Ilalbierungsebene  Hy  gelegenen  Leit- 
curvo  bestimmt;  man  soll  ihren  Schnitt  mit  einer 
Ebene  construieren. 

7)  Jlan  zeige,  wie  die  Construction  der  Collineationsaxe 
und  der  (Segenaxen  sieh  gestaltet,  wenn  die  Sehnitt- 
cbenc  durch  eine  Gerade  und  einen  Punkt  ausserhalb 
derselben  etc.  bestimmt  ist. 

8j  Man  eonstruiere  für  einen  durch  seinen  Normalschnitt 
bestimmten  Cylinder  die  zweite  Spur. 

0)  Mau  eonstruiere  die  Projeetionen  für  den  Normal- 
schnitt eines  durch  eine  Spur  und  die  Kichtung  der 
Erzeugenden  bestimmten  Cylinders. 

10)  Welche  Bedingung  muss  die  Schnittcbcuc  erfüllen, 
damit  sic  eine  gegebene  Kegelfiäche  in  einer  Curvc 
schneidet,  die  einen  parabolischen  Ast  besitzt?  Kann 
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dieser  in  einer  bestimmten  Richtung  der  ersten  oder 
zweiten  Projoctionsebene  liegen? 

11)  Der  Satz,  dass  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Curven 
gleiche  Asymptotenrichtungen  besitzen,  ist  aus  dem 
Entwickelten  zu  erläutern. 

12)  Man  discutiere  die  Gestalt,  welche  die  Resultate  des 
Textes  annehmen  für  den  Fall  des  ebenen  Schnittes 
zwischen  einer  durch  Spitze  und  Spur  in  Central- 
projection  bestimmten  Kegelfläche  mit  einer  durch 
Spur  und  Fluchtlinie  gegebenen  Ebene.  (Vergl.  Fi- 
gur 133.) 

13)  Man  zeige  endlich,  dass  die  entwickelte  Constructions- 
methode  auch  unverändert  anwendbar  bleibt  für  den 
Schnitt  Z,'  einer  durch  Spur  Sj  und  Fluchtlinie  y/ gege- 
benen Ebene  mit  einer  Kegelflächc,  die  durch  eineLeit-^ 
curve  t in  gegebener  Ebene  s, , y,'  und  ihre  Spitze  jV 


Fig.  137. 


bestimmt  ist  — wobei  natürlich  die  Collineationsaxc 
s und  die  beiden  Gegenaxen  y',  r sich  als  Lixvicn  von 
einerlei  Fluchtpunkt  t»,' darstellcn.  Einer  Geraden  y 
(Fig.  137.)  in  der  Ebene  von  L,  deren  Bild  g die  Colli- 
ne7itionsaxe  s in  S',  die  Gegenaxe  r in  R'  trifft,  entspricht 
eine  Gerade  y, , deren  Bild  g^'  von  S'  nach  dem  Punkte 
der  Fluchtlinie  y/  geht,  der  in  M'  li'  liegt  und 
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auch  durch  den  Punkt  <J  der  Geraden  ij',  der  mit 
M'  und  dem  Schnittpunkt  von  g'  mit  y,'  in  einem 
■ Strahl  liegt.  Warum? 

Durch  welche  Specialisierungen  kann  die  Construc- 
tion  vereinfacht  werden?  Welche  Mängel  hat  die 
Disposition  der  Figur  und  wie  sind  sie  zu  vermeiden? 

14)  Man  erörtere  das  Entsprechende  für  den  Schnitt  eines 
Cylinders  von  gegebener  Leitcurve  in  schräger  Ebene. 

67.  Auch  die  directe  Bestimmung  der  wahren  Ge- 
stalt der  ebenen  Schnittcurve  einer  Kegelfläche, 
welche  durch  Spitze  und  ebene  Leitcurve  insbesondere  Spur 
gegeben  ist,  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen. 

Denn  wenn  zwei  ebene  Systeme  für  ein  Centrum  Hl  in 
pcrspectivischer  Collineation  sind,  so  bleiben  sie  perspeetivisch 
collinear  auch  bei  der  Drehung  der  ciifcn  Ebene  um  die  Durch- 
schnittslinie von  beiden  und  beim  Zusammenfallen  beider 
Ebenen;  die  Umlegung  des  Centrums  mit  der  zur  gedrehten 
Ebene  Parallelen  aus  ihm  in  die  andere  Ebene  ist  das  Cen- 
trum der  perspectivischen  Collineation  der  vereinigten  Sys- 
teme. Die  Gegenaxe  im  Systeme  der  festen  Ebene  bleibt 
unverändert,  die  Umlegung  der  Geraden,  in  welcher  die  Pa- 
rallelebene aus  dem  Centrum  zur  festen  Ebene  die  zu  dre- 
hende Ebene  schneidet,  ist  die  Gegenaxe  im  System  der 
Letztem.  In  Eig.  138.  ist  diese  Construction  ausgeführt,  zu 
g'  ist  (j,),  zu  i ebenso  (t,)  gefunden.  Man  kann  also  direct 
durch  die  Beziehungen  der  perspectivischen  Collineation  die 
Umlegung  der  Schnittcurve  einer  Ebene  mit  der  KegcIHäche 
in  die  Ebene  ihrer  Leitcurve  construieren  — direct,  d.  h.  ohne 
vorhergehende  Construction  der  Projectionen  der  Schnitt- 
curve; somit  im  Falle  der  in  einer  Projectionsebene  gelege- 
nen Leitcurve  oder  der  zu  einer  solchen  parallelen  'die  wahre 
Gestalt  der  Schnittcurve,  ohne  vorher  die  Projectionen  der- 
selben ermitteln  zu  müssen.  Im  andern  Falle  wird  aus  jener 
Umlegung  in  die  Ebene  der  Leitcurve  nach  bekannten  Me- 
thoden auch  zur  wahren  Gestalt  überzugehen  sein.  Diese 
Betrachtungen  gelten  ebenso  für  die  centrale  wie  für  die 
Parallclprojection. 

Die  für  Cylinderflächen  nöthige  Modification  ergiebt  sich 
einfach,  da  auch  zwei  perspeetivisch  affine  ebene  Systeme  ihren 
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Clianicter  beibehalten,  wenn  inan  das  eine  um  die  Sclinitt- 
linie  ihrer  Fdiencn  bis  zum  Zusammenfällen  der  Letztem 
dreht  und  da  ferner  zwei  affine  Systeme  in  pcrspectivischer 
Lage  durch  das  eine  von  ihnen,  ihre  Axe  und  ein  Paar  von 
entsprechenden  Punkten  bestimmt  sind. 


Kig.  1.1«. 


1)  Man  verzeichne  die  wahre  Gestalt  des  Schnittes  einer 
Kegelfläche,  dessen  Ebene  durch  einen  gegebenen 
Punkt  derselben  normal  zu  ihrer  entsprechenden  Er- 
zeugenden gelegt  wird. 

2)  Die  wahre  Gestalt  des  Normalsehnittes  einer  Cylin- 
derfläche  von  gegebener  Spur  und  Richtung  der  Er- 
zeugenden soll  construiert  werden. 

G8.  Ist  der  betrachtete  Kegel  ein  Kegel  zweiter  Ord- 
nung und  Classe  oder  kurz  vom  zweiten  Grade,  so 
dass  zu  seiner  Bestimmung  seine  Spitze  und  fünf  Punkto  oder 
Tangenten  einer  ebenen  Leitcurve,  d.  h.  fünf  Erzeugende 
(nicht  zu  drei  in  einer  Ebene)  oder  fünf  Tangentialebenen 
(nicht  zu  drei  durch  einen  Punkt  ausser  der  Spitze)  oder  was 
dem  äquivalent  ist  (vergl.  § 27.;  7.)  genügen,  so  erhält  man 
aus  diesen  Bestimmungsstücken  auch  die  Projcctionen  der 
Schnittcurve  und  die  wahre  Gestalt  derselben. 
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Für  diese  Kegel  gelten  die  Erzeiignngsweisen:  Zwei 
projectivische  Ebcnenbüscliel  von  sich  schneiden- 
den Scheitelkanten  liefern  durch  den 'Schnitt  der 
Paare  entsprechender  Ebenen  die  F^rzeugenden 
eines  Kegels  zweiter  Ordnung;  zwei  projectivische 
Stra h 1 b iis chel  von  einerlei  Scheitel  aber  verschie- 
den Ebenen  erzeugen  durch  die  Verbindungsebe- 
nen entsprechender  Strahlenpaare  die  Tangential- 
ebenen eines  Kegels  zweiter  Classe.  Jeder  Kegel 
zweiter  Ordnung  ist  von  der  zweiten  Classe  und  uingekohrt. 
(Vergh  § 88.;  8.) 

Ferner  die  Sätze:  Sechs  Erzeugende  einer  KegelHäehe 
zweiter  Ordnung  bilden  die  Kanten  einer  sechsseitigen  Ficke, 
in  welcher  die  drei  Durchschnittslinien  der  gegenüberliegenden 
Flächenpaare  sich  in  einer  Fibene  befinden.  (§  27.)  Sechs 
Tangentialebenen  einer  KegelHäehe  zweiter  Classe  bilden  die 
Flächen  einer  sechsseitigen  Ecke,  in  welcher  die  drei  Ver- 
biudungsebenen  der  gegenüberliegenden  Kantenpaare  sich  in 
einer  üeraden  schneiden.  (§  28.)  (Pascal’schcs  Sechs- 
kant, Brianchon’sche  sechsseitige  Ficke.)  So  wie 
sich  diese  Entstehungsarten  und  Sätze  von  den  Curven  zwei- 
ter Ordnung  und  Classe  auf  die  entsprechenden  — ihre  pro- 
jicicrenden  — Kegelflächen  übertragen,  so  geschieht  es  auch 
mit  den  Sätzen,  welche  die  Theorie  der  l’ole  und  Po- 
laren constituieren.  (§  30.  f.)  Ist  in  der  Ebene  der  Leit- 
curve  und  in  Bezug  zu  dieser  P der  Pol  und  p die  zugehörige 
Polare,  so  ist  der  vom  Centruin  M nach  P gehende  Strahl 
die  Pol -Gerade  und  die  von  M nach  p gehende  Ebene  die 
Polaren-Ebene  in  Bezug  auf  den  Kegel;  auf  allen  durch 
jene  gehenden  Ebenen  ist  die  Polgerade  von  der  Polarenebene 
durch  den  Kegel  d.  h.  die  entsprechenden  Erzeugenden  des- 
selben harmonisch  getrennt;  und  an  allen  aus  M in  der  Po- 
larenebene gezogenen  Geraden  ist  sie  von  der  Ebene  nach 
der  Polgeraden  durch  den  Kegel  d.  h.  die  entsprechenden 
Tangentialebenen  desselben  harmonisch  getrennt.  Auf  allen 
den.  Geraden  insbesondere,  welche  der  Polgeraden  parallel 
sind,  werden  die  zwischen  ihren  Schnittpunkten  mit  dem 
Kegel  liegenden  Strecken  von  der  Polarenebene  halbiert  und 
man  kann  daher  die  Letztere  als  die  zur  Kichtung  der  erstem 
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conjugierte  Diamctralebene  und  jene  als  den  zur  Stel- 
lung der  Letzteren  conj  agierten  Durchmesser  der  Fläche 
benennen.  (§  34.)  Für  alle  von  M ausgehenden  Strahlen  in  der 
Polarenebcne  gehen  die  Polarenebenon  durch  den  ihr  conjugier- 
ten  Durchmesser  oder  die  ihr  entsprechende  Polgerade  und 
umgekehrt.  Die  Ebenen  durch  einen  von  M ausgehenden 
Strahl  ordnen  sich  in  Paare  je  aus  zwei  solchen  Ebenen,  dass 
jede  die  Polarcnebene  der  Strahlen  durch  M in  der  andern 
ist;  die  Strahlen  in  einer  von  .V  ausgehenden  Ebene  so,  dass 
von  den  Strahlen  jedes  Paares  jeder  die  Polarlinie  der  Ebenen 
durch  den  andern  ist.  Jene  Paare  bilden  ein  involutorisches 
Ebenenbüschel  harmonischer  Polarencbenen,  diese 
ein  involutorisches  Strahlenbüschel  harmonischer 
Polarlinien  in  Bezug  auf  die  Kegelfläche;  die  Dop- 
.pelebcnen  des  ersten  sind  die  Tangentialebenen  der  Kegcl- 
fläche  durch  jenen  Strahl,  die  Doppelstrahlen  des  letzteren 
die  Erzeugenden  der  Kcgelfläche  in  dieser  Ebene. 

Alles  dicss  ist  die  einfache  Uebertragung  der  Sätze  von  den 
Kegelschnitten  in  den  projicierenden  Kegel,  begründet  durch 
den  allgemeinen  Satz,  dass  DoppelverhUltnissc,  also  auch  In- 
volutionen, etc.  durch  Projection  nicht  geändert  werden  und 
im  Schein  dieselben  sind  wie  im  Schnitt. 

Von  diesen  Sätzen  aus  werden  wir  in  wesentlich  allge- 
meiner Art  später  (§  96.),  wo  der  Erfolg  ein  umfassenderer 
sein  kann,  beweisen,  dass  für  jede  Kegelfläche  zweiten  Gra- 
des drei  Durchmesser  existieren,  die  zu  ihren  conjugierten 
Diamctralebenen,  den  Ebenen  der  jedesmaligen  beiden  andern, 
normal  sind,  — die  Hauptaxen  oder  Axen  des  Kegels,  die 
Verbindungsebenen  ihrer  Paare  die  Hauptebenen  desselben 
— und  dass  es  in  Folge  dessen  stets  zwei  Stellungen  von 
Ebenen  giebt,  die  Richtung  einer  jener  Axen  enthaltend, 
welche  die  Kegelfläche  nach  Kreisen  schneiden  — die  cycli- 
schen Ebenen  des  Kegels — Ebenen  durch  die  Spitze,  für 
welche  die  in  ihnen  liegenden  Involutionen  harmonischer  Po- 
larlinien rechtwinklig  sind  (§  34.  ; 14.);  dass  anderseits  ebenso 
zwei  gerade  Linien  durch  die  Spitze  existieren,  für  welche  die 
durch  sie  gehenden  Involutionen  harmonischer  Polarebenen  recht- 
winklig sind  (§35.),  die  Focallinien  des  Kegels;  dass  endlich 
spccicll  der  Fall  eintreten  kann,  es  werden  zwei  jener  drei 
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Ha«pt<axen  in  der  Normalebeno  der  dritten  und  damit  zwei 
Hanptebenen  durch  die  Normale  der  dritten  unbestimmt,  wäh- 
rend zugleich  in  der  Stellung  der  einen  bleibenden  Haupt- 
ebene  die  beiden  Stellungen  der  Kreisschnittebenen  und  in 
der  Richtung  der  bleibenden  Ilauptaxe  die  der  Foealstrabhm 
sich  vereinigen.  Dieser  besondere  Fall  ist  der  des  geraden 
Kreiskegels  oder  des  Rotationskegels;  für  die  hier 
vorzunehmende  Hchandlung  desselben  genügt  die  bekannte 
Thatsache  seiner  Erzeugung. 

Endlich  übertragen  sich  die  vorigen  Erörterungen  im 
Wesentlichen  auf  die  Cy  linderflächen  z weiten  (J  rades; 
als  speciellste  Art  derselben  tretlbn  wir  wieder  den  geraden 
Kreiscylinder  oder  Rotationscy linder  an. 

G9.  Der  gerade  Kreiskegel  oder  Rotationskegel  hat 
die  gerade  Linie  von  seiner  Spitze  M nach  den  Mittelpunkten 
seiner  kreisförmigen  Schnitte  oder  die  Normale  der  Ebenen 
derselben  zur  Hauptaxe  und  besitzt  in  Folge  seiner  Ent- 
stehung die  besonderen  Eigenschaften: 

1)  Alle  seine  Erzeugenden  sind  gegen  die  Axe 
gleich  geneigt,  unter  demselben  Winkel,  den  auch 
seine  Tangentialebenen  mit  ihr  bilden;  der  Comple- 
ineiitwinkel  dieses  Letzteren  ist  der  Neigungswinkel  der 
säinmtlichen  Erzeugenden  und  Tangentialebenen  gegen  die 
einander  parallelen  Ebenen  der  Kreisschnitte. 

2)  Alle  Erzeugenden  des  Rotationskegels  haben 
zwischen  zwei  zur  Axe  normalen  Querschnitten 
desselben  gleiche  Länge;  insbesondere  sind  die  Strecken 
aller  Erzeugenden  zwischen  der  Spitze  und  einem  Kreisschnitt 
gleich  lang.  Alle  Tangentialebenen  des  Rotations- 
kegels haben  zwischen  zwei  Normalcbenen  zu  sei- 
ner Axe  gleiche  Breite.  (Vergl.  §§  1.,  2.  § 3.;  3.) 

Diese  Eigenschaften  finden  hier  — sie  sind  für  manche  • 
elementare  Probleme  (vergl.  § 10.;  8.  § 54.;  14,  1.5.)  bereits 
zur  Anwendung  gekommen,  oder  lassen  sich  doch  für  solche 
(§54.;  20,21.)  benutzen  — Verwendung  zur  Lösung  folgender 
Aufgaben : 

a)  Construiere  diejenigen  Erzeugenden  eines  belie- 
bigen durch  die  Spitze  M und  eine  ebene  Leitcurve  L,  ins- 
besondere eine  Spur,  gegebenen  Kegels, 

FicUIor,  Dbrtti'llpiide  Geomc^tric.  15 
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1)  wolclie  mit  der  Ebene  der  Leitcurve  einen 
gegebenen  Winkel  ß machen; 

2)  welche  zwischen  Spitze  und  Leiten rvenebene 
eine  vorgeschriebene  Länge  / haben. 

Die  gesuchten  Erzeugenden  sind  diejenigen,  welche  der 
gegebene  Kegel  mit  einem  Hotationskcgel  von  derselben  Spitze 
M gemein  hat,  dessen  Axe  die  Normale  Jl/N  der  Leitcurven- 
ebene  ist  und  dessen  liasiskreishalbmcsscr  sich  im  Falle  1)  aus 
der  Kathete  MA  und  dem  Winkel  ß als  ihrem  Gegenwinkel 
als  zweite  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  bestimmt ; 
während  er  im  Falle  2)  aus  der  Kathete  Itf  A und  der  gege- 
benen Länge  l als  Hypotenuse  ebenfalls  als  zweite  Kathete 
gefunden  wird.  Die  dem  Kreise  A'  und  der  Leitcurve  L ge- 
meinschaftlichen Punkte  sind  in  jedem  Falle  die  Fusspunkte 
der  gesuchten  Erzeugenden  in  der  Lcitcurvencbene , und  be- 
stimmen sie. 

b)  (’onstruiere  diejenigen  Tangentialebenen  eines 
durch  Spitze  M und  ebene  Leitcurve  L (insbesondere  Spur) 
gegebenen  Kegels, 

1)  welche  mit  der  Ebene  der  Leitcurve  einen 
vorgeschriebenen  Winkel  « machen; 

2)  welche  zwischen  Spitze  und  Leitcurvenebene 
eine  gegebene  Breite  h besitzen.  Wenn  die  vermitteln- 
den Hotationskcgel  wie  vorher  bestimmt  sind  (o  statt  ß bei 
1),  so  erhält  man  die  gesuchten  Tangentialebenen  durch  ihre 
Schnittlinien  mit  der  Leitcurvenebene,  welche  die  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  Leitcurve  L mit  dem  Gnindkreis 
A’  des  Hotationskegels  sind.  Die  Moditicationen  dieser  Con- 
structionen  für  den  Fall,  wo  die  Neigung  gegen  eine  beliebige 
von  der  Leitcurvenebene  verschiedene  Ebene  oder  die  Länge 
respectivo  Breite  bis  zu  derselben  vorgeschrieben  ist,  ergeben 
sich  leicht. 

Für  den  geraden  Kreiscylinder  sind  die  Erzeugenden 
und  Tangentialebenen  zur  Ebene  eines  Kreisschnittes  normal 
und  zwischen  je  zwei  Kreisschnitten  von  gleicher  Länge  re- 
spcctive  Breite.  Die  vorigen  Constructionen  liefern  auch  die 
zu  einer  gegebenen  Ebene  normalen  Erzeugenden  und  Tan- 
gentialebenen einer  Kegelfläche,  oder  die  von  «ler  geringsten 
Länge  respectivo  Breite  zwischen  jener  und  der  Spitze. 
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1)  Die  Tangentialebene  des  geraden  Kreiskegols  ist  nor- 
mal zu  der  Ebene,  welche  die  Berübningscrzeugende 
mit  der  Axo  desselben  bostiannt;  oder  die  Erzeugen- 
den sind  die  orthogonalen  Projectiouen  der  Axe  auf 
die  zugehörigen  Tangentialebenen.  Allo  Normalen 
des  Kotationskcgels  schneiden  die  Axe. 

2)  Die  Construction  a)  der  Schnittpunkte  des  Koüitions- 
kogels  von  der  Spitze  M,  dem  Mittelpunkt  A’  und 
dem  Halbmesser  r seines  Kreissehnittes  K mit  einer 
Geraden  g und  die  Construction  b)  der  Tangential- 
ebenen eines  solchen  Kegels  durch  einen  Punkt  /' 
kann  insofern  moditiciert  werden,  als  man  im  Falle 
a)  die  Schnittlinie  g*  der  Ebene  Mg  mit  der  Ebene 
des  Kreises  K in  eine  Parallelebene  zur  ersten  Pro- 
jeetionsebene  durch  die  Spitze  M z.  H.  umlegt  und 
dort  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Kreis  bestimmt,  die 
dann  wieder  aufgerichtet  die  Kegelcrzeugenden  der 
Schnittpunkte  geben;  und  als  man  im  Falle  b)  den 
Schnittpunkt  P*  der  Geraden  MP  mit  jener  Ebene 
des  Kreises  K in  eine  solche  Parallelebene  durch  den 
Mittelpunkt  N umlegt  und  dort  seine  Tangenten  mit 
dem  besagten  Kreise  bestimmt,  die  daun  wieder  auf- 
gerichtet die  ‘Spuren  der  Tangentialebenen  in  der 
Kreisebene  und  die  entsprechenden  Berührungserzeu- 
genden liefern. 

if)  Eine  besonders  wichtige  Specialform  der  Aufgabe  2'') 
ist  die  Construction  der  Umrisse  eines  Kota- 
tionskegcls:  Der  Punkt  P ist  das  Centrum  der 
Projoction;  insbesondere  im  Falle  der  orthogonalen 
Parallelprojection  ist  er  für  den  Umriss  in  der  ersten 
Projoction  die  Richtung  der  Axe  DZ,  für  den  in  der 
zweiten  die  Richtung  vonOF,  in  der  dritten  die  vonOA’. 

Diese  Aufgabe  wird  daher  a)  für  Orthogonal- 
projection  wie  folgt  behandelt  (Fig.  139.).  Zur 
Bestimmung  des  ersten  Umrisses  führt  man  eine  zur 
Axe  MN  parallele  oder  sie  enthaltende  zweite  Pro- 
jectionsebene  ein,  bestimmt  in  |^7",  jA"  die  neuen 
Projectiouen  des  Scheitels  und  Gruiulkrei.sniittclpunk- 
tos  und  logt  durch  ,A"  die  zu  normale  Ebene 
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des  Grundkreises  K,  die  in  ,//'  die  erste  projicierende 
Linie  von  M schneidet.  Die  Tangenten  von  hier  an 
den  Grundkreis  K bestimmen  in  diesem  als  ihre  Be- 
rühriingspnnkte  A,  B die  Punkte  der  Kegelerzeugen- 
den,  deren  erste  Projectionen  Ä,  V die  gesuchten 


KiB.  139. 


Uinrisslinien  bilden.  Die  zweiten  Projectionen  K' 
dieser  Punkte  begrenzen  eine  zur  Axe  OX  parallele 
Sehne  in  der  Pillipse,  welche  die  zweite  Projection 
des  Grundkreises  ist. 

In  analoger  Weise  bestimmt  man  den  zweiten 
Umriss  des  Kegels  und  damit  die  Endpunkte  C , D' 
einer  zur  Axe  OX  parallelen  Sehne  der  ersten  Pro- 
jection seines  Grundkreises. 

Wie  kann  man  aus  der  Construction  des  ersten 
Umrisses  in  3*)  den  zweiten  Umriss  der  Kcgelfläche 
ableiten? 

b)  in  Oentralprojection,  wo  als  gegeben 
vorausgesetzt  wird  (Fig.  140.)  die  Axe  des  Kegels 
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durch  ihren  Durchstosspunkt  S und  ihren  Fluchtpunkt 
o',  die  Bilder  M',  N'  der  Spitze  und  des  Leitkreis- 
niittelpunktcs  in  ihr  und  der  Halbmesser  r des  Leit- 
kreiscs  oder  das  Bild  r desjenigen  Halbmessers  NE—  N'E 
desselben,  wcleher  zur  Bildebene  also  auch  zur  Flucht- 
linie q'  der  zur  Axe  normalen  Ebenen  |)arallel  ist  — 


Kig.  140. 


verfahrt  man  in  folgender  Weise.  Man  bestimmt  den 
Schnittpunkt  ß der  projicierenden  Linie  von  M mit 
der  Basisebene  des  Kegels  und  legt  ihn  sammt  dem 
Grundkreise  K in  die  durch  den  Mittelpunkt  des 
Letzteren  gehende  Parallclebene  zur  Tafel  um,  ver- 
zeichnet dort  die  Tangenten  von  (/>)  can  (A')  und  führt 
ihre  Berührungspunkte  {Ä),  (B)  in  die  Basisebene  zu- 
rück. Sie  bestimmen  die  Bilder  A'M',  B' M'  der  Um- 
risserzeugenden. 

Jede  zur  Ebene  von  AT  parallele  Ebene,  also  auch 
die  projicierende  Parallelebene  derselben  Cq’  lässt  sich 
zu  demselben  Zwecke  verwenden;  an  die  Stelle  des 
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Kl  •eiscs  K tritt  dann  der  dieser  Ebene  angehörige 
Kreissehnitt  des  Kegels. 

4)  Wenn  man  in  den  Punkten  des  Kreises  K vom  ge- 
raden Kegel  M,  N,  r auf  seinen  entspreebenden  Tan- 
gentialebenen die  Normalen  errichtet  (vcrgl.  Fig.  13!*.), 
so  schneiden  dieselben  die  Axe  .UiV  in  demselben 
Punkte  .1/*  und  sind  zwischen  ihr  und  dem  Kreise 
von  gleicher  Länge  /*.  Diejenigen  unter  ihnen,  welche 
zu  den  Tangentialebenen  der  Umrisskanten  gehören, 
sind  der  bezüglichen  Projcctionsebcnc  parallel  und 
erscheinen  in  ihr  in  wahrer  Länge  und  rechtwinklig 
zu  den  bezüglichen  Projectionen  der  Umrisskanten. 
Bestimmt  man  also  in  2")  in  der  Ililfsprojcction  den 
Punkt  M*  und  die  Länge  /*  der  Erzeugenden  des 
Nonualenkegels , so  genügt  cs  nun  zur  Bestimmung 
des  ersten  Umrisses,  rechtwinklige  Dreiecke  M' 

M' M*' /}'  von  gegebener  Hypothenuse  M' M*'  und  ge- 
gebener Kathete  M*'Ä  = l*  zu  construieren ; mit  leicht 
angebbaren  Veränderungen  für  den  zweiten  Umriss. 
Lässt  sich  aus  diesen  Bemerkungen  ein  Vortheil  für 
die  Contralprojection  ziehen? 

70.  Für  die  Darstellung  des  ebenen  Querschnitts 
eines  geraden  Kreiskcgels  denken  wir  die  Projcctions- 
ebenen  so  gewählt  oder  so  transformiert,  dass  die  eine  z.  B. 
die  erste  normal  zu  seiner  Axe  und  die  andere,  sagen  wir 
die  zweite,  normal  zur  Schnittebene  liegt  — was  immer  mög- 
lich ist. 

Wir  w'cnden  sodann  zur  Construction  a)  der  ersten  Pro- 
jcction  der  Schnittcurve  — die  zweite  Projection  fällt  in  $, 
zwischen  die  zweiten  Umrisslinien  der  KegelHäche  — die 
Methode  des  § tifi.  an,  wie' sic  in  der  Figur  141.  durchgeführt 
ist.  Sie  giel)t  den  Grundriss  der  hyperbolischen  Schnittcurve 
für  einen  Kegel,  dessen  Axe  in  der  Aufrissebene  liegt. 

Die  Uonstruction  b)  der  wahren  Gestalt  geschieht  nach 
§ (37.,  indem  man  für  die  nämliche  Collincationsaxe  und  Ge- 
genaxe  r im  System  des  Kreises  die  Umlegung  der  Spitze  M 
mit  der  sie  enthaltenden  Parallclebenc  zur  Schnittebene  als 
(3ollineationsccntrum  benutzt.  Sic  kann  natürlich  auch  durch 
Umlegung  der  durch  ihre  Projectionen  bestimmten  Schnitt- 
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curvo  iu  eine  der  Parallolebenen  zu  den  l’rojectionsebencu 
.roy,  XOZ  gesdichcn,  welche  durch  ihre  respecliven  Axen 
gehen. 

1)  Man  charactcrisiere  die  Lage  der  liauptaxen  des  Ke- 
gelschnitts durch  die  gegebene  Lage  der  Sehnittebene 
und  der  Kcgellläehc.  Wie  erhält  mau  die  Scheitel- 
punkte und  Sehciteltangenten  der  ersten  Projection 
der  Sehnittcurve? 

2)  Die  erste  Projection  der  Spitze  M'  ist  ein 
Brennpunkt  der  ersten  Projection  der  Sehnitt- 
curvc,  als  Centrum  der  Collineation  zwischen  diesem 
Kegelschnitt  und  einem  aus  ihm  beschriebenen  Kreise 


Fig.  141. 


(§  3ö.);  die  erste  Projection  der  Schnittlinie  zwi- 
schen der  durch  M gehenden  Parallclebenc  zu  XOY 
und  der  Schnittebene,  d.  h.  die  Gegenaxe  //'  entspricht 
ihm  als  Directrix.  (Vergl.  Fig.  141.) 

3)  Man  bestimme  für  die  wahre  Gestalt  der  Sehnittcurve 
die  Scheitel  und  die  Axen. 

4)  Die  Brennpunkte  G,  H der  wahren  Gestalt 
ergeben  sich  als  die  Berührungspunkte  der 
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.Seliniltcl»ciic  mit  denjeiiif'en  Kugeln,  welelie 
ziiglcicli  (len  Kotatinnskcgel  selbst  nach  ei 
nein  K rei  ssclini  1 1 bcrüliron.*) 

In  der  Tliat  gelten  i'ür  diese  Punkte  C un<l  // 
die  bekannten  Eigenschal'tcn  der  Jironnjmnkte  (t;  35.). 
Man  hat  für  einen  beliebigen  Punkt  P des  elliptischen 
Schnittes  (l'ig.  142.)  die  Kegclerzeugendc  zwischen 
d<m  Bcrühruiigskrcisen  der  vorbczeichneten  Kugeln 


Kig.  112. 


NO  = NP-\-  PO  = OP  -p  PH  = CE=  DF\ 
aber  CE  = CA  E = AC  + AH  =2  A C JIO, 
DE  = DU  + HE  = D C DH  = '2DG  + C //, 
somit  a)  AH  = C D und  G 1‘  -(-  PH  = AD.  (§35.;  11.) 

*)  Diose  und  die  folt'cndeii  Ki^enschaften  cnUpring^üii  aus  dem  Cba* 
racter  des  j^eradcii  Kreiskegtds  als  einer  Kotationsdiiclic,  sollen  aber  nicht 
bis  zur  allgemeiiiun  Heliandlunf^  der  Kutatiousilächcu  verschoben  werden. 
Man  vorj^leichc  jedoch  das  dort  Entwickelte  hesonders  auch  fiir  die  Con- 
structioii  des  ebencu  i^ucrschnitls  und  discutiere  den  Worth  desselben 
für  diesen  Zweck. 
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Ferner  ist  für  A"  und  L als  die  Selmittpiiiikte  der 
Ellipsentangente  in  V mit  den  Tangenten  der  bezeicli- 
neten  Kreise  in  A'  und  0 oder  der  Tangentialebene 
des  Kegels  längs  V /’  mit  den  Ebenen  der  Ellipse  und 
je  eines  dieser  Kreise  respeetive 

AAZ'A'2:^  AO'/'A';  AflPL-,  A^PA' ^ AOPL, 

also  b)  L CPK  = L APA'  = L OPL  = L IPH.^  (§35. ; 3.) 

Und  zieht  man  von  M die  Parallele  zur  Axe  ./A’, 
welche  die  Ebenen  der  Kreise  6'/>A'  und  EFO  in  S 
und  T respeetive  schneidet,  so  wie  von  P die  Parallele 
PfJR  zu  Ali  bis  zum  Schnitt  mit  denselben  Ebenen 
in  Q und  R respeetive,  so  hat  man 

AMSN  A PQA'\  A A/ro  f>o  AP/fO; 

also  MS  : MN  ^ PQ  : PN  = PQ  : PO\ 

MT  : Mn  = PR  : PO  = PR  : PJl, 
d.  h.  e)  PQ  : Pd  = PR  : PJl=consl.,  (§  35.) 

und  zwar  für  die  I^llipsc  > 1,  für  die  Hyperbel  < 1 
und  für  die  Parabel  = 1.  Uio  üeraden  A'Q,  LR  sind 
die  Directrixen  des  Kegelschnitts. 

5)  Man  erläutere  die  Jloditicationen  der  Entwickelung 
und  der  entsprechenden  Figur  für  den  Fall  des  hy- 
perbolischen Schnittes. 

6)  Man  entwickele  die  vorigen  Eigenschaften  für  den 
Grenzfall  der  Parabel  und  erläutere  ihre  constructive 
Benutzung. 

7)  Man  beweise  den  Satz:  Die  Scheitel  aller  der 
geraden  Kreiskegel,  aus  welchen  ein  gege- 
bener Kegelschnitt  geschn itten  werden  kann, 
liegen  in  einem  zweiten  Kegelschnitt,  wel- 
cher die  Brennpunkte  des  ersten  zu  Scheiteln 
und  die  Scheitel  desselben  zu  Brennpunkten 
hat  und  dessen  Ebene  zur  Ebene  des  ersten 
normal  ist.  Für  jeden  Punkt  des  zweiten 
Kegelschnitts  als  Spitze  ist  die  zugehörige 
Tangente  desselben  die  Axe  des  Kreiskegcls. 
Die  Beziehung  solcher  zwei  Kegelschnitte  ist  eine 
gegenseitige.  Die  Punkte  des  einen  haben  sämmtlich 
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die  Eigenschaften  der  Brennpunkte  des  andern;  man 
kann  jeden  als  den  Foe alkegelschnitt  des  andern 
bezeichnen. 

Die  Figur  143.  giebt  eine  Hyperbel  und  ihre 
Focal-Ellipse  axonomctrisch  so,  dass  die  Ebene  XOZ 
durch  die  Ellipse,  die  Ebene  XOV  durch  die  Hyperbel 
begrenzt  erscheint. 


Fig.  143. 


8)  Durch  eine  gegebene  Ellipse  gehen  zwei  und  nur  zwei 
gerade  Krciscylinder;  durch  eine  Hyperbel  ist  kein 
Kreiscylinder  möglich ; für  die  Parabel  degeneriert 
derselbe  in  ihre  Ebene. 

!J)  Man  lege  durch  einen  gegebenen  Kegelschnitt  einen 
geraden  Krciskcgel  von  vorgeschriebenem  Winkel  an 
der  Spitze  und  untersuche  die  Bedingungen  der  Lös- 
barkeit dieser  Aufgabe. 

10)  Man  beweise  die  allgemeinen  Sätze:  Die  Punkte  des 
ebenen  Schnittes  von  einem  geraden  Kreiskegcl  stehen 
zu  den  Kreisen,  in  welchen  zwei  demselben  einge- 
schriebene Kugeln  die  Schnittebene  schneiden,  in  der 
Beziehung,  dass  die  algebraische  Summe  der  Längen 
der  Tangenten,  die  von  ihnen  an  diese  Kreise  gehen, 
constant  ist,  nämlich  gleich  der  Länge  der  Kegeler- 
zeugenden  zwischen  den  Bcrühningskreiscn  der  ge- 
dachten Kugeln. 

Jene  Kreise  berühren  die  Schnittcurvo  doppelt 
in  den  Punkten  der  Geraden,  in  welcher  die  Ebene 
der  Schnittcurvo  die  Ebenen  der  Berührungskreisc 
schneidet;  etc. 

71.  Die  spcciellen  Eigenschaften  des  geraden  Krois- 
kcgels  (§  ü9.)  geben  der  Abwickelung  seiner  Fläche 
(§  63.)  die  bequeme  Form  durch  die  Bcmei’kung,  dass  der 
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Thfil  des  Mantels,  welcher  zwischen  der  Spitze  d/  und  einem 
Normalschnitt  A'  zur  Axe  liegt,  sich  in  einen  Kreissector  ver- 
wandelt, dessen  Halbmesser  die  Länge  der  Kegelerzeugenden 
zwischen  M und  A'  und  dessen  Bogenlänge  der  Umfang  von 
A'ist;  und  der  Abwickelung  des  geraden  Kreiscyliuders  ebenso 
durch  die  Bemerkung,  dass  der  Thcil  seines  Mantels  zwischen 
zwei  beliebigen  Norinalschnitten  A\  und  A'j  sich  in  ein  Recht- 
eck verwandelt,  dessen  Höhe  die  Länge  der  Erzeugenden 
zwischen  A",  und  A'j  und  dessen  Breite  der  gemeinsame  Um- 
fang dieser  Kreise  ist.  Die  Abwickelung  einer  belie- 
bigen auf  der  Kegelfläche  gelegenen  Figur  wird  dann 
erhalten,  indem  man  in  hinreichend  kleinen  gleichen  Zwischen- 
räumen, gemessen  auf  einem  Kreissehnitt  des  Kegels,  Erzeu- 
gende zieht,  welche  diese  Figur  in  Punkten  v^,, 

6’, , •••  schneiden,  diese  Erzeugenden  in  der  Abwickelung  durch 
die  entsprechende  Gleichtheilung  des  zugehörigen  Bogens  ein- 
trägt und  auf  ihnen  die  wahren  Längen  ■ • ••, 

Mß^,  ■ • ■ abträgt. 

Auch  die  Tangenten  der  Abwickelung  der  Figur 
werden  leicht  bestimmt;  ist  I die  Tangente  in  einem  Punkte 
P derselben  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  und  schneidet  sic 
die  Tangente  des  Kreissehnittes  A'  in  dem  auf  derselben 
Erzeugenden  mit  P gelegenen  Punkte  P„  im  Punkte  T,  so 
bleibt  bei  der  Abwickelung  das  bei  rechtwinklige  Dreieck 
PP,i  T sich  selbst  congruent  und  gelangt  in  die  Ebene  der 
Zeichnung.  Trägt  man  also  und  normal  zu  MPq  die  Gerade 
Pf,T  ein,  so  ist  PJ  die  Tangente  der  durch  die  Entwickelung 
transformierten  Curve  in  P. 

Für  die  Abwickelung  des  geraden  Kreiskcgels 
,W,  A'  und  seiner  Schnittcurve  mit  einer  Ebene 
(Fig.  144.,  p.237.)  wird  man  von  den  Endpunkten  ^,C,  der 
nach  den  Scheiteln  A und  ß des  Schnittes  gehenden  Erzeugen- 
den aus  den  Kreis  k in  eine  durch  vier  theilbarc  entsprechend 
grosse  Zahl  gleicher  Bögen  theilen  und  die  in  den  zugehörigen 
Erzeugenden  gelegenen  Punkte  des  Schnittes  sammt  den  ent- 
sprechenden Tangenten  cintragen;  ersteres  indem  man  die 
wahren  Längen  der  Erzeugenden  von  den  besagten  Punkten 
bis  zur  Spitze  durch  Drehung  derselben  bis  zum  Parallelisinus 
mit  der  zur  Kegelaxe  MN  parallelen  Projectionsebene  bestimmt; 
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letzteres,  indem  man  die  Entfernungen  der  der  ajidern  Pro- 
jeetionsebene  angebörigen  Durchstosspunkte  der  Erzeugenden 
des  Bcrnhrungs))unktes  und  der  bezüglichen  Tangente  des 
.Schnittes  benutzt. 

1)  Man  bestimme  die  Genauigkeit  der  Rectifieation  des 
Kreises  nach  folgendem  Verfahren:  Theile  den  Durch- 
messer des  Kreises  in  fünf  gleiche  Theile  und  bilde 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  aus  den  Katheten  gleich 
drei  und  sechs  solchen  Theilen  respcctive;  sein  Um- 
fang ist  dem  Kreisumfang  nahe  gleich. 

2)  Wenn  ein  Sector  die  Abwickelung  des  Mantels  einer 
KegelHäche  auf  der  einen  Seite  der  Spitze  .V  bis  zu 
einem  Kreisschnitt  darstellt,  so  wird  die  gleichzeitige 
Abwickelung  ihres  Mantels  auf  der  andern  Seite  von 
M bis  zum  Kreisschnitt  vom  nämlichen  Halbmesser 
durch  den  Scheitelsector  von  gleichem  Radius  ge- 
geben. 

.3)  Die  Scheitelpunkte  A,  B der  ebenen  Schnitte  des  ge- 
raden Kreiskegcls  werden  durch  die  Abwickelung 
Punkte  der  transformierten  Curvc  von  der  Eigen- 
schaft, dass  die  'l’angcnten  der  Letztem  in  ihnen  zu 
den  zugehörigen  Radien,  d.  i.  den  Abwickelungen 
der  entspreehenden  Kegelcrzeugenden  normal  sind. 
Die  Abwickelung  eines  ebenen  Schnittes  ist  eine  in 
Bezug  auf  die  Abwickelungen  der  Erzeugenden  MA 
und  MB  symmetrische  Gurvc.  (i?  70.;  4'’.)  Es  ist  eine 
spccielle  Folge  der  allgemeinen  Wahrheit,  dass  die 
auf  der  developpabeln  Fläche  gelegenen  Längen  und 
Winkel  durch  die  Entwickelung  ihre  Grössen  nicht 
ändern  können. 

4)  Man  erläutere  die  Entwickelung  des  geraden  Kreis- 
cylindcrs  mit  seinem  ebenen  Schnitte. 

5)  Man  verzeichne  die  Abwickelung  der  Asymptoten 
eines  hyperbolischen  Schnittes  für  einen  geraden  Kreis- 
kegel. 

(5)  Man  erörtere  die  Gültigkeit  der  allgemeinen  für  die 
Rotationskegel  und  Rotationscylindcr  gegebenen  Re- 
geln des  Abwickelungsverfahrcns  für  beliebige  Kegel, 
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respective  (’ylinder,  letztere  speeiell  von  gegebenem 
NormalscLnitt. 

Fig.  I«. 


72.  Durch  Umkehrung  der  vorigen  Constructionen  kann 
man  von  einer  in  der  Abwickelung  des  Kegel-  oder 
Cy linder-Mantels  eingetragenen  Figur  zu  den  Pro- 
jectionen  derselben  zurück  gehen,  sowohl  für  ihre 
Punkte  als  für  ihre  Tangenten. 

Es  ist  von  besonderem  Interesse,  dabei  die  geraden 
Linien  der  Entwickelung  zu  verfdlgon.  Die  Gerade  g 
zwischen  zwei  Punkten  A und  B der  Entwickelung  einer 
developpabeln  Fläche  ist  die  kürzeste  Linie  zwischen  diesen 
zwei  Punkten  und  macht  mit  jeder  Erzeugenden  derselben, 
die  sie  schneidet,  zwei  gleich  grosse  Winkel.  Wenn  man  die 
Ebene  mit  der  Linie  A B wieder  in  die  Form  der  developpa- 
beln Fläche  zurückführt,  so  verwandelt  sich  die  Gerade  y in 
eine  Curve,  auf  der  developpabeln  Fläche,  welche  unter  allen 
zwischen  A und  B auf  ihr  möglichen  Curven  die  kürzeste  ist 
und  deren  auf  einander  folgende  Elemente  mit  der  jedes- 
maligen durch  ihren  gemeinsamen  Endpunkt  gehenden  Er- 
zeugenden gleiche  Winkel  machen.  Die  so  entstehende  Curve 
heisst  die  geodätische  Linie  auf  der  Fläche  zwischen 
den  Punkten  A und  B. 
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Die  Seliiniegungscbenc  der  geodätischen  Linie 
in  einem  ilirer  Punkte,  d.  Ii.  die  Ebene  der  beiden 
von  diesem  ausgehenden  Elemente  derselben  ist 
normal  zur  Tangentialebene  der  Fläche  in  diesem 
Punkte.  Denn  wenn  A,  7?,  C drei  auf  einander  folgende 
Punkte  der  Curve  sind  und  c die  durch  fl  gehende  Durch- 
schnittslinie der  Tangentialebenen  der  Fläclie  in  A und  C, 
d.  h.  die  entsprechende  Erzeugende  der  Devcloppabcln  ist, 
so  sind  AB  und  BC  nach  der  Eigenschaft  der  Gleiehwinklig- 
keit  auf  einander  folgende  Erzeugende  eines  geraden  Kreis- 
kegcls  von  der  Axe  e;  die  Ebene  ABC  d.  h.  die  Schmiegungs- 
ebene der  Curve  ist  eine  Tangentialebene  dieses  Kegels  und 
somit  (§  G9.;  1.)  normal  zu  der  Ebene,  welche  die  entspre- 
chende Berührungserzeugende  mit  seiner  Axe  bestimmt,  d.  h. 
die  Ebene  ABC  ist  normal  zur  Ebene  AB,  e wie  cs  der  Satz 
behauptet.  *) 

Diese  Betrachtung  zeigt  nun  aber  weiter,  dass  in  jeder 
auf  einer  developpabeln  Fläche  gezeichneten  Curve  auf  einan- 
der folgende  Elemcntenpaare  AB,  BC  Vorkommen  können, 
welche  bei  der  Entwickelnng  derselben  in  die  nämliche  ge- 
rade Linie  fallen,  d.  h.  welche  in  der  durch  Entwickelung 
transformierten  Curve  eine  Inflexionsstclle  bedingen,  während 
sie  auf  der  Developpabeln  Elemente  einer  geodätischen  Linie 
sind.  Und  cs  gilt  der  Satz:  Der  Punkt  .B  einer  auf  der 
developpabeln  Fläche  gelegenen  Curve  verwandelt 

•)  Wenn  zwei  gegebene  Punkte  C in  verschiedenen  Kbenen  mit 
einem  Punkte  B in  der  Schnittlinie  derselben  so  verbunden  werden  sollen, 
dass  AB’\-BC  den  kleinsten  Werth  hat,  so  müssen  AB  und  BC  mit 
der  Scdmittlinie  gleiche  Winkel  einschliesscn. 

ln  Folge  der  allgemeinen  Qiiltigkeit  dieses  Satzes  werden  die  spn- 
teron  Entwickelungen  zeigen,  dass  die  Erörterung  des  Textes  für  jede 
mögliche  knimme  Flache  gilt  und  dass  also  die  entwickelte  Eigenschaft 
der  geodätischen  Linie  allgemein  ist.  In  der  Tlint  ist  die  gcodiitischo 
Linie  als  kürzeste  zwischen  zwei  einander  hinreichend  nahen  Punkten 
auf  einer  beliebigen  Fläche  die  Lage  eines  zwischen  ihnen  auf  der  Fläche 
gespannten  vollkommen  biegsamen  Fadens;  in  jedem  Punkte  desscll>en 
wirken  die  gicichgrossen  Endspannungon  in  den  Uichtnngen  der  Nach* 
burelcmcntc  und  die  in  der  Ebene  dieser  letztem,  d.  li.  der  Sehuuegnngs* 
ebene,  gelegene  Mittelkraft  derselben  muss,  als  von  der  FlHcbc  voll- 
Ktiindig  aiifgcnotnmen,  in  der  Normalo  derselben  durch  ihren  Fusspiiiikt 
wirken. 
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sich  dann  in  einen  Inflcxion.spunkt  der  trans- 
formierten Curvc  in  der  Entwickelung,  wenn  die 
Scliniiegungsebene  der  Curve  in  tt  normal  ist  zur 
Tangentialebene  der  dcveloppabeln  Fläche  in  B. 

Die  ebenen  Schnitte  von  Kegel-  und  Cylinderflächen  — 
als  die  einfachsten  bisher  hervorgetretenen  Curven  auf  deve- 
loppalreln  Flächen  — werden  in  der  Abwickelung  mit  diesen 
im  Allgemeinen  Inflexionen  zeigen,  nämlich  in  den  Transfor- 
mierten derjenigen  von  ihren  Punkten  und  Tangenten,  in 
welchen  die  Schnittebenc  zur  bezüglichen  Tangentialebene  des 
Kegels  respectivo  Cylinders  normal  ist. 

Man  findet  dieselben  für  den  Kegel  (vergl.  Fig.  144.), 
indem  man  von  seiner  Spitze  M die  Normale  zur  Schnitt- 
ebene  fällt,  und  durch  diese  die  möglichen  Tangentialebenen 
an  ihn  legt;  ihre  Bcrührungscrzeugcndcn  yT//„  und  sie  selbst 
bestimmen  mit  der  Schnittebene  die  Punkte  J und  Geraden 
JT*,  welche  sich  in  der  Abwickelung  in  die  Inflexionspunkte 
und  zugehörigen  Intiexionstangonten  der  transformierten  ver- 
wandeln. Sie  sind  in  der  Fig.  144.  in  die  Abwickelung  ein- 
getragen mittelst  der  höher  gelegenen  Ilorizontalebene,  für 
welche  die  Verticale  durch  M"  die  erste  Spur  der  Schnitt- 
ebenc ist.  Für  den  Cylinder  bestimmen  die  Richtung  seiner 
Erzeugenden  und  die  der  Normalen  zur  Schnittebene  die 
Stellung  der  Tangentialebenen,  welche  in  gleicher  Weise  die 
Frage  beantworten. 

1)  Denken  wir  die  Tangentialebene  des  Kegels  längs 
der  Erzeugenden  e normal  zur  Schnittebene  und  zur 
Projectionsebene  XdZ,  die  Erzeugende.«  selbst  pa- 
rallel zur  Axo  OZ  gemacht,  so  dass  die  Schnittebene 


eine  zweite  projicicrende  Ebene  wird, 
und  sehen  wir  die  Kegelfläche  als 
eine  Pyramide  von  sehr  schmalen 
Seitenflächen  an,  deren  vorhergehende 
und  nächstfolgende  in  und  die 
Ebene  der  Erzeugenden  e schneiden 
(Fig.  145.),  so  gelangen  die  Punkte 
A und  C,  die  in  eind  C ’ projicier- 


Fig.  H5. 


ten  zu  B nächstbenaehbarten  Punkte  der  Schnittcurve, 


bei  der  Umlegung  dieser  Nachbarflächen  in  die  Fläche 
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von  p nach  {A)2  und  (C)^  auf  entgcgengetzten  Seiten 
von  «2,  der  Tangente  der  Entwickelung. 

2)  Man  erörtere  die  Ausnahme,  welche  stattfindet,  wenn 
c zu  Sj  normal  ist. 

3)  Man  zeige  die  Gültigkeit  dieser  Entwickelung  für 
developpahle  Flächen  im  Allgemeinen. 

4)  Die  Inflexionsstellen  sind  Punkte  von  unendlich  gro- 

ssem Krümmungsradius  (§.  flS.;  8.).  Die  Unter- 
suchung der  Veränderung,  welche  der  Ki-ümmungs- 
radius  einer  Curve  im  Punkte  B durch  die 

Entwickelung  der  Developpabcln  erfährt,  muss  also 
auch  auf  sie  führen.  Da  die  Bogenlänge  ABC---  sich 

nicht  ändert,  so  sind  die  Krüm- 
mungsrcadicn  indirect  propor- 
tional den  Winkeln  y und  /, 
welche  die  auf  einanderfolgen- 
den Elemente  AB,  BC  der  Curve 
(Fig.  146.)  und  ihrer  transfor- 
mierten A" B',  B'C  mit  einander 
cinschliessen.  Ist  dann 


l_ABC  — ff,  L{A B,  Cj)  — — ß-t} 

so  ist 

y = n — a,  /=a:  — (^, +/Jj) 

und  da  die  Kantenwinkel  a,ß,,ß.,  einer  dreiseitigen 
Ecke  angehören,  die  an  der  Kante  A B den  Flächen- 
winkel (p  hat,  den  Neigungswinkel  der  Ebene  der  Cur- 
vcnelemcntc  ABC,  welche  in  .P  zusaminenstossen,  mit 
der  Tangentialebene  in  B,  so  ist : 


cos  q>  = Ihn  - 


= lim  - 


cosß^  — cosa  cosß, 
sin  a sin 

— cos  {y  ß,)  + cos  y ras  ß, 
sin  y sin  ß^ 


> 


oder  nach  der  indirecten  Proportionalität  dieser  Con- 
tingcnzwinkel  zu  den  bezüglichen  Krümmungsradien 
hat  man  den  Satz:  Die  Krümmungsradien  einer  Curve 
und  ihrer  Transformierten  in  entsprechenden  I’unkten 
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verhalten  sich  wie  der  cosinus  des  Winkels  der 
Sehmicgungsebcne  der  Curve  und  der  Tangential- 
ebene der  Developpabeln  zur  Einheit.  Für  9p  = 90" 
wird  daher  der  Krüinimingsradius  der  Transformier- 
ten unendlich  gross. 

f))  Man  erörtere  die  Anzahl  und  die  Bedingungen  der 
Realität  der  Inflcxronen  für  die  Abwickelungen  der 
ebenen  (clliptisclien , parabolischen,  hyj)crbolischen) 
Schnitte  des  geraden  Kreiskegcls;  resp.  der  ellipti- 
schen des  geraden  Kreiscyli\jders. 

0)  Man  construierc  einen  ebenen  hyperbolischen  Schnitt 
des  geraden  Kreiskegels  tind  seine  Abwickelung  für 
zwei  reelle  InHoxionen  der  Letzteren. 

7)  Die  Entwickelung  des  elliptischen  Schnittes  des  Ro- 

tationscylinders  — die  Sinusoidc  — zeigt  zwei  Scheitel- 
Punkte  B,  deren  l'angenten  zu  den  Erzeugenden 
normal  sind,  und  zwei  Intlexionspunkte  mitten 

zwischen  denselben.  AVas  ergiebt  sich  für  die  Lage 
der  Inttexionstangenten  ? 

8)  Können  in  den  Abwickelungen  der  ebenen  Schnitte 
des  Rotationskegcls  Doppelpunkte  oder  insbeson- 
dere Rückkehrpunkte  auflreten?  Welches  ist  ihre 
Bedeutung  ? 

7iL  Die  geodätische  Linie  auf  der  Fläche  des 
Rotationseylinders  nennt  man  die  Schraubenlinie 
oder  Helix;  die  von  ihren  Tangenten  erzeugte  Fläche  ist 
die  devcloppable  Schraubenfläche. 

Als  wichtigste  Anwendung  des  Vorigen  und  als  erstes 
Beispiel  einer  gewundenen  Curve  und  allgemeinen  Dcvclop- 
pabeln  verdient  sie  eingehende  Untersuchung. 

Sind  A,  B (Fig.  147.)  die  beiden  Punkte  der  Cylinder- 
Hächc  (Schraubencylinder),  durch  welche  die  Schraubenlinie 
bestimmt  ist,  so  erlangt  man  ihre  Darstellung  in  Parallcl- 
projection  auf  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  zur  Cylin- 
deraxe  (Schraubenaxe)  normal,  die  andere  zu  ihr  parallel 
ist,  wie  folgt:  Man  verzeichnet  in  einem  Parallelstreifen  von 
der  Breite  CB  gleich  dem  Umfang  2nr  dos  Normalschnittes  A' 
vom  Cylinder  (vergl.  § 71.;  1.)  die  Abwickelung  seines  Man- 
tels unter  Eintragung  der  Punkto  J und  B und  zieht  die 

Fiedler,  Dantollcndo  fieometrto.  16 
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gerade  Verbindungslinie  derselben.  Mau  tbeilt  diese  Letz- 
tere in  eine  genügend  grosse  Anzahl  gleicher  Theile,  zieht 
durch  die  Theilp\inkte  die  Erzeugenden  des  Cylinders  bis 
zum  Norinalschnitt  A',  ti'ägt  die  Fusspunkte  derselben  in 
die  erste  Projection  von  A'  nach  B'  hin  ein  und  bestimmt 
die  zweiten  Projectioncn  der  bezüglichen  Punkte  der  Schrau- 
benlinie in  den  Perpendikeln  aus  den  ersten  zur  Axe  OX  durch 
Einträgen  der  aus  der  Abwickelung  ersichtlichen  Höhen  der- 
selben über  dem  Normalschnitt  von  dieser  Axe  aus  oder  von 
der  ihr  Parallelen,  welcl^c  die  zweite  Projection  des  Normal- 
schnittes  darstellt.  Das  Stück  der  Schraubenlinie,  welches 

Fig.  117, 


zwischen  den  auf  cinanderfolgenden  Punkten  derselben  Cj-- 
linder-Erzeugenden  in  ihr  gelegen  ist,  also  C^  1)^  für  die  durch 
AB  gehende,  heisst  ein  Umgang  derselben,  oder  ein  Schrau- 
be ngang.  Die  Differenz  der  in  der  Erzeugenden  gemesse- 
nen Abstände  dieser  Punkte  vom  Normalschnitt , also 
2>gJ!)i  = C„C|  ist  die  G anghöhe  h der  Schraubenlinie.  Den 
Winkel  i),  = ß,  das  Coinplemcnt  des  von  der  Schrauben- 

linie mit  der  Gylinder-Erzeugenden  eingeschlosscnen  Winkels, 
nennen  wir  die  Neigung  der  Schraubenlinie.  Der  Grund- 
kreisradius r,  die  Ganghöhe  h und  die  Neigung  ß sind  in  der 
lielation  verbunden  2rn-tanß  — h.  Die  äquidistanten  Pa- 
rallelen C, />! , repräsentieren  die  einander  folgenden 

Schraubengänge  in  der  Abwickelung. 
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Die  aufeinander  folgenden  Gänge  der  Schraubenlinie  sind 
einander  congruent  und  da  man  jeden  beliebigen  Punkt  der- 
selben als  Anfangspunkt  eines  (Janges  betrachten  kann,  so 
sind  überhaupt  gleichlange  Stücke  der  Schrauben- 
linie einander  congruent;  oder  die  Schraubenlinie  ist 
in  sich  selbst  verschiebbar.  Sie  theilt  diese  Eigenschaft  nur 
mit  der  Geraden  und  dein  Kreis. 

1)  Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einem  Kreise  gleichförmig 
dreht,  während  dieser  selbst  bei  unveränderter  Stel- 
lung seiner  Ebene  sich  gleichförmig  so  bewegt,  dass 
sein  Mittelpunkt  eine  zu  dieser  Ebene  normale  Ge- 
rade durchläuft,  so  beschreibt  der  Punkt  eine  Ilelix. 

2)  Die  schrägen  Parallelprojeetionen  (Schlagschatten  für 
Sonnenlicht)  der  Schraubenlinie  auf  die  Ebene  des 
Gruudkrcises  A' sind  Cycloiden  und  zwar  gemeine, 
verlängerte  oder  verkürzte  Cycloiden,  jenachdein  die 
projicierenden  Geraden  zur  Grundkreisebene  gleiche, 
oder  grössere  oder  kleinere  Neigung  haben  als  die 
Schraubenlinie  selbst.  (Vergl.  §§  82.;  3.;  84.;  3.) 

3)  Alle  Parallelprojeetionen  der  Schraubenlinie  — ortho- 
gonale und  schräge  auf  beliebige  Ebenen  — sind  af- 
fine Figuren  von  Cycloiden. 

4)  Man  erläutere  an  der  orthogonal-axonometrischen  Dar- 
stellung in  Tafel  I.,  § 74.;  10.  die  Form  der  Schrau- 
benlinien S und  D,  von  denen  die  eine  Inflexionen,  die 
andere  Doppelpunkte  zeigt.  Beide  haben  gleiche 
Ganghöhe  und  verschiedene  Grundkreisradien.  Für 
eine  zwischen  den  i.etzteren  liegende  Grösse  des 
Grundkreisradius  würde  das  Bild  der  Schraubenlinie 
von  derselben  Ganghöhe  Rückkehrpunkte  zeigen.  Wie 
wäre  dieselbe  zu  ermitteln  V 

5)  Die  zweite  Projection  der  Schraubenlinie  besitzt  In- 
riexionen  in  allen  den  Punkten,  welche  in  der  zwei- 
ten Projection  ihrer  Axe  liegen;  die  zugehörigen  In- 
Hexionstangeuten  haben  die  Neigung  ß gegen  die 
Axe  OX. 

(3)  Die  Schmieguugsebene  der  Schraubenlinie  in  je- 
dem ihrer  Punkte  ist  normal  zur  Tangentialebene  des 
Cylinders  in  diesem  Punkte. 

16* 
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7)  Der  Krümmungskreis  und  die  Schmiegungs- 
kugel der  Schriiubenlinie  haben  für  alle  Punkte  dersel- 
ben die  nämliche  und  ein  und  dieselbeLänge  desKadius. 

8)  Der  Krümmungsradius  p für  einen  Punkt  der 
Schraubenlinie  fällt  in  die  durch  ihn  gehende  Nor- 
male zur  Axe  des  Schraubencylinders;  die  Krüm- 
raungsmittelpunkte  der  Schraubenlinie  bilden  so- 
mit eine  zweite  Sehraubenlinie  von  derselben  Gang- 
höhe und  gleich  hoch  gelegenem  Anfangspunkt  auf 
einem  Cylinder  von  der  nämlichen  Axe  und  dein 
Grundkreishalbmesser  (p  — r). 

74.  Legt  man  durch  einen  Punkt  A der  Schraubenlinie  in 
der  Abwickelung  den  Normalschnitt  k'  des  Schranbencylinders 
und  zieht  durch  den  beliebigen  Punkt  B derselben  die  Erzeu- 
gende, bis  sie  in  2?^  den  Normalschnitt  schneidet,  so  ist  nach 
§§  71.,  73.  die  Länge  AD„,  d.  i.  die  entsprechende  Bogenlänge 
des  Grundkreises,  zur  Bestimmung  der  Projection  der  Schrau- 
benlinien-Tangcntc  in  B zu  gebrauchen:  Man  zieht  in  die 
Tangente  des  Grundkreises  und  trägt  auf  ihr  die  wahre  Länge 
des  Bogens  B,^A  in  TJgS,  ab,  dann  ist  S,  der  Durchstosspunkt 
der  fraglichen  Tangente  in  der  Ebene  des  Grundkreises. 

Man  erhält  somit  den  Ort  der  Durchstosspunktc  der  auf- 
einander folgenden  Tangenten  der  Schraubenlinie  in  der  Grund- 
kreisebene oder  in  der  Normalschnittebene  des  Schrauben- 
cylinders durch  den  Punkt  A derselben,  indem  man  in  den 
entsprechenden  Punkten  2?g  des  Grundkreises  die  Tangenten 
dieses  Letzteren  zieht  und  auf  dieselben  von  B„  aus  die  jedes- 
malige Bogenlänge  des  Grundkreises  von  B„  bis  A abträgt. 
Dieser  Ort  ist  somit  die  Evolvente  des  Grundkreises 
K für  den  Anfangspunkt  A (Fig.  148.),  und  zwar  ent- 
spricht von  den  beiden  Evolventen  desselben,  mit  diesem 
Anfangspunkt  die  eine  dem  von  A aus  aufsteigenden,  die  an- 
dere dem  von  A aus  absteigenden  Theil  der  Schraubenlinie. 

Jedem  Schraubengang  entspricht  ein  Umgang  der  Kreis- 
evolvente. Wir  sagen:  Die  Spur  der  developpabeln 
Fläche  der  Schraubenlinie  in  der  Ebene  dos  Grund- 
kreiscs  ist  von  den  Evolventen  desselben  für  den 
in  ihm  gelegenen  Punkt  der  Schraubenlinie  alsAn- 
fangspunkt  gebildet. 
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Zeichnet  man  also  für  den  in  der  ersten  rro  jectionsebene 
gelegenen  Punkt  Ä der  Schraubenlinie  die  beiden  Evolventen 
des  Grundkreises,  so  sind  dieselben  die  besagten  Spuren  der 
devcloppablen  Schraubenfläc-hc  in  dieser  Projectionsebene ; sie 
sind  aber  zugleich  die  ersten  Projectionen  ihrer  Spuren  in 
allen  den  zu  A’  0 P parallelen  Ebenen,  welche  durch  die  Punkte 
der  Schraubenlinie  in  der  von  A aus  gehenden  Cylinder-Er- 
zeugenden  gelegt  sind  — und  zwar  immer  mit  der  nämlichen 
Beziehung  wie  vorher  zu  dem  von  da  aus  auf-  und  re.sp.  ab- 
steigenden Gange. 

Jlit  Hilfe  dieser  Bemerkungen  verzeichnet  man  alle  Tan- 
genten der  Schraubenlinie  mit  gleicher  Genauigkeit.  Denn  ist 
die  erste  Projection  e einer  solchen  gegeben,  so  ist  von  den 


lig.  ii.". 


ligen  Schnitten  derselben  mit  den  beiden  bezeichneten  Evol- 
venten der  eines,  ihr  Durchstosspunkt  in  der  Ebene  desGrund- 
kreises  und  der  ersten  Projection  selbst,  der  andere  S*  ihr 
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Durchstosspunkt  in  der  um  die  Ganghiilie  idier  ihr  gelegenen 
Parallelebene. 

1)  Für  XO  Y als  Horizontalebcno  l,Fig.  148.)  i.st  die  Tan- 
gente e der  Schraubenlinie  in  jedem  ihrer  Punkte  die 
Falllinic  der  zugehörigen  Schmiegungsebenc  s, , der- 
.selben;  alle  Schiniegungsebenen  der  Schraubenlinie 
sind  gleich  geneigt  gegen  die  Ebene  des  Orundkroises 
und  gegen  die  Axe  des  Schraubencylinders.  Die  de- 
veloppable  Schraubenfläche  ist  eine  developpable 
Fläche  von  gleichem  Fallen. 

2)  Wenn  man  auf  allen  Tangenten  der  Schraubenlinie 
von  den  Berührungspunkten  aus  gleiche  Stücke  nach 
derselben  Seite  (aufwärts  oder  abwärts)  abträgt,  so 
bilden  die  Endpunkte  derselben  eine  neue  Schrauben- 
linie, welche  auf  einem  Kreiscylindcr  von  derselben 
Axe  liegt.  Concentrische  Kreise  aus  dem  Fusspunkl 
der  Axe  in  der  zu  ihr  normalen  Projectionsebene  sind 
die  gleichnamigen  Projectionen  ebenso  vieler  Schrau- 
benlinien von  einerlei  Ganghöhe  und  auf  derselben 
developpaV)len  Fläche  — der  Tangentenfläche  der  ur 
sprünglichen. 

Kid.  11!'. 

\ ■ 


.8)  Zwei  Schraubenlinien  von  gleicher  ftanghöhe  h und 
einerlei  Axe,  die  durch  ihre  Anfangspunkte 
und  Grundkreisc  h\,  A’j  in  XOY  gegeben  sind,  be- 
stimmen eine  developpable  Schraubenfläc.he,  auf  der 
sie  liegen.  Jlan  ermittle  die  Schraubenlinie  K,  deren 
Tangentenfläche  diese  Letztere  ist.  Die  Figur  149. 
zeigt  die  Gonstruction  und  soll  erklärt  werden. 
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4)  Man  zeige,  dass  zwei  Curven  in  verschiedenen  Ebenen 
und  zwei  Raumeurven  überhaupt  eine  doveloppable 
Fläche  bestimmen,  auf  der  sie  liegen. 

5)  Man  bestimme  einen  Punkt  der  dovelopj)abelu  Schrau- 
benfläehe  und  die  zugehörige  Tangentialebene  der- 
selben aus  der  gegebenen  Projeetion  desselben  auf 
die  zur  Axe  der  Schraube  normalen  Ebene. 

(j)  Die  Tangente  der,Kreisevolvente  in  jedem  ihrer  Punkte 
ist  normal  zu  der  einen  von  demselben  ausgehenden 
Tangente  des  Grundkreises  — als  Spur  derjenigen 
Schmiegungsebeno  der  Sediraubenlinie  in  der  Grund- 
kreisebene, welche  die  Developpable  längs  der  Er- 
zeugenden berührt,  von  der  jene  Tangente  die  erste 
Projeetion  ist. 

7)  Man  construiere  a\is  Ganghöhe  und  Grundkrcishalb- 
messer  die  Projectionen  einer  Schraubenlinie  mittelst 
ihrer  Tangenten  und  bezeichne  nachher  auf  denselben 
die  zugehörigen  Berührungspunkte. 

S)  Man  zeichne  die  axonometrische  Darstellung  der 
Schraubenlinie  und  ihrer  TangentcnHächc  für  zwei 
Gänge  zwischen  den  Norinalschnitten  der  Endpunkte. 

!))  Die  beiden  entgegengesetzten  Evolventen  E,  E*  des 
Grundkreises  K aus  dem  Anfangspunkt  schneiden 
einander  einmal  bei  jedem  Umgang  in  dem  Durch- 
messer des  Anfangspunktes  — also  in  />  zuerst  (Tafel  I.); 
jeder  dieser  Punkte  ist  der  gemeinsame  Durchstoss- 
piinkt  von  zwei  Tangenten  /,  i*  der  Schraubenlinie  S, 
von  denen  die  eine  zum  untern,  die  andere  zum  obern 
Gange  gehört.  Mit  der  Verschiebung  der  Grundkreis- 
ebene  rückt  der  Anfangspunkt  und  mit  ihm  diese 
Schnittpunkte  //,/)"•••;  ; sie  beschrei- 

ben Schraubenlinien  D von  derselben  Ganghöhe  wie 
jener.  Mit  andern  Worten:  Die  devclop[)able 
Schrau henfläehe  durchschneidet  sich  selbst 
in  Schraubenlinien  von  gleicher  Ganghöhe 
und  Axe  mit  der  gegebenen,  aber  von  wach- 
senden G run dk rcisha  1 hm essern,  indem  sic 
den  ganzen  Raum  erfüllt.  Die  Figur  zeigt  eine 


Digilized  by  Google 


248 


Zweiter  Theil. 


derselben  in  axonoinetrischer  Projection.  Man  wird 
darin  ihre  Construction  vollständig  erkenenn.*) 

10)  In  welcher  Weise  kann  die  Existenz  dieser  Doppel- 
curve  D zur  genauen  Zeichnung  der  Schraubenlinie 
und  ihrer  developpabeln  Fläche  benutzt  werden? 

11)  l.)a  die  Tangenten  in  Punkten  der  Schraubenlinie, 
welche  derselben  Erzeugenden  des  Cylinders  ange- 
hören, parallel  sind,  so  besitzt  die  dcveloppable 
Schraubenfläche  überdiess  einen  vielfachen  Kreis  iin 
Unendlichen;  die  Itichtung  der  Axe  ist  sein  Mittel- 
punkt. 

12)  Man  erörtere  die  orthogonal-projcctivische  Darstellung 
einer  Schraubenlinie  von  gegebenem  Anfangspunkt 
A bei  gegebener  Ganghöhe  h und  für  eine  durch  ihre 
Projectionen  bestimmte  schräge  Axe  derselben. 

75.  Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes 
M zu  allen  Erzeugenden  e,-  einer  developpabeln  Fläche  Pa- 
rallellinien Ci*  und  zu  allen  Tangentialebenen  E,  derselben 
Parallelebcncn  E,*  legt,  so  sind  jene  die  Erzeugenden  des- 
selben Kegels,  den  diese  umhüllen,  weil  den  aufeinander  fol- 
genden Erzeugenden  c,,  der  developpabeln  Fläche  in  ihrer 
Tangentialebene  die  aufeinanderfolgenden  parallelen  Erzeugen- 
den e*,  Cj*  und  ihre  zu  jener  parallele  Ebene  entsprechen. 

Wir  nennen  diesen  Kegel  den  Richtungskegel  der 
developpabelen  Fläche.  Für  die  developpabele  Schrauben- 
fläche insbesondere  ist  er  ein  Rotationskegel  von  verticaler 

Axe  mit  dem  Winkel  — ß'^  als  halben  Winkel  an  der 

Spitze,  seine  zweiten  Umrisse  sind  also  den  Inflexionstangen- 
ten der  zweiten  Projection  der  Schraubenlinie  parallel. 

Mit  Hilfe  dieses  Kogels  löst  man  folgende  Aufgaben: 

a)  Man  construiert  dio  Schmiegungsebenen  der 
Schrauben  linie  durch  einen  Punkt/*  im  Kau  me  (Fig. 
150.)  — indem  man  die  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen 
des  Parallelkegels  aus  P zum  Richtungskegel  mit  der  deve- 
loppabeln Schraubenfläche  bestimmt;  ihre  ersten  Spuren  sind 
die  gemeinsamen  Tangenten  der  kreisförmigen  ersten  Spur 

*)  Der  Schrift  (D,  ‘jP,  •••  der  Tafeln  cnt»iireclien  die  D,  P,  •••  dea 
Textes,  der  Schrift  T),  S,  •••  dort  die  D,  8,  •••  hier. 
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des  Kegels  und  der  der  Schraubenfliiehe,  für  welche  diese 
Curven  auf  derselben  Seite  liegen.  Die  zugehörigen  Erzeu- 
genden e, , c.j  der  developpabeln  Fläche  und  die  entsprechen- 
den Punkte  der  Schraubenlinie  sind  damit  bestimmt. 

b)  Man  construiert  die  zu  einer  Geraden  r/ paral- 
lelen Schmiegungsebenen,  indem  man  diejenigen  Tangen- 
tialebenen der  developpabeln  Schraubenfläche  bestimmt,  welche 
zu  den  Tangentialebenen  des  Richtungskegels  parallel  sind, 
die  die  Richtung  der  Graden  ff  enthalten.  (§  64.,  e;  8.) 

c)  Man  construiert  die  zu  einer  Ebene  paral- 
lelen Tangenten  der  Schraubenlinie  — indem  man  die 
Erzeugenden  des  Richtungskegels  aufsucht,  welche  der  Pa- 
rallelen dieser  Ebene  durch  seine  Spitze  angchören;  die  ge- 
suchten Gevaden  sind  die  ihnen  parallelen  Erzeugenden  der 
developpabeln  Schraubenflächc. 

Fig,  ISO. 


1)  Man  bestimme  diejenigen  Schmiegungsebenen  einer 
gegebenen  Schraubenlinie,  welche  der  tlalbicrungsaxe 
^ parallel  sind.  (§  46. ; 4.) 

2)  Man  construicre  die  zur  Ebene  parallelen  Tan- 
genten einer  gegebenen  Schraubenlinie,  d.  h.  diejeni- 
gen, deren  erste  und  zweite  Projectionen  zu  einander 
parallel  sind. 
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3)  Man  construiere  (,liejenip;en  Tangenten  einer  Sclirau- 
benlinie  mit  zu  OZ  paralleler  Axe,  wclehc  zur  zwei- 
ten Projectionsebene  unter  30®  geneigt  sind  und  er- 
örtere die  Bedingung  ihrer  Existenz. 

di  Man  bestimme  diejenigen  Sehmiegungsebcnen  der 
Schraubenlinie,  welche  zu  einer  gegebenen  Ebene 
normal  sind. 

n)  Wenn  ein  Punkt  der  Baumcurve  als  Scheitel  für  den 
Richtungskogel  ihrer  Developpabeln  genommen  wird, 
so  berührt  diese  den  Kogel  längs  einer  Erzeugenden 
nach  der  zw'eiten  Ordnung,  d.  h.  die  Spur  der  Deve- 
loppabeln und  des  Kegels  in  jeder  die  Spitze  nicht 
enthaltenden  Ebene  berühren  sieh  dreipunktig  oder 
usculieren  sich  im  Durchstosspunkt  jener  Erzeugenden. 

()l  Wie  w’ürde  man  für  zwei  developpable  Flächen  im 
Allgemeinen  die  Gruppen  jiaralleler  Schmiegungs- 
ebonen  respective  paralleler  Erzeugenden  bestimmen? 

7)  Man  erläutere  die  Aufgaben  a),  b)  als  die  Aufgabe 
der  Bestimmung  der  Sclbstschatten-  und  Schlagschat- 
tengrenzen der  developpablen  Schraubenfläche. 

8)  Die  Beleuchtungsvcrhältnissc  der  developpabeln 
Schraubenfläche  sind  durch  die  des  geraden  Kreis- 
kegols  völlig  bestimmt,  der  ihr  Richtungskegel  ist 
(vergl.  §§  124.,  125.);  ebenso  die  jeder  developpablen 
Fläche  durch  die  ihres  Kichtungskegels. 

78.  Einen  ebenen  Querschnitt  der  developpablen 
.Schraubenfläche  construiert  man  als  den  Ort  der  Durch- 
schnittspunktc  der  Tangenten  der  Schraubenlinie  und  als  die 
Fnveloppe  der  Durchschnittslinicn  der  Schmiegungsebenen 
der  Schraubenlinie  mit  der  Schnittebenc.  Man  dcarf  für 
diese  Construction  die  zweite  Projectionsebene  — parallel  zur 
Schraubenaxe  — speciell  so  gewählt  voraussetzen,  dass  sic 
zur  Schnittebeue  normal  ist,  dass  also  die  zweite  Pi'ojcetion  der 
.Schnittcurve  in  ihre  zweite  Spur  fällt.  Dann  hat  man  die 
zweiten  Projectionen  der  Punkte  der  Schnittcurve  direct  in 
dieser  Spur  auf  denen  der  bezüglichen  Tangenten  der  Schrau- 
benlinien und  erhält  aus  ihnen  die  ersten  in  den  ersten  Pro- 
jectionen dieser  Letzteren  und  man  findet  die  ersten  Durch- 
stosspunkte  der  zugehörigen  Tangenten  der  Schnittcurve  in  der 
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«'rstcn  Spur  der  Schnittebene  und  den  ersten  Spuren  der  jenen 
Tangente^  entsprechenden  Schiniegungsebeiien  oder  den  be- 
züglichen Tangenten  der  Kreisevolvente.  (Tafel  II.) 

Specielles  Verfaliren  erfordert  nur  die  liestiminung  der- 
jenigen Punkte  der  Schnittcurve,  die  in  den  zur  l’rojeetions- 
axe  normalen  Tangenten  der  Curve  liegen;  in  der  Tafel  II. 
ist  der  Punkt  K ein  solcher,  dem  untern  Gang  entsprechend. 
Man  hat  £"  (E)  gleich  £),,  K' . 

Die  Schnittcurve  besitzt  a)  unendliche  Aeste  entspre- 
chend denjenigen  Tangenten  (c,  (Tafel  II.)  der  Schrauben- 
linie, welche  der  Schnittebenc  parallel  sind  nnd  die  Durch- 
schnittslinien der  Schnittebene  mit  den  zu  diesen  T.mgenten 
gehörigen  Sehmiegungsebenen  der  Scliraubei|linie  sind  die 
entsprechenden  A.symptoten  der  Schnittcurve.  Legt  man 
durch  die  Spitze  .1/  des  Kichtiingskegcls  eine  zur  Schnittebene 
parallele  Kbenc,  so  schneidet  diese  aus  ihm  die  Erzeugenden 
-Wi/,  ,3/f/j  aus,  welche  den  fraglichen  Tangenten  der  Schrau- 
benlinie parallel  sind  (;?  75. ; c.) ; schneidet  diese  Ebene  den 
besagten  Kegel  nicht  in  reellen  Erzeugenden,  so  hat  die 
.Schnittcurve  keine  unendlichen  Aeste;  berührt  sic  denselben 
lilngs  einer  Erzeugenden,  so  entspricht  der  Hichtung  dieser 
Erzeugenden  ein  unendlich  ferner  Punkt  der  Schnittcurve  mit 
einer  unendlich  fernen  Tangente,  d.  h.  die  Schnittcurve  hat 
einen  parabolischen  Ast  (§•;() ; 10.).  Alles  diess  wiederliolt 
sich  für  jeden  Umgang  der  Schraubenlinie  und  ilircr  Deve- 
loppabeln. 

Die  Schnittcurve  ist  b)  ira  Allgemeinen  in  zwei 
Punkten  für  jeden  Gang  eine  geodätische  Linie  der 
developpabeln  Schraubcnflächc,  nämlich  nach  S 72.  in 
denjenigen  Punkten,  wo  die  Schnittebene  zur  zugehörigen 
Tangentialebene  der  Schraubenflächc  normal  ist.  Die  zur 
Schnittebenc  normalen  Tangentialebenen  <les  Kichtungskegels 
geben  daher  die  .Stellungen  dieser  letzteren  Tangentialebenen 
und  damit  auf  den  entsprechenden  Tangenten  der  Schrau- 
benfläche die  bezeiehneten  Punkte.  In  Tafel  II.  sind  solche 
Punkte  nicht  vorhanden,  weil  die  Normale  der  Schnittebene 
aus  der  .Spitze  ins  Innere  der  Kegelfläche  fällt. 

Die  .Schnittcurve  hat  c)  Doppelpunkte  I>  mit  reellen 
und  verschiedenen  Tangenten  in  den  Punkten,  wo  die  Schnitt- 
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ebene  den  jenigen  Schmiibcnlinicn  begegnet,  die  wir  in  §74.; 
!).  als  den  Sclbstdurehsehnitt  der  Fläche  bildciyl  erkannt 
haben,  weil  sie  in  ihnen  je  zwei  nicht  aufeinander  folgenden 
Tangenten  der  Schraubenlinie  begegnet;  die  zwcitcn^Projec- 
tionen  derselben  liegen  in  der  zweiten  Spur  der  Schnittebenc 
und  den  zweiten  Projcctioncn  jener  concentrischcn  Schrauben- 
linien von  gleicher  Ganghöhe.  Die  Figur  enthält  zwei  dieser 
Doppelpunkte  /), , D.,,  aber  für  den  letzteren  nur  den  einen 
Curvenast. 

Die  Schnittcurve  hat  d)  Kückkehrpunkte 
in  den  Durchschnittspunkten  der  Schnittebenc  mit  der  gege- 
benen Schraubenlinie;  denn  in  jedem  dieser  Punkte  wird  sie 
von  zwei  aufeinander  folgenden  Tangenten  der  Schrauben- 
linie geschnitten  und  die  dem  erzeugten  Doppelpunkt  ent- 
sprechenden Tangenten  r,,  »-j,  rj'^^fallen  in  der  Schnittlinie  der 
entsprechenden  Schmiegungsebene  mit  der  Schnittebenc  zu- 
sammen. 

Man  nennt  daher  die  Schraubenlinie  die  Rückkohrkante 
der  zugehörigen  dcveloppablen  Schraubenfläche  und  allgemein 
jede  Kaiimcurve  die  Rückkehrkante  ihrer  Tangen- 
tenfläche — weil  auch  das  bezeichncte  Verhalten  ganz  all- 
gemein statt  findet. 

1)  Man  construicre  in  einem  Doppelpunkt  der , ebenen 
Schnittcurve  der  developpabeln  Schraubenflächo  die 
entsprechenden  Tangenten  derselben. 

2)  Man  bestimme  die  Schnittebene  so,  dass  einer  der  be- 
sagten Doppelpunkte  zum  Rückkehrpunktc^wird^und 
characterisicre  dicscn^Rückkchrpunkt  näher. 

3)  Man  construiero  den  ebenen  Schnitt  der  developpabeln 
Schraubenfläche,  welcher  zwei  gegebene  Punkto  der 
Schraubenlinie  enthält  und  in  einem  derselben  eine 
Gerade  von  gegebener  erster  Projection  zur  Rück- 
kehrtangente hat. 

4)  Man  verzeichne  einen  ebenen  Schnitt  der  developpa- 
beln Schraubenfläche  mit  parabolischem  Ast. 

5)  Man  construicre  denjenigen  ebenen  Schnitt  der  deve- 
loppabeln Schraubenflächc,  welcher  in  einem  gege- 
benen Punkte  und  zum  zweiten  mal  auf  einer  gege- 
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bcnen  Erzeugenden  der  Fläclie  Elemente  einer  geo- 
dätischen Linie  der  Fläche  hat. 

G)  Wenn  der  Schnitt  der  developpabeln  SchraubenHäche 
durch  die  Axe  geht,  so  schneiden  sich  die  Schnitt- 
linien seiner  Ebene  mit  den  Schmiegungsebenen  der 
in  ihr  gelegenen  Punkte  der  Schraubenlinie  in  einem 
unendlich  fernen  Punkte;  bei  der  Drehung  der  Ebene  ' 
um  die  Axe  durchläuft  dieser  Punkt  die  Stellung  ihrer 
Normalebene.  Aehnlich  für  die  zur  Axe  parallelen 
Ebenen.  Diese  Eigenschaft  gilt  für  jede  Schnittebenc 
und  deren  Drehung  um  eine  Gerade.  Wie  manifestiert 
sich  das  erste  in  der  Tafel  II.  ? 

7)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit 

. der  developpabeln  SchraubenHäche,  indem  man  den 

Schnitt  ihrer  zweiten  projicirenden  Ebene  mit  dersel- 
ben benutzt. 

8)  Man  bestimme  aus  der  zweiten  Projection  eines  Punk- 
tes der  developpabeln  Schraubenfläche  mit  zu  XO  Y 
normalen  Axe  die  ersten  Projectionen  seiner  ver- 
schiedenen Lagen,  indem  man  die  zu  XOY  parallele 
Ebene  durch  jenen  Punkt  und  die  Evolvente  zu  Hilfe 
nimmt,  in  welcher  diese  die  developpable  Schrauben- 
fläche schneidet. 

77.  Für  die  Abwickelung  der  developpabeln 
Schraubenfläche  und  der  auf  ihr  gelegenen  ebenen 
Schnitte,  etc.  ergeben  sich  folgende  liesultate:  Wir  haben 
gesehen,  dass  die  Schraubenlinie  eine  Curve  von  constanter 
Krümmung  ist  (§  7.3.;  7.)  und  schon  vorher  bemerkt,  dass 
die  Krümmungsradien  einer  Uaumeurve  sich  bei  der  Ab- 
wickelung derselben  mit  ihrer  developpabeln  Fläche  nicht 
verändern  können  (§  G3. ; 4.) , wie  sich  überdiess  auch  aus 
dem  Satze  des  § 72.  in  4.  ergiebt  für  coscp  = 1.  Die 
Schraubenlinie  verwandelt  sich  also  bei  der  Ab- 
wickelung mit  ihrer  Tangentenfläche  in  eine  ebene 
Curve  von  constantem  Krümmungshalbmesser  q, 
d.  i.  in  einen  Kreis.  Wäre  der  Halbmesser  p dieses  Krei- 
ses S nach  seiner  Beziehung  zum  Halbmesser  r des  Schrau- 
bencylinders  und  zur  Neigung  ß der  Schraubenlinie  bekannt, 
so  würde  man  den  Kreis  S verzeichnen,  auf  seine  Peripherie 
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die  Länge  eines  Scliraubenganges  AB  und  bcliel>iger  Theile 
desselben  abtragen,  als  die  Tangenten  des  Kreises  in  den  be- 
züglichen Punkten  die  Kntwickelungen  der  entsprechenden 
Tangenten  der  Schraubenlinie  oder  der  Erzeugenden  der 
dev'eloppabeln  Fläche  erhalten,  endlich  aber  durch  Abtra- 
gung der  wahren  Längen  der  Erzeugenden  vom  zugehörigen 
Punkte  0 der  Schraubenlinie  bis  zu  einem  Punkte  P der 
Fläche  diesen  in  der  Abwickelung  angeben  können.  Die 
AViederholung  dieser  Operation  würde  die  Entwickelung  der 
auf  der  Fläche  gelegenen  Curven,  also  insbesondere  die  ihrer 
ebenen  Schnitte  ergeben. 

Auch  die  Tangenten  solcher  Ourven  erhält  man  durch  die 
Benutzung  der  Spur  der  dcveloppabeln  Fläche  in  der  ersten 
Projectionsebene.  Man  erkennt  Letztere  als  die  dem  Anfangs- 
punkt A der  Schraubenlinie  auf  dem  Kreise  S entsprechende 
Evolvente  E desselben  und  insbesondere  den  Theil  von  ihr,  wel- 
cher dem  Bogen  des  Kreises  S zwischen  Anfangs-  und  Endpunkt 
eines  Ganges  entspricht,  als  die  Abwickelung  eines  Umganges 
der  Spur-Evolvente.  Dazu  giebt  die  EvolventoE’''  von  entgegen- 
gesetztem Abwickelungssinne  für  den  Endpunkt  B des  Ganges 
die  Abwickelung  der  Spur  der  Devcloppabeln  in  der  durch 
den  Endpunkt  des  Ganges  gehenden  Normalebene  zur  Axe. 
Dann  trägt  man  die  Tangente  i einer  auf  der  developpabclu 
Schraubenhäche  gelegenen  Curve  im  Punkte  P in  die  Ab- 
wickelung ein,  indem  man  den  Abschnitt  S,  T bestimmt,  wel- 
chen • sie  auf  der  im  Durchstosspunkt  der  betreffenden  Er- 
zeugenden gezogenen  Tangente  der  Spur-Evolvente  von  jenem 
abgemessen  bestimmt  und  diesen  in  die  Abwickelung  einträgt. 
Es  ist  offenbar,  dass  man  die  ausgezeichneten  Punkte  der  Cur- 
ven auf  der  Fläche,  die  Inflexionen,  die  Asymptoten  dersel- 
ben, ihre  Doppelpunkte  jnebst  den  zugehörigen  Tangenten 
durch  dieselben  einfachen  Mittel  in  der  Abwickelung  ver- 
zeichnen kann.  In  der  Figur  151.  ist  für  die  Schraubenlinie 
von  § 76.  für  den  Gang  AB  derselben  die  Abwickelung  des 
zwischen  den  Spurevolventen  durch  A und  B gelegenen  Theils 
verzeichnet  und  es  sind  darin  für  den  dort  construierten  ebenen 
Querschnitt  die  drei  Büekkehrpunkte  7f, , Äj,  Äj  mit  ihren 
Tangenten  eingetragen;  von  der  Curve  selbst  erscheint  der 
von  nach  oben  gehende  Ast  R.^PQ  und  es  ist  insbesondere 
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die  füntragung  für  den  Punkt  P auf  der  Tangente  der  Selirau- 
benlinie  in  0 — mittelst  der  wahren  Länge  0/*  aus  Tafel  II. 
— und  für  die  ihm  entsprechende  Tangente  t der  Sehnittcurve 
ersichtlich  gemacht,  mittelst  des  auf  der  Tangente  der  Evol- 
vente E in  S|  durch  sie  abgeschnittenen  Stückes  S^  f), ; ebenso 
für  die  Kückkehrtangenten  durch  ihre  1 )urclistos.spunkte  T, , 


Es  erübrigt  also  nur  die  Bestimmung  des  Badius  p des 
Kreises  S;  auch  diese  wird  durch  die  Betrachtung  des  Vor- 
ganges der  Abwickelung  erreicht.  Einem  Gange  der  Schrau- 
benlinie entspricht  der  Umfang  des  Grundkreises  2;rr  und 
seine  Länge  ist  daher  (§  74.)  2-xr  : rosß',  im  Sector  vom  Ka- 
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dius  Q bestimmt  ein  Gang  daher  den  t'cntriwinkel  vom  Bogen- 
maasB  2;tr  : (icosß  und  diess  ist  auch  der  Winkel  derjenigen 
Erzeugenden  in  der  Abwickelung,  welche  dem  Anfangspunkt 
und  dem  Endpunkt  eines  Ganges  entsprechen.  Die  Parallelen 
zu  den  Erzeugenden  eines  Ganges  der  Schraubenlinie  bilden 
am  Richtungskcgel  einen  vollen  Umgang  oder  Mantel  und 
jede  zwei  derselben  werden  bei  der  Entwickelung  seines  Man- 
tels in  eine  Ebene  denselben  Winkel  mit  einander  bilden,  wie 
die  entsprechenden  Erzeugenden  der  developpabeln  Schrauben- 
flächc  in  ihrer  Abwickelung  — vorausgesetzt  nur,  dass  beide 
Abwickelungen  in  demselben  Sinne  geschehen  sind.  Denken 
wir  den  Richtungskcgel  über  dem  Grundkreis  des  Schrauben- 
cylinders  beschrieben , so  ist  sein  Basisumfang  2a  r und  die 
Länge  seiner  Erzeugenden  zwischen  Spitze  und  Basis  r:  cosß, 
also  der  Uentriwinkcl  des  von  der  Abwickelung  seines  Man- 
tels gebildeten  Scctors  im  Bogenmaass  — 2n  cusß.  Man  hat 
also  nach  dem  Vorigen  die  zur  Bestimmung  von  q führende 
Gleichheit 


2a:  cosß 


2^1 


d.  h.  Q cosß  : 1 = r : cosß. 


p cos  ß ’ 

Wenn  man  also  im  Mittelpunkt  des  bezcichneten  Rich- 
tungskegcls  eine  Normale  zur  einen  Umrisslinie  desselben  in 
.\'OZ  errichtet,  so  begrenzen  die  Letztere  selbst  und  diese 
Normale  in  der  Axe  OX  den  Krümnmngsradius  der  Schran- 
c-nlinic.  (Vcrgl.  Tafel  IL,  § 76.)  Darnach  sind  alle  vorher  be- 
sprochenen Gonstructionen  streng  ausführbar. 

1)  Man  construiere  die  Abwickelung  der  developpabeln 
Schraubenfläche  und  ihres  ebenen  Schnittes  zwischen 
den  beiden  Spur- Evolventen  in  den  Noimalebenen 
zur  Schraubenaxe  durch  den  Anfangspunkt  und  den 
Endpunkt  eines  Ganges. 

2)  Der  Gang  der  Schraubenlinie  begrenzt  auf  dem  Kreise 
vom  Halbmesser  p einen  Bogen  von  deniMaasse  27tcosß', 

2nr  r 
cosß 


nämlich 


cos'ß 


Die  Schraubenlinien  von  derselben  Axe  und  Ganghühe 
auf  der  developpabeln  Fläche  (§  74.;  2.)  verwandeln 
sich  bei  der  Abwickelung  in  Kreise,  welche  zum  Kreis 
S concentrisch  sind.  Die  Doppelcurven  der  Fläche 
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(§  74. ; [).)  werden  ancli  zu  solchen  Kreisen  und  diese 
enthalten  die  Abwickelungen  der  Doppelpunkte  aller 
auf  der  Fläche  zu  verzeichnenden  Curven. 

4)  Der  Halbmesser  des  Cylinders  von  derselben  Axe, 
auf  welchem  die  Schraubenlinie  der  Krümmungsinit- 
telpunkte  (§  73.;  8.)  einer  gegebenen  Schraubenlinie 
(;•,  ß)  liegt,  ist 

1 — ros'^ß  , / 

Q — r — r*  = r - - = r luirß  = ;•  • ( ) . 

cos^ß 

Diess  giebt  die  Relation 

5)  Für  die  Neigung  ß*  der  Schraubenlinie  der  Krüm- 
luungsmittelpunkte  hat  man 


lanß*  = 


h 

2nr* 


h __1 
2 a r tati‘ß  tan 


- = cotan 

ß 


ß-, 


d.  h.  die  Tangenten  der  Schraubenlinie  und  die  be- 
züglichen Tangenten  der  Schraubenlinie  ihrer  Krüm- 
inungscentra  sind  normal  zu  einander.  Die  Projec- 
tionen  beider  Schraubenlinien  auf  eine  zur  Axe  pa- 
rallele Ebene  schneiden  sich  deshalb  rechtwinklig  in 
der  Projection  der  Letzteren.  (Vcrgl.  Tafel  II.,  § 7G.) 

ü)  Für  ß — oder  45"  oder  r = ^ = 0,1.59  • h ist 
4 J Tt 

die  Schraubenlinie  der  Krümmungsmittelpunkte  eine 

der  gegebenen  Schraubenlinie  gleiche  Schraubenlinie ; 

für  grössere  Neigungen  ist  r*  grösser,  für  kleinere 

kleiner  als  r. 

7)  Man  kann  aus  der  Bestimmung  des  Krümmungshalb- 
messers der  Schraubenlinie  eine  Formel  und  Con- 
struction  für  den  Krümmungshalbmesser  der 
Ellipse  im  Scheitel  der  kleinen  Axe  ableiten. 
(Vergl.  § 36.;  2.)  In  § 63.;  6.  ist  bemerkt  worden, 
dass  der  Krümmungshalbmesser  einer  Raumeurve  im 
Punkte  P dem  Krümmungshalbmesser  ihrer  Projection 
auf  die  zugehörige  Schmiegungsebene  gleich  ist.  Eine 
solche  Projection  der  Schraubenlinie  — durch  Paral- 
lelen zur  Axe  OZ  — ist  aber  die  Ellipse,  in  welcher 

Fi  «‘Iler,  narstpll^iulö  (•eonu^trie.  17 
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die  Sdmiicgungsebene  des  Punktes  den  Schrmihen- 
cylinder  schneidet  und  diese  hat  r und  r : cosß  zu 
ihren  Ilauptaxen  h und  «.  Man  erhält  also  für  den 
fraglichen  Krümmungshalbmesser  den  Ausdruck  in 
den  Halbaxen  der  Ellipse  n und  b 

e = «’  : b, 

und  begründet  daraus  die  beistehende  Construction  a). 
Sie  giebt  aueli  den  Krümmungshalbmesser  für  die 
Endpunkte  der  grossen  Axe. 


Fig.  15^. 


8)  Da  die  Relation  p = n’ : i allgemein  gilt,  wenn  a der 
Halbdurchmesscr  des  Kegelschnitts  ist,  welcher  nach 
dem  gegebenen  Punkte  P der  Curve  geht  und  b die 
normale  Entfernung  des  Punktes  P von  diesem,  so 
erhält  man  die  Construction  b)  für  den  Krümmungs- 
radius eines  beliebigen  Punktes  der  Ellipse  mittelst 
dieser  Durchmesser. 

78.  An  das  Vorige  knüpfen  sich  Begriflfe  und  Erklärungen, 
die  für  alle  Kaumeurven  gelten.  Die  Gerade,  in  welcher  der 
Krümmungsmittelpunkt  der  Schraubenlinie  für  einen  Punkt  P 
derselben  liegt,  ist  eine  Normale  der  Schraubenlinie, 
insofern  sie  zu  ihrer  Tangente  im  Punkte  P normal  ist;  sie 
ist  insbesondere  diejenige  unter  den  Normalen  der  Curve  im 
Punkto  P,  welche  in  der  Schmiegungsebene  dieses  Punktes 
liegt  und  wird  die  llauptnormale  n der  (’urve  in  P ge- 
nannt (Fig.  153.).  Das  Strahlenbüschel  aller  Normalen  der 
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Curve  in  P bildet  die  Nor  mal  ebene  derselben  in  P,  die 
durch  P zur  entsprecbonden  Tangente  normal  geht.  Unter 
den  Strahlen  dieses  Büselicls  ist  ferner  derjenige  hervorzu- 
heben, der  auf  der  Schmiegungsebene  und  somit  auf  zwei  Kach- 
bartangenten  der  Curve  zugleich  normal  steht  und  den  man 
die  Binormale  b nennt.  Zwei  auf  einander  folgende  Nor- 
malebenen der  Curve  schneiden  sich  in  einer  zur  betreflenden 
Schmiegungsebene  normalen  also  zur  Binormale  parallelen 
Geraden,  die  durch  den  Krümmungsmittelptinkt  M in  der 
Schmiegungsebene  geht'  und  die  Folarlinie  p des  Punktes 


i-iR.  ir.:i. 


genannt  wird.  Zwei  auf  einander  folgende  Polarlinien  schnei- 
den einander  in  dem  Uurchschnittspunkt  K der  drei  bei  ihrer 
Erzeugung  benutzten  auf  einander  folgenden  Normalcbenen, 
d.  i.  in  dem  Mittelpunkt  der  betrclFcnden  Schmicgungskugel. 
Uie  Polarlinien  bilden  also  die  Erzeugenden  einer  dcvelop- 
pabcln  Fläche,  der  Polarflächc,  welche  von  den  Normalen 
umhüllt  wird  und  deren  Rückkehrkante  der  Ort  der  Mittel- 
punkte A',  Aj,  A'j,  der  Schmiegungskugeln  der  Curve  ist. 

17* 
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Die  auf  einander  folgenden  Haupt  normalen  n , , »j,  ••• 

liegen  nicht  paarweis  in  einer  Ebene  und  bilden  somit  eine 
Regelfläclie,  d.  i.  eine  durch  Bewegung  einer  Geraden  er- 
zeugbare Flüche,  die  man  zum  Unterschied  von  den  Develop- 
pabeln  als  eine  windschiefe  bezeichnet.  (V'ergl.  § 102.,  f.) 
Auch  die  auf  einander  folgenden  Hinormalen  b,  i, , 6.,,  .•■ 
liegen  nicht  paarweis  in  einer  Ebene  und  bihlen  daher  eine 
andere  windscliicfe  Kegelfläche. 

Legt  man  endlich  durch  jede  Tangente  der  Raumeurve 
die  Nonnalebcne  ziir  betrefl'cndcn  Schmiegungsebene,  oder 
durch  die  zugehörige  Binonnale,  so  erzeugen  diese  auf  einan- 
der folgenden  Ebenen  eine  developpable  Fläche,  für 
welche  die  Cui  ce  die  Eigenschaft  hat,  dass  ihre  Schmiegung.«- 
ebene  immer  normal  zur  betreffenden  Tangentialebene  ist, 
für  welche  die  gegebene  (Airve  also  eine  geodätische  Linie 
ist  und  bei  deren  Abwickelung  in  eine  Ebene  sic  sich  .somit 
in  eine  Gerade  verwandeln  muss;  man  nennt  diese  Fläche 
deshalb  die  rcctificicrende  Developpable  der  Cnrve. 

Wenn  eine  Tangente  der  Curve  auf  ihr  ohne  V'erschiebung 
gleitet  (wie  bei  der  Bildung  der  Kreisevolvente),  so  beschreibt 
jeder  ihrer  l’unkte  eine  Gurve  auf  der  developpabeln  Fläche 
der  Raumeurve,  welche  man  eine  Evolvente  derselben  nennt; 
sie  ist  nonnal  zu  den  Curventangenten  in  den  Punkten  der- 
selben. Jeder  Punkt  in  der  'rangente  erzeugt  eine  Evolvente; 
die  Tangentenfläche  ist  der  Ort  aller  Evolventen. 

AVenn  von  einem  Punkte  /’  der  Raumeurve  (Fig.  154.)  nach 
einem  Punkte  K der  entsprechenden  Polarlinie  eine  Gerade  ge- 
zogen wird,  so  schneidet  diese  verlängert  in  einem  Punkte 
die  nächstfolgende  PoLarlinie,  und  verbindet  man  JF,  mit  dem 
folgenden  Punkte  P^  der  Curve  durch  eine  Gerade,  so  schneidet 
diese  die  folgende  Polarlinic  in  etc.  So  entsteht  zu  jedem 
Punkte  E der  Polarlinie  eines  gegebenen  Punktes  P der  Curve 
eine  neue  Curve  auf  der  PolarHäche,  welche  mit  der  ursprüng- 
lichen in  der  Beziehung  steht,  dass  ihre  Tangenten  als  in  den 
Normalebenen  von  jener  gelegen  zu  den  entsprechenden  Tan- 
genten derselben  normal  sind;  es  ist  also  nach  dem  V’^origen 
die  Curve  der  P,  d.i.die  gegebene  Curve,  Evolvente  der  neuge- 
bildeten Curve  der  E,  d.  b.  diese  Letztere  ist  eine  Evolute 
der  gegebenen.  Jeder  Punkt  der  Polarlinic  giebt  einer  Kvo- 
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lute  clor  Curve  den  Ursprung,  die  Polarl'läche  ist  der 
Ort  aller  P2vo luten. 

1)  Die  Pivolventen  einer  Ilaumcurvc  haben  die  nämliche 
durch  diese  selbst  gehende  Polarfläehe,  nämlich  die 
rectificierende  P)cveloppable  der  Raumeurve. 

2)  Die  Polarlinie  ist  die  Axe  der  geraden  Kroiskegel, 
welche  über  dem  Krümmungskreis  stehen. 

;•>)  Wenn  ein  schwingender  Massen-Punkt  eine  Raumeurve 
beschreiben  soll,  so  muss  er  an  zwei  undehnbaren 
und  vollkommen  biegsamen  t'äden  aufgehangen  sein. 


Fitf.  I M. 


die  sich  längs  zweier  1-ivolutcn  E,  K*  der  Raumeurve 
auf  ihre  Polarlläche  aufwickeln.  (Siehe  Fig.  I.b4.) 

-1)  Die  Evoluten  sind  geodätische  Linien  der  dcvelop- 
pabeln  Polarlläche  der  Curve,  d.  i.  durch  Abwickelung 
derselben  werden  sic  alle  zu  Geraden. 

5)  Die  l'lvolvcnten  einer  Raumeurve  sind  Curven  auf 
ihrer  developpabcln  Fläche  von  der  Eigenschaft,  dass 
die  Normalen  der  letzteren  in  ihren  auf  einander  fol- 
genden Punkten  sich  schneiden.  Ein  anderes  System 
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von  Linien  dieser  Art  auf  der  dcveloppabeln  Kliielie 
bilden  die  geraden  Erzengenden  derselben.  Man  bc- 
zciclmet  beide  Systeme  von  Linien,  welche  sieh  überall 
rechtwinklig  durchschneiden,  als  die  Krümmungs- 
linien  der  devcloppabeln  Fläche.  (Vergl.  § 
103.;  c.) 

(3)  Die  Krümnmngslinicn  der  Kegelllächen  sind  die  ge- 
raden Erzeugenden  derselben  und  die  Curven  der  von) 
Mittelpunkt  äquidistanten  Punkte  in  diesen;  für  die 
Cylinderllächcn  treten  an  Stelle  der  letzteren  (hirven 
ihre  Normalschnitte. 

7)  Die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  von  zwei  auf 
einander  folgenden  llauptnonnalen  ist  ptirallel  zur 
entsprechenden  Erzeugenden  der  rcctificierenden  Fläche 
der  Curvc. 

8)  Die  .Tangente  der  Curvc  ist  die  Linie  des  kürzesten 
Abstands  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  ßinor- 
inalen  derselben. 

D)  Die  Polarlinicn  der  Schraubenlinie  (Fig.  155.)  sind 
die  Tangenten  der  neuen  Schraubenlinie,  welche  der 
Ort  der  Mittelpunkte  der  Krümmungskreisc  und 
Schmiegungskugeln  derselben  ist  (§73.;  (i.u.77.;  4,  5.) 
Die  rectificierende  Developpable  der  Schraubenlinie 
ist  der  Schraubencylinder.  Die  Evolventen  der  Schrau- 
benlinie sind  die  Evolventen  der  entsprechenden  Nor- 
malschuitte  dieses  Cylinders.  Die  Schraubenlinien  des- 
selben Cylinders  mit  demselben  Anfangspunkt  sind 
die  Evoluten  der  Grundkrcisevolventc  für  diesen  Punkt. 

10)  Die  Beziehung  der  beiden  Schraubenlinien,  von  denen 
die  zweite  de»  Ort  der  Kinimmungscentra  der  ersten 
bildet,  ist  gegenseitig,  die  erste  ist  auch  der  Ort  der 
Krümmungscentra  iler  zweiten;  sie  haben  die  Haupt- 
normalen  gemein,  die  Tangenten-  und  Evolvententläche 
der  einen  ist  die  Polaixm-  und  Evolutenlläche  der 
andci’n. 

11)  Für  eino  ebene  Curvc  ist  die  Tangcntenfläche  und 
die  Fläche  der  llauptuormalen  ihi'c  Ebene  selbst;  alle 
ihre  Evolventen  liegen  in  dieser.  Die  Polai-lläche  iiiitl 
die  Fläche  der  Evoluten  wird  zu  einem  zur  Ebene 
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der  Curve  normalen  Cyliiider  (vergl.  9.);  die  Fläche 
der  Binorraalen  und  die  reetilicierendc  Fläche  ver- 
einigen sich  in  der  Gylinderfläche , für  welche  die 
Curve  der  Norinaischnitt  ist. 

12)  Welches  sind  die  Besonderheiten  der  vorigen  Gebilde 
für  eine  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  gelegene 
Curve  V 

13)  Man  zeige,  dass  sich  jede  Uaumeurve  mit  einer  ge- 
wissen durch  sic  gehenden  dcveloppabeln  Fläche  in 


einen  Kreis  abwickeln  lässt,  dessen  Halbmesser  inner- 
halb gewisser  Grenzen  willkürlich  ist. 

14)  Man  erörtere  die  Bedingung,  unter  welcher  eine  dc- 
veloppable  Fläche  sich  auf  eine  andere  devcloppablc 
Fläche  abwickeln  lässt. 

15)  Wenn  eine  Kegcllläche  auf  eine  mit  ihr  concentrischc 
andere  Kegelfiäche  abgewickclt  wird,  so  beschreibt 
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ein  mit  ihr  fest  verbundener  Punkt  eine  (sphärische) 
Kauincurve,  deren  Construction  erörtert  werden  soll; 
besonders  in  dem  Speeialfall  gerader  Kreiskegel. 

16)  Mau  erläutere  die  Construetion  der  Cycloiden  durch 
die  Abwickelung  des  geraden  Kreiseylinders  auf  die 
Ebene  oder  auf  einen  andern  geraden  Kreiscylinder. 

17)  Man  erkläre  die  Entstehung  der  Evolventen  ebener 
Curven,  insbesondere  der  Kreisevolvente  nach  dem 
Vorhergehenden. 

79.  Zu  weiteren  Untersuchungen  über  die  liaumeurven 
veranlasst  die  Betrachtung  der  Durchschnittscurven  von 
zwei  Kegel-  oder  Cylinder-Flächen;  insbesondere 
die  der  Durchschnittscurven  von  zwei  Kegeln  zwei- 
ten Grades,  welche  zumeist  begegnen. 

Die  Construetion  der  Durchschnittscimve  von  irgend  zwei 
durch  die  Spitzen  M , M*  und  die  respectiven  ebenen  Leit- 
curven  L,  L*  gegebenen  Kegelflächen  ergiebt  folgende  Mo- 
mente. Jede  Ebene,  welche  die  Spitzen  M,  M*  beider  Kcgel- 
flächen  enthält,  schneidet  beide  in  Erzeugenden  und  die  zur 
nämlichen  Ebene  gehörenden  Erzeugenden  der  einen  und  der 
andern  Kegelfläche  schneiden  einander  in  Punkten  der  Durch- 
dringungscurve ; die  beiden  Tangentialebenen  der  Kegel- 
flächen, welche  dieselben  in  den  Erzeugenden  eines  Punktes 
der  Durchdringungscurve  berühren,  schneiden  einander  in 
der  entsprechenden  Tangente  der  Letztem.  Bezeichnet  man 
also  durch  Ü,  ß*  die  Schnittpunkte  der  Geraden  MM*  mit 
den  Ebenen  der  Lcitcurvcn  L,  L*  respective,  durch  d die 
Schnittlinie  dieser  Letzteren  und  durch  D^  den  Punkt  der- 
selben, welchen  eine  Ebene  des  llilfscbcnenbüschcls  — also 
MM*D^  — enthält,  so  sind  D^l^  und  D^D*  die  Durchschnitts- 
linien dieser  Ebene  mit  den  Leitcurvenebenon  imd  die  Schnitt- 
punkte A^,  /?,,  •••;  Ji*,  •••  welche  diese  mit  den  re- 
spectiven Leitcurven  L,  L*  bestimmen,  liefern  mit  M,  M* 
verbunden  die  Erzeugenden  beider  Kegelfiächen , welche  in 
dieser  llilfsebene  liegen.  (Vorgl.  § 56.;  2.)  Ist  /'  ein  Dureh- 
schnittspunkt  von  zwei  solchen  Erzeugenden,  die  in  A,  und 

ihre  Leitcurven  schneiden,  so  bestimmen  die  Tangenten 
von  L,  L*  in  .■/, , B^*  respective  mit  M,  M*  die  beiden  Ebenen, 
deren  Durchschnittslinie  die  Tangente  der  Durchdriugungs- 
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curvc  in  P ist.  Die  Aufeinanderfolge  dieser  Tangenten  er- 
zeugt die  developpabele  Fläche  dieser  Kauincurvc. 

Nehmen  wir  die  Leitcurven  als  Spuren,  insbesondere  als 
gleichnamige  Spuren  an,  so  sind  durch  den  entsprechenden 
Durchstosspunkt  S,-  (S  in  Fig.  156.)  der  Geraden  MM*  die 
glcichbenannten  Spuren  der  Ebenen  des  Hilfscbenenbüschels 
zu  legen  und  man  erhält  in  den  Schnitten  einer  solchen  mit 
den  Spuren  der  Kegel  die  gleichnamigen  Durchstosspiinkte  der 
zugehörigen  Erzeugenden. 

Zieht  man  dann  in  den  Durchstosspunkten  der  Erzeu- 
genden beider  Kegel,  die  sich  im  Punkte  P der  Curve  schnei- 


Kig.  I.’Mi. 


den,  die  Tangenten  der  belreßendcn  Leitcurven,  so  geben 
diese  als  die  gleichnamigen  Spuren  der  bezüglichen  Tangen- 
tialebenen den  Durchstosspunkt  der  entsprechenden  Tangente 
und  damit  die  Bestimmung  derselben.  (Fig.  156.  Tangenten 
I in  ^2  "II fl  ^r) 

Während  die  Spur  der  llilfscbene  sich  um  den  Durch- 
stosspunkt Si  stetig  dreht,  rücken  die  auf  ihr  liegenden  Er- 
zeugenden auf  beiden  Kegeln  und  in  Folge  dessen  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  Durchdringungscurve  in  ihren  Gruppen 
stetig  fort  und  man  sichert  durch  die  zweckmässige  Bezeichn 
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luing  der  Punkte  die  Ordnung  ihrer  Verbindung.  Man  wird 
otw'a  allen  Punkten  der  ersten  Hilfsebene  von  der  Spur  h^  den 
Index  1 und  die Buehstaben  A,B,  C,D---  geben;  bei  der  nächst- 
folgenden zweiten  llilfsebene  Aj  aber  in  den  Nachbarpunkten, 
d.  i.  den  Schnittpunkten  der  den  vorigen  benachbarten  Erzeugen- 
den die  gleichen  Buchstaben  mit  dem  Index  2 anwenden;  etc. 
Man  erhielte  so  die  Gruppen  von  Nachbarpunkten  Af,  A^,---\ 

^2  j • ■ ■ i (Fig. ] 57.)  und  in  gleicher  Weise  die 
zugehörigen  Tangenten  in  entsprechenden  Gruppen  , Oj,  •••; 

etc.,  nämlich  durch  die  Gruppen  der  Durchstoss- 
punkte  derselben  in  der  Lcitcurvenebene.  Immer  wenn  die 
Spur  der  Hilfsebene  in  die  Lage  einer  Tangente  einer  der 
Leitcurven  kommt,  erhält  man  die  Verbindung  von  verschie- 
denen Gruppen  der  Curvenpunkte,  respective  Curventangenten 
durch  ihre  gemeinschaftlichen  Elemente;  die  Durchstosspunktc 
der  letztem  in  der  Lcitcurvenebene  bilden  so  gleichfalls  eine 
Curvc,  die  Spur  der  developpabeln  Fläche  der  Tangenten  der  ‘ 
Durchdi-ingungscurve  in  der  Lcitcurvenebene.  Die  Hilfsebene 
oder  ihre  Spur  aus  S,-  beschreibt  ein  vollständiges  Büschel 
nur  dann,  w'cnn  jede  durch  den  Durchstosspunkt  S,  gehende 
Gerade  beide  Spurcurven  schneidet;  im  Allgemeinen  bewegt 
sic  sieh  zwischen  zwei  Grcnzlagen  h und  h„,  in  denen  sie 
die  eine  der  Spuren  — wir  denken  sie  als  geschlossene  Cur- 
ven,  w'enn  wir  diess  ohne  Ausnahme  sagen  — berührt  und 
die  andere  noch  schneidet. 

Man  kann  den  Fall,  wo  die  Grcnzlagen  Tangenten  der 
Spur  desselben  Kegels  sind,  als  eine  Durchdringung  des  einen 
Kegels  durch  den  andern,  von  dem  Fall,  wo  die  eine  von 
ihnen  Tangente  der  Spur  des  einen,  die  andere  Tangente  der 
Spur  des  andern  ist  als  einer  gegenseitigen  Eindringung  un- 
terscheiden. Die  Figur  157.  zeigt  den  letztem  Fall,  jedoch 
nur  in  einer,  etwa  der  ersten  Projection.  Alles  diess  gilt 
gleichmässig  für  Central-  und  für  Parallel -Projeetionen  und 
so  für  Cylinder-  wie  für  Kegel -Flächen. 

I)  Unendliche  Aestc  der  Durchdringungscur vc 
entspringen  aus  den  Paaren  paralleler  Erzeugenden 
beider  Kegelflächen.  Um  dieselben  zu  ennitteln,  den- 
ken wir  durch  die  Spitze  M die  Parallelen  zu  den 
Erzeugenden  des  Kegels  M*  und  bestimmen  dadurch 
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die  glcicliiiiuiiigo  Spur  des  parallel  sich  selbst  nacli 
M verlegten  Kegels  Hf*,  S,*;  dann  sind  die  Schnitt- 
punkte derselben  mit  der  Spur  von  M die  Durchstoss- 
punkte  der  Erzeugenden  von  M,  zu  welchen  parallele 
Erzeugende  auf  existieren  und  die  Paare  ihrer 
Durchstosspunkte  liegen  je  in  der  Spur  einer  Ebene 
des  Hilfsebenenbüschels.  Die  gegebene  Spur  von  .V* 
und  die  des  Parallclkegels  aus  M sind  ähnliche  und 
ähnlich  gelegene  Curven  mit  dem  gleichnamigen  Durch- 
stosspunkt  der  Geraden  MM*  als  Achnlichkeitspunkt. 


Kig.  157. 


kegels  zu  M*  aus  M eingetragen;  sic  schneidet  S 
nicht,  die  Durchschnittscurvc  besitzt  keine  unend- 
lichen Aeste.  In  den  Richtungen  der  so  bestimmten 
(Kirallelcn  Erzeugenden  geht  die  Durchdringungscurve 
in’s  Unendliche  imd  zwar  immer  von  zwei  benach- 
barten Gruppen  aus  auf  entgegengesetzten  Mänteln 
der  Kegelflächen. 

Die  zugehörigen  Tangenten  oder  die  Asymptoten 
der  Durchdringungscurve  sind  die  Schnittlinien  der 
Tangentialebenen  der  Kegel  je  in  den  Paaren  der 
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parallelen  Erzeugenden.  Die  entspreelienden  Schmie- 
gungsebenen  sind  iils  asymptotische  Ebenen  der  Curve 
anzusehen. 

2)  Man  gebe  die  Bedeutung  der  besondern  Ililfsebeneu, 
deren  Spuren  durch  die  Punkte  .4*,  B*,  . , . £,  F,  G 
gehen,  für  die  Durehdringungscurvc  an,  welche  in 
der  Eig.  157.  construiert  ist. 

d)  Wenn  entsteht  in  der  Durchdringungseurve  ein  irnra- 
bolischer  Ast? 

4)  Man  erläutere  die  Construction  der  Paare  jMiralleler 
Erzeugenden  in  Ccntralprojection. 

5)  Die  Durchdringungseurve  einer  Kegel-  und  einer  Cy- 
linderfläche  hat  unendliche  Aeste  nur  dann,  wenn 
unter  den  Erzeugenden  des  Kegels  eine  Parallele  zu 
den  Erzeugenden  des  Cylinders  vorkommt.  Die  Durch- 
dringungscurve  von  zwei  Cylindcrflächcn  hat  keine 
unendlichen  Aeste,  wenn  nicht  ihre  Lcitcurven  selbst  * 
in’s  Unendliche  gehen. 

6)  Man  construierc  die  Durchdringungseurve  von  zwei 
Kegclflächcn  mit  kreisförmigen  Spuren  in  Ccntralpro- 
jection durch  Punkte  und  Tangenten  für  den  Fall 
von  zwei  reellen  unendlichen  Aesten  — indem  man 
die  Eluchtkrcise  so  anordnet,  dass  sie  einander  schnei- 
den. 

7)  Es  sind  die  Bichtungen  zu  bestimmen,  in  denen  das 
Bild  der  Durchdringungseurve  in’s  Unendliche  geht. 
Ihre  Zahl  und  Lage  bestimmt  sieh  durch  die  Zahl 
und  Lage  der  Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  Ver- 
schwindungsebene , d.  h.  der  Punkte,  welche  die 
Spuren  der  Kegclflächcn  in  der  Verschwindungsebene 
mit  einander  gemein  haben.  Sie  kann  daher  im  Falle 
kreisförmiger  Spuren  nur  zwei  sein. 

S)  Man  construiere  in  einem  Punkte  P der  Durchdringungs- 
curvevon  zwei  Kegelflächen  die  entsprechende  Sclmiie- 
gungsebene  — nach  § 63.;  7. 

9)  Man  erläutere  das  besondere  \’erhalten  der  durch  das 
Projectionscentrum  gehenden  hlilfsebene  in  Bezug  auf 
die  Construction  der  bczügliclien  Punkte  und  Tangen- 
ten der  Schuittcurve  — in  beiden  Projectionsaiicn. 
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10)  Kann  eine  Sclimiegungscbcno  der  Diirehdringiingscurve 
von  zwei  Kegelflächen  ganz  in  unendlicher  F erne  lie- 
gen und  unter  welchen  Bedingungen? 

Man  erläutere  dieselben  nacli  ihrer  constructiven 
Form  für  Central-  und  für  Parallel-Projection. 

11)  Durch  ccntrische  Collineation  (§  41.;  .3.)  kann  jeder 
Kegel  80  transformiert  werden,  dass  eine  bestimmte 
unter  seinen  Tangentialebenen  uncndlicli  fern  ist;  zwei 
Kcgclflächen  zweiten  Grades  also  stets  so,  dass  beide 
Cylinder  zweiten  Grades  und  insbesondere  der  eine 
ein  parabolischer  Cylinder  ist.  Msm  erläutere  die  Be- 
sonderheiten der  Construction  der  Durchdringung  von 
zwei  Cylindem  zweiten  Grades,  deren  einer  parabo- 
lisch Ist. 

80.  Sind  die  Leitcurven  der  Kegel  algebraische  Cirrvcn, 
also  von  bestimmten  Ordnungszahlen  m und  m*  rcspective, 
so  sind  die  Kegel  von  den  gleichen  Ordnungszahlen  (§  65.), 
die  Ebenen  des  Hilfsebenenbüschcls  schneiden  sie  also,  reelle 
und  nicht  reelle  Erzeugende  gleichmässig  gezählt,  in  m,  re- 
spective  »i*  Erzeugenden  und  jode  derselben  enthält  somit 
mm*  Punkte  der  Durchdringuugscurve.  Auch  andere  als  die 
Ebenen  des  Hilfsebenenbüschcls  schneiden  diese  Curve  in 
mm*  Punkten,  weil  sie  die  Kegel  in  Curven  von  den  Ord- 
nungen m und  m*  schneiden  und  solche  mm*  gemeinsame 
Punkte  haben,  reelle  und  nicht  reelle  — entsprechend  den 
gemeinsamen  Auflösungen  der  sic  in  Punktcoordinaten  dar- 
stellenden Gleichungen  von  ilen  Graden  m und  m*.  (§  137.) 
Man  nennt  das  Product  mm*  die  Ordnungszahl  der  11  au  in - 
curve,  in  welcher  sich  die  Kegel  durchdringen. 

In  demselben  Bezug  zur  algebraischen  Ausdrucksweise 
spricht  man  die  Sätze  aus : Zwei  Flächen  von  den  Ordnungen 
Hl, , haben  eine  Curve  von  der  Ordnung  m,  gemein.  Die 
Flächen  von  den  Ordnungen  m,,  m.^,  m^  schneiden  sich  in 
m|OTjm,  Punkten;  eine  Curve  von  der  Ordnung  m^m.,  wird 
von  einer  Fläche  der  Ordnung  hi^  in  niim-jm.^  Punkten  ge- 
schnitten. 

In  demselben  Sinne  ist  es  endlich  begründet  zu  sagen: 
Wenn  eine  Curve  von  der  Ordnung  m,  in  der  Ebene  mit 
einer  (,'urve  von  der  Ordnung  m.,  mehr  als  hi,hi._,  Punkte  ge- 
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mein  hat,  so  liat  sie  alle  ihre  Punkte  mit  ihr  gemein.  Wenn 
eine  Raumeurve  von  der  Ordnung  w,  mit  einer  Fläche  von 
der  Ordnung  m.^  mehr  als  »i,hi5  Punkte  gemein  hat,  so  liegt 
sie  ganz  in  derselben;  etc.  (§  Id.'l.) 

Wir  werden  von  diesen  Sätzen  und  den  ihnen  nach  dem 
Princip  der  Dualität  entsprechenden  jetzt  und  später  Gebrauch 
machen. 

Die  Durchdringungscurve  von  zwei  KegolHächen  zweiten 
Grades  ist  somit  eine  Raumeurve  von  der  vierten  Ordnung. 
Als  solche  kann  sie  vier  unendlich  fenie  Punkte  also  unend- 
liche Aeste  und  vier  Asymptoten  haben  — wenn  nämlich  die 
Fluchtcurven  beider  Kegel  in  der  centralprojectivischcn  Dar- 
stellung derselben  oder  die  gleichnamigen  Spuren  der  durch 
Parallelverschiebung  concentrisch  gemachten  Kegel  in  der 
Parallelprojection  sich  in  vier  Punkten  schneiden. 

1)  Hinsichtlich  der  unendlichen  Aeste  und  Asymptoten 
der  Raumeurve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegeln 
zweiten  Grades  sind  folgende  Fälle  möglich: 

a)  Die  vorbezeichneten  Curven  zweiter  Ordnung 
schneiden  sich  in  vier  reellen  und  verscliiedenen  Punk- 
ten; vier  unendliclie  Aeste  mit  reellen  Asymptoten. 

b)  Diese  Curven  schneiden  sich  in  zwei  reellen 
Punkten;  zwei  unendliche  Aeste  mit  angebbaren  Asym- 
ptoten. 

c)  Diese  Curven  schneiden  sich  nicht  in  reellen 
Punkten;  die  Curve  besitzt  keine  unendlichen  Aeste, 
sic  ist  im  Endlichen  abgeschlossen. 

Als  Grenzfälle  treten  hinzu : d)  dass  die  bezcicli- 
neten  Curven  zweiten  Grades  sich  in  zwei  reellen 
Punkten  schneiden  und  in  einem  Punkto  berühren ; 

e)  dass  sie  das  letztere,  aber  nicht  das  erstere 
thun  — welches  eine  unendlich  ferne  Asymptote  in 
bekannter  Ebene  oder  einen  parabolischen  Ast  und 
entweder  d)  zwei  gewöhnliche  unendliche  Aeste  mit 
ihren  Asymptoten  oder  e)  keine  solchen  bedingt. 

Sodann  f)  dass  diese  Curven  sich  in  zwei  Punk- 
ten berühren,  welches  zwei  jjarabolische  Aeste  mit 
sieh  bringt; 

g)  dass  sie  sich  in  einem  Punkte  in  der  zweiten 
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Ordnung,  d.  i.  droipunktig  lierüliren  (osculicrcn)  und 
in  oinom  andern  einfach  schneiden  — eine  gewöhn- 
liche Asymptote  und  eine  unendlich  fenie  Schniic- 
gungsebcne ; 

h)  dass  sie  sich  in  einem  Punkte  in  der  dritten 
Ordnung,  d.  i.  vierpunktig  berühren  — wie  ein  Ke- 
gelschnitt mit  dem  Kriimmungskrcis  im  ßchcitcl  — 
welches  bedingt,  dass  die  Durchdringungscnrvo  in 
unendlicher  Ferne  eine  stationäre  Schmiegungsebene 
hat.  (§  63.) 

2)  Da  jeder  Kegel  zw’citen  Grades  in  Kreisen  geschnit- 
ten werden  kann  (vergl.  § 95.),  so  darf  man  unter 
Voraussetzung  einer  Transformation  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  annehmen,  dass  von  den  sich  durch- 
dringenden Kegeln  der  eine  eine  kreisförmige  Spur 
habe.  Man  soll  die  Spuren  zweier  Kegel  zweiten 
Grades  in  einer  Kreisschnittebene  des  einen  von  ihnen 
so  anordnen,  dass  ihre  Dnrchdringungscurve  einem 
der  Fälle  a)  bis  h)  unter  1)  entspreche  und  erörtere 
die  jeweilen  noch  erfüllbaren  Bedingungen. 

3)  Man  ordne  unter  derselben  Voraussetzung  die  Spuren 
so  an,  dass  die  Ebene  derselben  Tür  dieDurchdringungs- 
curve  eine  Schmiegungsebene  in  gegebenem  Punkto  sei. 

4)  Desgleichen  so,  dass  sie  die  Ebene  von  zwei  Tangen- 
ten der  Durchdringungsenrve  in  gegebenen  Punkten 
— also  eine  doppelt  berührende  Ebene  — sei. 

fj)  Endlich  so,  dass  sie  zur  stationären  Ebene  derselben 
in  gegebenem  Punkte  werde. 

G)  Wenn  durch  centrische  Collineation  ein  Punkt  der 
Raumeurve  in’s  Unendliche  fällt,  so  wird  seine  Schmic- 
gungsebeno  zur  asymptotischen  Ebene  der  Curve;  wie 
unterscheidet  sich  der  Fall  der  stationären  asympto- 
tischen Ebene  von  dem  Fall  der  gewöhnlichen  asym- 
ptotischen Ebene?  (Vergl.  § 65.;  7.) 

7)  Eine  Raumeurve  kann  durch  centrische  Collineation 
stets  so  transformiert  werden,  dass  eine  bestimmte 
von  ihren  Schmiegungsebenen  unendlich  fern  ist ; man 
erläutere  dioss  näher. 

8)  Die  Gerade  ist  die  einzige  Linie  erster  Ordnung  — 


Digilized  by  Google 


Zweiter  Tlicil. 


weil  zwei  I’unktc  in  ilir  und  ein  ausser  ilir  gelegener 
l’unkt  stets  eine  Kbenc  bestimmen,  die  sie  ganz  ent- 
halten muss. 

0)  Der  Kegelschnitt  ist  die  einzige  Curve  zweiter  Ord- 
nung, weil  drei  Punkte  einer  solchen  eine  Ebene  be- 
stimmen, die  sie  ganz  enthält. 

10)  Eine  Curve  dritter  Ordnung  ist  entweder  eben  oder 
sie  ist  die  Durchschnittscurve  von  zwei  Fläcben  zwei- 
ter Ordnung,  die  eine  Gerade  gemeinschaftlich  haben 
— wir  denken  sie  zunächst  als  den  Schnitt  von  zwei 
Kcgcltlächen  zweiten  Grades  mit  einer  gemeinschaft- 
lichen Erzeugenden.  (Vergl.  § 81.) 

81.  Wir  kehren  zu  den  Entwickelungen  des  § 79.  zurück. 
W'cnn  unter  den  Ebenen  des  Hilfsebenenbüschels  eine  i.<(, 
welche  beide  Kegclfläcben  zugleich  berührt,  so  liefert  dieselbe 
einen  Punkt  der  Durchdringungscurve  — und  für  Kcgclflächoii 
zweiten  Grades  nur  einen  Punkt  derselben  — in  welchem 
zwei  Acstc  derselben  sich  durchschneiden , einen  Doppel- 
punkt der  Raumeurve,  in  welchem  nach  der  Bezeichnung 
des  § 79.  zwei  Paare  von  Gruppen  A,  B\  C,  D zusammen- 
stossen  und  die  Kegelflächen  einander  berühren.  Dem  Doppel- 
punkt entsprechen  zwei  Tangenten  der  Durchdringungscurve, 
die  beide  in  der  besagten  Grenzhilfsebene  liegen  und  durch 
die  Betrachtung  der  Tangentenfläche  der  Curve  gefunden 
werden:  Ihre  Durchstosspunkte  sind  die  Schnittpunkte  der 
gleichnamigen  Spur  der  Hilfsebene  mit  den  beiden  entspre- 
chenden A osten  der  Spur  der  dcvoloppabeln  Fläche. 

Die  Figur  158.  zeigt  die  Durchdringung  zweier  Cylinder 
zweiten  Grades,  für  welche  die  Ebene  von  der  Horizontalspur 

eine  gemeinschaftliche  Tangentialebene  ist  und  die  daher 
in  D einen  Doppelpunkt  hat;  die  eine  der  Tangenten  /,  ist 
angegeben;  überdiess  für  einen  Punkt  P die  Tangente  t. 

Jede  Hilfsebene  von  dieser  Eigenschaft  giebt  einem  Dop- 
jielpunkte  den  Ursprung.  Für  Kegelflächen  zweiter  Ordnung 
sind  aber  offenbar  nur  zwei  Hilfsebenen  von  solcher  Art  mög- 
lich, Ebenen,  deren  Spuren  ein  Paar  gemeins.ame  Tangenten 
der  Spm'cn  beider  Kegelflächen  von  solcher  Lage  sind,  dass 
jede  durch  ihren  Schnittpunkt  gehende  Gerade,  welche  den 
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einen  Kegelschnitt  schneidet,  dies»  auch  mit  dem  andern  thut 
und  umgekehrt. 

Audi  kann  eine  Durchdringungscurve  vierter 
Ordnung  nicht  drei  Doppelpunkte  haben,  ohne  ganz 
in  der  Ebene  derselben  zu  liegen,  weil  diese  mit  der 
Curve  sechs  Punkte  gemein  hätte  und  also  unendlich  viele 
mit  ihr  gemein  haben  müsste.  (§  80.)  AWmden  wir  dann 
dieselbe  Schlussweise  auf  den  Fall  der  Durchdringungs- 
curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  an. 


Fig.  158. 


SO  folgt,  dass  eine  Ebene  durch  die  beiden  Doppelpunkte  in 
diesen  vier  Punkte  mit  der  Curve  gemein  hat,  dass  jede 
P2bene  dieses  Büschels,  die  durch  einen  weitern  Punkt  der 
Curve  gelegt  wird,  noch  unendlich  viele  Punkte  der  (hirve 
enthalten  muss;  dass  also  die  Durchdringung  aus  zwei 
ebenen  Curven,  d.  h.  aus  zwei  Kegelschnitten  be- 
steht, welche  die  Doppelpunkte  gemein  haben.  Die 
Spur  der  developpabcln  Fläche  der  Durchdringungscurve  geht 
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gleichzeitig  in  zwei  gerade  Linien  über,  die  gleichnamigen 
Spuren  der  Kbenen  die'ser  Kegelschnitte. 

Gehört  die  Verbind  u ngsl inie  MM*  beider  Spitzen 
als  eine  gemeinsame  Erzeugende  zu  beiden  Kegeln, 
so  ist  zu  unterscheiden,  ob  die  Kegelflächen  längs 
derselben  auch  eine  gemeinsame  Tangentialebene 
haben  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  erscheint  die  Ge- 
rade MM*  als  die  Yemnigung  von  zwei  gemeinschaftlichen 
unendlich  nahe  benachbarten  Erzeugenden  und  der  Rest  der 
Durchdringung  kann  also  nur  eine  Gurve  zweiter  Ordnung 
oder  ein  Kegelschnitt  sein.  Jede  Ebene  des  Hilfscbenen- 
büsehels  MM*  schneidet  aus  jedem  der  beiden  Kegel  eine 
Erzeugende  heraus  und  bestimmt  so  einen  Punkt  der  Curve; 
die  entsprechenden  Tangentialebenen  schneiden  sich  in  der 
zugehörigen  Tangente  des  Kegelschnitts.  Im  andern  Falle, 
wo  die  Gerade  MM*  nur  eine  einfache  gemeinsame  Erzeu- 
gende ist,  wird  der  Rest  der  Durchdringung  eine  Raum- 
curve  dritter  Ordnung;  jede  durch  MM*  gehende  Ebene 
schneidet  sowohl  den  Kegel  M als  auch  den  Kegel  M*  noch 
in  einer  Geraden,  deren  Schnittpunkt  zur  Durchdringungs- 
eurve  gehört  und  diese  Gurve  kann  offenbar  keine  ebene 
Gurve  sein.  Die  zugehörigen  Tangentialebenen  der  Kegel 
schneiden  einander  in  der  Tangente  der  Durchschnittscurve 
im  entsprechenden  Punkte. 

Denkt  man  dann  nach  § 79.;  1.  die  unendlichen  Aestc 
und  die  Asymptoten  der  Gurve  dritter  Ordnung  bestimmt, 
in  welcher  sich  zw'ci  Kegel  zweiten  Grades  durchdringen,  so 
ergiebt  sidli  (vergl.  § 80.;  1.)  dass  dieselbe 

a)  einen  unendlichen  Ast  und  eine  Asymptote  immer 
haben  muss  — weil  zwei  Kegelschnitte,  die  einen  Punkt  ge- 
mein haben,  noch  einen  zweiten  gemein  haben  müssen,  und 
noch  drei  gemein  haben  können;  schneiden  sich  diese  Kegel- 
schnitte in  vier  Punkten,  so  hat  die  Raumeurve  dritter  Ord- 
nung 

b)  drei  unendliche  Acste  und  Asymptoten.  Wir  nennen 
sie  im  Falle  a)  eine  cubische  Ellipse,  im  Falle  b)  eine 
cubischc  Hyperbel.  Die  Figur  159.  stellt  eine  cubische 
Ellipse  in  Orthogonalprojection  dar.  M,  8,  und  M*,  8,’^ 
sind  die  beiden  Kegel,  MD  ist  die  gemeinschaftliche  Erzeu- 
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die  fortlaufenden  Nummern  und  die  horizontalen  Durchstoss- 
punktc  der  Tangenten  d.  i.  die  Punkte  der  Horizontalspur  D 
der  Developpabeln  durch  dieselben  Nummern  1 bis  18  be- 

18* 


gende;  u ist  die  mittelst  des  Parallelkegels  M*,  S,*  eonstruierte 
Asymptote  der  Curve.  Dieselbe  ist  durch  Punkte  und  Tangen- 
ten bestiinnat  und  zwar  sind  diese  Punkte  von  oben  her  durch 
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zeichnet.  Für  die  Punkte  3,  6,  10  ist  die  Construction  voll- 
ständig ersichtlich  gemacht. 

Berühren  sich  fenier  die  Kegelschnitte  in  einem  von  1) 
verschiedenen  Punkte  einfach,  so  haben  sie  ausser  I)  noch 
einen  Schnittpunkt  und  es  entspricht  dem  Letztem 

c)  ein  gewöhnlicher  unendlicher  Ast,  jener  Berührungs- 
stelle  aber  ein  solcher  mit  unendlich  ferner  Asymptote  oder 
ein  parabolischer  Ast;  wir  nennen  die  Curve  eine  cu  bi  sc  he 
hyperbolische  Parabel.  Osculieren  sich  endlich  die  Ke- 
gelschnitte, die  sich  in  D schneiden,  in  einem  andern  Punkte, 
so  entspricht 

d)  diesem  Punkte  eine  unendlich  ferne  Schmiegungsebene 
und  wir  nennen  die  Curve  eine  cubischc  Parabel.  Dass 
man  die  Kauincurven  dritter  Ordnung  auf  Grund  ihrer  wesent- 
lichen Eigenschaften  als  cubischc  Kegelschnitte  bezeich- 
nen darf,  w'ird  die  weitere  Betrachtung  zeigen.  Die  Figur 
160.  giebt  in  Centrnlprojection  die  cubische  Parabel. 
Die  Kegel  von  den  Spitzen  M und  d/*  und  der  gemeinschaft- 
lichen Erzeugenden  SI)  — D bezeichnet  den  Fluchtpunkt  der- 
selben, S ihren  Durchstosspunkt  — haben  zu  Fluchtlinien 
die  Ellipse  Q*'  und  den  Krümmungskreis  Q'  derselben  für 
den  Punkt  U , welcher  durch  1>  geht.  Von  den  Spurcurven 
ist  nur  der  Kreis  S verzeichnet,  die  Ellipse  S*  wäre  zu  Q*' 
ähnlich  und  in  ähnlicher  Lage  und  geht  durch  die  Punkte  5 
und  Sc-  Die  Curve  ist  durch  Punkte  und  Tangenten  ver- 
zeichnet, und  die  developpable  Fläche  durch  die  Letztem, 
sowie  die  Fluchtcurve  Q,/  und  den  erreichbaren  Theil  der 
Spurcurve  dargestellt.  Die  Punkte  der  Curve  sind  von 
der  Bildebene  nach  hinten  gezählt  1',  2',  • • • bis  zu  den  vor 
der  Verschwindungsebene  gelegenen  Punkten  10',  11',  12"; 
die  Fluchtpunkte  der  entsprechenden  Tangenten  sind  durch 
die  gleichen  Nummern  ohne  Strich,  und  die  Durchstosspunkte 
durch  dieselben  mit-  dem  Index  A bezeichnet.  Ebenso  sind 
M und  /W*’  behandelt.  Die  Tangenten  von  und  die  von 

in  den  entsprechenden  Punkten  sind  parallel  als  Spuren 
und  Fluchtlinien  der  bezüglichen  Tangentialebenen  der  deve- 
loppabeln  Fläche. 

Die  Fluchtcurve  ist  ein  Kegelschnitt,  der  Q'  und  Q*'  in 
M und  Hr*  respective  berührt.  (Vcrgl.  g 84.;  7.)  Die  Spur- 
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curvc  berührt  in  den  Kreis  S und  würde  in  MJ*  die  Ellipse 
Srf*  berühren ; in  Sc  Hegt  ihr  Kückkehrpunkt. 

1)  Man  ordne  die  Durchdringung^eines'  schrägen  Kreis- 
kegels und  eines  elliptischen  Cylinders  so  an,  dass 

fig.  II». 


dieselbe  in  einer  gegebenen  Erzeugenden  des  erstem 
einen  Doppelpunkt  habe. 

2)  In  einem  Doppelpunkt  der  Durchdringungscurve  haben 
die  sebnoidenden  Flächen  — und  dicss  gilt  nicht  nur 
für  Kegelflächcn  (vergl.  § 87.)  — dieselbe  Tangen- 
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tialebeno  für  den  gemcinscliaftlichen  Punkt,  d.  h.  sie 
berübren  einander  in  ihm. 

3)  Man  ordne  die  Fluchtcurven  und  Spitzen  von  zwei 
Kegeln  zweiten  Grades  so  an,  dass  ihre  Durchdringung 
aus  zwei  Hyperbeln  mit  einer  gemeinsamen  Asympto- 
tenrichtung besteht. 

4)  Ebenso  die  Durchdringung  von  zwei  Cylinderfläehen 
zweiten  Grades  so,  dass  zwei  gegebene  sich  schnei- 
dende Gerade  die  Durchdringungscurve  in  gegebenen 
Punkten  berühren. 

5)  Wenn  zwei  Kegelschnitte  Ä",  K*  sich  in  einem  Punkte 
S berühren,  so  schneiden  sich  die  Paare  von  Tangen- 
ten, welche  an  sie  in  den  Punkten  eines  um  .S  sich 
drehenden  Strahls  gezogen  werden,  in  Punkten  einer 
Geraden  s,  welche  die  reelle  oder  ideale  gemeinschaft- 
liche Secante  der  Kegelschnitte  ist,  die  S nicht  ent- 
hält. Verbindet  man  von  den  Paaren  solcher  Punkte 
der  Kegelschnitte  K,  K*  den  zu  k gehörigen  mit  dem 
einen  M und  den  zu  K*  gehörigen  mit  dem  andern 
von  zwei  festen  mit  S in  einer  Geraden  gelegenen 
Punkten,  so  erzeugen  die  zwei  so  entstehenden  Strah- 
lenbüschcl  als  Ort  der  Schnittpunkte  ihrer  entspre- 
chenden Elemente  einen  Kegelschnitt.  Denn  K , K* 
sind  die  gleichnamigen  Spuren  von  zwei  Kegelflächen 
zweiten  Grades  von  den  Spitzen  M und  M*,  welche 
sicli  längs  der  Erzeugenden  M Itf*  S berühren. 

(J)  Man  construiere  eine  Paumeurve  dritter  Ordnung  durch 
sechs  gegebene  Punkte  P,-,  von  denen  keine  vier  in 
einer  Ebene  liegen  — indem  man  zwei  derselben  als 
Scheitel  .V,  .V*  von  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades 
wählt,  welche  durch  die  Kanten  MM*,  Ml\,  MP.,, 
.I/P3,  MP,  und  M*M,  M*P,,  M*P.,,  M*P,,  M*  P,  re- 
spective  bestimmt  sind,  und  die  Durchdringung  dersel- 
ben ermittelt,  ln  den  durch  je  fünf  Punkte  bestimmten 
gleichnamigen  Spuren  der  Kegclflächen  — wählt  man 
die  Ebene  durch  eine  Gruppe  von  drei  Punkten  P,, 
z.  B.  P|PjP.|  zur  Grundebene,  so  sind  die  Spuren 
durch  die  vier  gemeinsamen  Punkte  und  je  einen 
fünften  P^mkt  bestimmt  — construiert  man  linear 
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(§27.;  1’’.)  die  l’aare  ihrer  Schnittpunkte  mit  einem  um 
den  gleichnamigen  Durchstosspunkt  von  MM*  sich 
drehenden  Strahl  und  erhält  durcli  ihre  Verbindungs- 
linien mit  M,  respective  je  einen  Punkt  der  Curve; 
man  constniiert  ebenso  linear  die  den  Paaren  dieser 
Schnittpunkte  des  sicli  drehenden  Strahls  entsprechen- 
den Tangenten  der  Spuren  und  erhält  damit  den  jedes- 
maligen gleichnamigen  Durchstosspunkt  der  zum  ent- 
sprechenden Punkt  derltaunicurve  gehörigen  Tangente. 
Die  Aufeinanderfolge  dieser  Durchstosspunkte  der 
Tangenten  bildet  die  Spur  der  developpabeln  Fläche 
der  Curve;  die  Tangente  der  Ilaumcurve  im  Punkte 
P und  die  Tangente  der  Spurcurve  der  Developpabeln 
im  Durchstosspunkt  derselben  bestimmen  die  Schmic- 
gungsebene  der  Uaumeurve  im  Punkte  P. 

7)  Alle  diejenigen  Kegel  zweiten  Grades,  welche  die- 
selben gleichnamigen  Spuren  und  dieselben  zugehörigen 
Px’ojectionen  der  Spitzen  und  den  nämlichen  zuge- 
hörigen Durclistosspunkt  ihrer  Verbindungslinie  haben, 
erzeugen  Durchdringungscurven,  für  welche  die  gleich- 
namige Projection  und  die  gleichnamige  Spur  ihrer 
Tangentenfläche  dieselben  sind  — denn  diese  wie  jene 
werden  ganz  ohne  Zuziehung  der  andern  Projectionen 
der  Spitzen  bestimmt. 

8)  Was  entspricht  dem  in  7)  bezeichneten  Verhalten  in 
der  centralprojectivischen  Darstellung?  - 

9)  Zwei  Projectionen  eines  Punktes  der  liaumeurve,  die 
eine  Projection  der  ganzen  Curve  und  die  zugehörige 
Spur  ihrer  Developpabeln  reichen  hin  zur  Bestimmung 
der  Curve  und  ihrer  developpabeln  Fläche. 

10)  Es  ist  unmöglich,  dass  bei  der  Ilaumcurve  dritter 
Ordnung  zwei  nicht  auf  einander  folgende  Tangenten 
sich  schneiden  — weil  sonst  in  der  Ebene  derselben 
die  Spuren  der  erzeugenden  Kegel  zwei  sich  doppelt 
berührende  Kegelschnitte  sein  müssten,  für  die  die 
Verbindungslinie  der  Spitzen  den  einen  Berührungs- 
jmnkt  enthielte.  (Vergl.  den  Text.)  Die  devcloppabelc 
Fläche  der  Kaumeurve  dritter  (Ordnung  hat  also  keine 
Doppelcurve.  (Vergl.  §74.;  10.) 
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11)  Eine  stationäre  Schiniegungsebene  kann  eine  Uauui- 

curve  dritter  Ordnung  nicht  enthalten.  • 

12)  Man  construiore  eine  Rauincurve  dritter  Ordnung  so, 
dass  die  erste  l’rojectionseljcne  sie  in  einem  gege- 
benen Punkte  nach  einer  gegebenen  Geraden  oseu- 
liero,  während  die  erste  Spur  der  einen  Kcgelfläclie 
ein  Kreis  ist. 

1.3)  P3in  Kegel  und  ein  Cylinder  zweiten  Grades  mit  einer 
gemeinschaftlichen  Erzeugenden  können  nur  eine  cu- 
bisehe  Ellipse  zur  Durchdringung  haben;  man  ordne 
ihre  Durchdringung  so  an,  dass  ihre  Asymptote  diu-eh 
einen  gegebenen  Punkt  geht. 

14)  Man  construiere  eine  cubischo  Hyperbel,  wenn  ihre 
Asymptoten riehtungen,  die  Spitzen  der  beiden  sie  er- 
zeugenden Kegel  und  ein  fernerer  Punkt  der  Curve, 
z.  H.  in  einer  Projectionsebene  gegeben  ist. 

15)  Man  erörtere,  ob  eine  cubische  Parabel  möglich  und 
bestimmt  ist,  wenn  ein  Kegel  zweiten  Grades  gegeben 
ist,  auf  dem  sie  liegt,  dazu  entweder  die  Spitze  eines 
zweiten  Kegels  oder  die  Erzeugende  ihres  unendlich 
fernen  Punktes  auf  dem  ersten  Kegel. 

82.  Man  hat  im  Vorhergehenden  gesehen,  dass  die  eon- 
structive  Behandlung  einer  Kaumeurve  durch  die  Vermittelung 
von  zweierlei  ebenen  Curven  geschieht,  von  denen  die  einen 
die  Projeetionen  der  Uaumeurvo  selbst  sind,  die  an- 
dern aber  ebene  Querschnitte  ihrer  dcveloppabeln 
Fläche  insbesondere  Spuren  derselben  in  Projeetions- 
ebenen  sind. 

Die  Besonderheiten  der  Raumeurve  nach  Form  und  Lage 
müssen  Besonderheiten  dieser  ebenen  Curven  bedinffcn  und 
aus  solchen'  erkennbar  sein.  Eine  nähere  Untcrsuchunir  der 
Beziehungen  der  Raumeurve  selbst  zu  ihren  durch 
Parallel  - oder  Central  - Pr ojection  erzeugten  ebenen 
Abbildungen  und  zu  den  ebenen  Querschnitten  ihrer 
dcveloppabeln  Fläche  wird  die  Regeln  für  die  Bildung 
der  bezüglichen  Urtheilc  ergeben. 

Das  Projectionscentrum  und  die  Bildebene  denken  wir 
willkürlich  gewählt,  setzen  also  zunächst  voraus,  dass  das 
erstere  nicht  in  einer  Tangente  der  Curve  oder  auf  dieser 
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seihst  liege  iiiifl  die  Letztere  nicht  durch  eine  solclie  gehe, 
noch  aucli  selbst  eine  Hchniicgungsebene  der  Curve  sei.  Um 
unsere  Sehlüsse  noch  mehr  zu  präcisicren,  nehmen  wir  an, 
dass  Bild  und  Sjmr  algebraische  Curven,  d.  h.  von  bestimmter 
( Irdnungs-  und  Classenzahl  seien.  'Die  Methode  der  Betrach- 
tung bleibt  jedoch  gültig  auch  für  Curven,  die  nicht  alge- 
braisch sind  und  für  solche,  die  nur  gezeichnet  vorlicgen  und 
über  deren  mathematische  Natur  daher  nichts  bekannt  ist. 

So  untersuchen  wir  zuerst  den  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Haumeurve  und  ihren  ebenen  Abbildigi- 
gen,  d.  h.  nach  § 64.  zwischen  ihr  und  den  KegelHächcn, 
die  sie  aus  beliebigen  Punkten  des  Raumes  projicieren. 

Die  Erzeugenden  eines  solchen  Kegels  sind  die  projicicren- 
den  Strahlen  der  Punkto  der  Curve,  seine  Tangentialebenen  die 
projicicrenden  Ebenen  ihrer  Tangenten;  die  Bilder  der  Cur- 
venpunkte  oder  die  Punkte  des  Curvenbildes  sind  die  Durch- 
stosspunkte  seiner  Erzeugenden  in  der  Projectionsebene;  die 
Bilder  der  Tangenten  der  Curve  oder  die  Tangenten  des  Bil- 
des der  Curve  sind  die  gleichnamigen  Spuren  jener  Tangen- 
tialebenen. (Vcrgl.'Fig.  161.) 

Der  projicierende  Kegel  und  somit  die  ebene  Abbildung 
der  Curve  sei  von  der  Ordnung  m und  der  Classe  ti  mit  il 
Doppelcrzcugenden  respective  Doppelpunkten,  l Doppcltangen- 
tialebenen  respective  Doppeltangenten,  mit  k Rückkehrerzeu- 
genden  und  Rückkehrpunkten,  und  i Intlexionstangentialcbenen 
und  Inflexionstangenten.  Dann  ergiebt  sich  : 

a)  Die  m Schnittpunkte  des  Bildes  mit  einer  Geraden  g 
in  der  Bildebene  sind  die  Bilder  der  Punkte  der  Curve,  welche 
in  der  projicierenden  Plbcne  jener  Geraden,  d.  i.  in  der  durch 
einen  beliebigen  Punkt  — das  Projectionscentrum  — nach 
einer  beliebigen  Geraden  der  Bildebene  gehenden  Ebene,  also 
in  einer  Ebene  von  ganz  allgemeiner  und  unabhängiger  Lago 
enthalten  sind;  d.  h.  die  Ordnungszahl  m'  des  Bildes 
einer  Raumeurve  ist  der  Ordnungszahl  m dieser 
Curve  selbst  gleich  — wenn  man  dieselbe  als  die  Anzahl 
der  Punkte  definiert,  die  sie  mit  einer  Ebene  gemein  haben 
kann. 

b)  Die  m'  Tangenten  des  Bildes  aus  einem  Punkte  P'  der 
Bildebene  sind  die  Bilder  von  n'  Tangenten  der  Raumeurve, 
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deren  projicierende  Ebenen  die  projieierende  Gerade  jenes 
Punktes  enthalten,  die  also  selbst  diese  Letztere,  d.  h.  eine 
Gerade  von  allgemeiner  Lage  als  die  Verbindungslinie  von 
zwei  beliebigen  Punkten  sehneiden.  Die  Olassenzahl  n’ 
des  Bildes  einer  Kauincurv e stimmt  überein  mit  der 
Kangzahl  r der  Kaum  cur  ve  und  ihrer  De  veloppabel  II 
selbst,  die  wir  als  die  Zahl  der  Tangenten  der  Curve  oder 
der  Erzeugenden  der  Developpabeln  erklären,  welche  eine 
beliebige  Gerade  schneiden,  oder  als  die  Zahl  der  Schnitt- 
pupkte  einer  solchen  mit  der  developpabeln  Fläche. 


Fig.  I«l. 


c)  Die  Doppelpunkte  D'  des  Bildes  sind  die  Durcli- 
stosspunkte  von  solchen  projicierenden  Linien,  welche  die 
Raumeurve  in  zwei  verschiedenen  nicht  auf  einander  folgenden 
Punkten  treffen;  d.  h.  die  Zahl  (f  der  Doppelpunkte 
des  Bildes  einer  Raumeurve  stimmt  überein  mitder 
Zahl  h derjenigen  Geraden,  welche  von  einem  be- 
liebigen Punkte  des  Raumes  aus  so  gezogen  werden 
können,  dass  sie  die  Curve  zweimal  schneiden.  Die 
beiden  Tangenten  l',  i*'  des  Bildes  im  Doppelpunkt  sind  die 
Bilder  derjenigen  beiden  Tangenten  der  Raumeurve,  welche 
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ihre  Berührungspunkte  auf  der  projicicrenden  Geraden  des 
Doppelpunktes  haben. 

d)  Die  f Doppeltangenten  des  Hildos  sind  die  Spu- 
ren von  solchen  projicicrenden  Ebenen,  welche  zwei  nicht 
auf  einander  folgende  Tangenten  der  Raumeurve  enthalten, 
und  die  zu  einer  solchen  Doppcltangente  gehörigen  beiden 
Berührungspunkte  sind  die  Bilder  der  Berührungspunkte  der 
entsprechenden  beiden  Tangenten  der  Raumeurve.  Die  Zahl 
f der  Doppeltangentcn  des  Bildes  ist  also  der  Zahl 
y der  Ebenen  gleich,  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  des  Raumes  so  gehen,  dass  sie  je  zwei  Tan- 
genten der  Raumeurve  enthalten,  also  diese  doppelt 
berühren. 

c)  Die  k'  Rückkehrpunkte  S des  Bildes  sind  die  Bilder 
von  ebenso  vielen  singnlären  Punkten  der  Raumeurve,  näm- 
lich von  Punkten,  in  welchen  ein  Stillstand  und  Rückgang 
bei  der  Bewegung  stattgefunden  hat,  durch  welche  die  Curve 
als  Ort  eines  Punktes  erzeugt  ward;  von  Doppelpunkten  mit 
unendlich  klein  gewordener  Schleife  und  einziger  Tangente. 
(Vergl.  § 6;3.)  Die  Zahl  k'  der  Rückkehrpunkte  des 
Bildes  ist  also  der  Zahl  |3  der  stationären  Punkte 
der  Raumeurve  gleich. 

f)  Jede  der  ( Inflexionstangenten  des  Bildes  ist  das  Bild 
solcher  zwei  auf  einander  folgender  Tangenten  der  Raumeurve, 
welche  in  der  nämlichen  projicicrenden  Ebene  liegen,  oder 
die  Spur  einer  projicicrenden  Ebene,  welche  zugleich  eine 
Scliiniegungscbene  der  Curve  ist.  Denn  die  Inflexionstangentc 
enthält  drei  Nsichbarpunkte  1',  2',  3'  des  Bildes,  also  ihre  pro- 
jicierende  Ebene  die  drei  Nachbarpunkte  1,2,3  der  Raumeurve, 
die  ihnen  entsprechen.  Die  Zahl  t der  Inflexionstan- 
genten des  Bildes  stimmt  also  mit  der  Zahl  n der 
Schmiegungsebenen  der  Raumeurve  überein,  die 
durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen.  Wir  können 
diese  Zahl  als  die  Classenzahl  der  de veloppabeln 
Fläche  der  Raumeurve  bezeichnen. 

*)  Die  Relationen  der  Anmerkung  des  § 62.  liefern  so- 
nach für  die  Charactcre  der  algebraischen  Raumeurven  — 
gleichviel  von  welcher  Herkunft  • — die  Gleichungen 
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r = ;n(»i  — 1)  — 2/i  — 3j3,  m = r(r  — 1)  — 2y  — 3n, 
„ _ ^ = 3(r  — m); 

und  für  das  Geschlecht 


(m  — 1)  ("1  — 2) 

/'  = --  - V — 


-(A  + /?)  = 


('•-!)  ('■-2) 


-'-(y  + «)• 


Es  bestehen  also  drei  Relationen  zwischen  den  sechs 
Grössen  m,  n,  r,  ß,  h,  y;  und  heim  Uebergang  zu  einer  neuen 
Raunicurve,  die  aus  der  gegebenen  so  entspringt,  dass  jedem 
Punkt  und  jeder  Tangente  und  Sehmiegungsebene  der  einen 
ein  Punkt,  eine  Tangente  und  .Schmiegungsebeno  der  andern 
entspricht,  z.  B.  beim  Uebergang  zu  einer  collinearen  Curve, 
tritt  zu  diesen  eine  vierte  durch  die  Unveränderlichkeit  des 
fleschlochts  hinzu. 

1)  Ordnung  und  Classe  der  llorizontalprojection 
einer  Raunicurve  bestimmen  sieh  durch  die  Zalil 
der  Sclinittpunkte  der  Curve,  respcctive  ihrer  Dcvc- 
loppabeln  mit  einer  Ebene  und  einer  Geraden;  sie 
hat  so  viel  Doppelpunkte  als  Verticallinien  die  Curve 
zweifach  schneiden  und  so  viel  Doppeltangenten  .als 

' Vorticalebcnen  sie  zweifach  berühren;  endlich  soviel 
Inflexionen  als  vcrticalo  Schmiegungscbcncn  und  so 
viel  Rückkehrpunkte  als  die  Raumeurve  selbst. 

2)  Die  orthogonale  Parallelprojection  der  Schraubenlinie 
in  der  zu  ihrer  Axe  parallelen  Projcctionscbcne  hat 
Inflexionstangcnten  in  den  auf  der  Projection  der  Axe 
gelegenen“  Punkten,  weil  die  entsprechenden  Schmie- 
gungsebenen zu  dieser  Projectionsebene  normal  sind. 
(Vcrgl.  § 73.;  3.) 

3)  Dieselbe  Projection  hat  die  entsprechenden  Umrisslinien 
des  Schraubencylinders  zu  mehrfachen  Tangenten. 

4)  Die  schräge  Parallelprojection  der  Schraubenlinie  auf 
eine  Kreisschnittebene  des  Sehraubencylinders  hat  In- 
ricxionspiinkte,  d.  h.  ist  eine  verkürzte  Cycloide  (§73.; 
2.),  wenn  die  Neigung  ß^  des  pmjicierenden  Strahles 
gegen  die  Gnindkreiscbene  kleiner  ist  als  die  Neignng 
ß der  Schraubenlinie  — weil  cs  dann  zwei  projieie- 
rende  Strahlen  in  jedem  Gange  giebt,  welche  in 
Schmiegungscbcncn  der  Schraubenlinie  liegen. 
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Die  Projcction  hat  Doppelpunkte,  d.  h.  sie  ist 
eine  verlängerte  Cycloide,  wenn  ß,>ß  73.;  2.). 
(Vergl.  § 84.;  3.  die  Erklärung  der  Küekkehrpunktc 
der  gemeinen  Cycloide.) 

5)  Man  erläutere,  wie  die  Centralprojeetion  der  Schrau- 
benlinie zwei  Doppeltangenten,  eine  beschränkte  An- 
zahl von  Intlexionstangenten  und  eine  unbegrenzte 
Anzahl  von  Doppelpunkten  darbieten  müsse.  (Vergl. 
§ 75.;  a.).  Wie  sind  die  Inllexionsstollen  zu  con- 
strtiieren? 

6)  Die  Ebenen,  welehe  zwei  nicht  benachbarte  Tangenten 
einer  Raumeurve  enthalten,  bilden  eine  developpable 
Fläche  von  der  Classe  y — denn  es  gehen  y derselben 
durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes.  Jede  der- 
selben berührt  diese  längs  der  Geraden,  welche  die 
Rei-ühmngspunkte  jener  Tangenten  mit  der  Curve 
verbindet.  Wir  nennen  diese  developpable  Fläche  die 
der  Raumeurve  doppelt  umsehriebene  Developpable. 

7)  Man  erläutere  für  die  Schraubenlinie  die  besondern 
Verhältnisse  der  doppelt  umschriebenen  Developpa- 
bcln. 

8)  Die  Raumeurve  dritter  Ordnung  hat  keine  doppelt 
umschriebene  Developpable,  da  sonst  ihr  Bild  d.  h. 
eine  Curve  dritter  Ordnung  Doppeltangenten  zulassen 
müsste. 

9)  Die  Kegel  zweiten  Grades,  aus  deren  Durchdringung 
eine  Raumeurve  vierter  Ordnung  hervorgeht,  sind 
derselben  doppelt  umschriebene  developpable  Flächen ; 
ihre  Qesammtclasse  ist  = 4.  Bilden  sie  die  voll- 
ständige doppelt  umschriebene  Developpable  der  Curve? 
(Vergl.  § 86.  und  das  Folgende.) 

8.3.  Wir  untersuehen  ferner  den  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Raumeurve  und  den  ebenen  Sehnitton 
ihrer  developpabeln  Fläche,  die  wir  (Fig.  162.)  als 
Curven  von  bestimmter  Ordnung  und  Classe  m,,  n^,  mit  d, 
Doppelpunkten  und  /,  Doppeltangenten,  mit  »,  Inflcxionstan- 
genton  und  Rückkebrpunkten  voraussetzen.  Ihre  Punkte 
sind  die  Durchstosspunkte  der  Tangenten  der  Raumeurve 
oder  der  Erzeugenden  der  developpabeln  Fläche  in  der  Schnitt- 
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ebene;  ihre  Tangenten  sind  die  Spuren  der  Schiniegungsebenen 
der  Curve  oder  der  Tangentialebenen  der  Developpabeln  in 
derselben.  Man  findet  also  in  der  schon  gemachten  Voraus- 
setzung über  die  Unabhängigkeit  der  Lage  der  Schnittebenc 
das  Folgende. 

a)  Die  Ordnung  m,  der  Schnittcurve,  d.  h.  die 
Zahl  der  Punkte,  die  sie  mit  einer  Geraden  (Fig.  162.) 
der  Schnittebene  gemein  hat,  ist  dem  Kang  r der  Raum- 
curve  und  der  developpabeln  Fläche  gleich,  d.  i. 
gleich  der  Zahl  der  Tangenten  derselben,  welche  eine  belie- 
bige Gerade  schneiden.  Diese  Zahl  kann  somit  als  die  Ord- 
nungszahl der  developpabeln  Fläche  angesehen  werden. 


Fig.  16g. 


b)  Die  Classe  n,  der  Schnittcurve,  d.  h.  die  Zahl 
ihrer  Tangenten  aus  einem  Punkte  der  Schnittebene,  ist 
zugleich  die  Zahl  n der  durch  diesen  Punkt  oder 
durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  gehenden 
Schmiegungsebenen  der  Raumcurvc. 

c)  Die  Zahl  d,  der  Doppelpunkte  der  Schnitt- 
curve ist  die  Zahl  x solcher  Punkte  ihrer  Ebene, 
d.  i.  einer  beliebigen  Ebene,  in  welchen  zwei  nicht  auf 
einander  folgende  Tangenten  der  Raumeurve  oder 
Erzeugende  der  Developpabeln  sich  schneiden;  die 
zugehörigen  Tangenten  der  Schnittcurve  sind  die  Spuren  der- 
jenigen Tangential-  oder  Schmiegungs-Ebenen,  welche  den 
im  Doppelpunkt  zusammentreffenden  Erzeugenden  oder  Tan- 
genten angehören. 
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d)  Die  Zahl  l^  der  Doppelt  an  ge  nten  derSchnitt- 
cnrve  ist  die  Zahl  g der  Geraden  ihrer  Ebene,  d.  h. 
einer  beliebigen  Ebene,  in  welchen  zwei  nicht  auf  ein- 
ander folgende  Sehmicgungs-  oder  Tangential- 
Ebenen  einander  schneiden;  die  zugehörigen  Berührungs- 
punkte der  Schnittcurve  sind  die  Durchstosspunkte  der  zu 
diesen  Schmiegungsebenen  gehörigen  Tangenten  der  Itaum- 
curve. 

e)  Die  Zahl  A-,  der  Rückkehrpunkte  der  Schnitt- 
curve ist  die  Zahl  m der  Punkte  der  Rauincurve 
selbst,  welche  in  der  Schnittebene  liegen;  denn  sie 
sind  Doppelpunkte  mit  zusainmenfallenden  Tangenten,  sie 
entspringen  also  aus  der  Begegnung  zweier  solchen  Tangenten 
der  Raumeurve  in  der  Schnittebene,  denen  nur  eine  Schinie- 
gungsebenc  entspricht,  d.  h.  welche  benachbart  sind  oder  sich 
in  der  Curve  schneiden. 

f)  Die  Inflexionstangenten  der  Schnittcurve 
können  als  Doppeltangenten  mit  zusammcnfallenden  Berüh- 
rungspunkten angesehen  werden,  sind  also  die  vereinigten 
Spuren  von  je  zwei  solchen  Schmiegungsebenen,  welche  zu 
einer  und  derselben  Tangente  gehören,  d.  i.  zusaminenfallen ; 
sie  entsprechen  also  Singularitäten  der  developpabeln  Fläche, 
nämlich  den  stationären  Ebenen  oder  Inflexionstangentialebenen 
derselben  (§  63.)  und  ihre  Zahl  »,  ist  der  Zahl  dieser 
stationären  Ebenen  a gleich. 

*)  Die  Relationen  der  Anmerkiuig  des  § 62.  liefern  so- 
nach für  die  Charactere  der  algebraischen  Raumeurven  die 
ferneren  Gleichungen 

n — r(r  — 1)  — 2a:  — 3m;  r = n(n  — 1)  — 2g  — 3a; 
o — m = 3 (n  — r) ; 

und  für  das  Geschlecht 


P = 


(JIZ-  i’--  2) 
2 


— (a:  -f  m)  = 


1)  (a-2) 
2 


('/  + “)» 


welche  beide  letztem  Ausdrücke  mit  den  entsprechenden  des 
vorigen  § identisch  sind. 

Zwischen  den  neun  Grössen  m,  n,  r,  g,  h,  x,  y,  a,  /3,  den 
Characterzahlen  einer  algebraischen  Raumcui  ve,  bestehen  dem- 
nach sechs  Gleichungen  und  eine  siebente  tritt  beim  Ueber- 
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giing  zu  einer  eimlcnitig  entspreelieiulen  Curve,  z.  B.  zu  einer 
Evolute,  etc.  durch  die  Constanz  des  Geschlechts  hinzu.  Mau 
muss  also  im  Allgemeinen  drei,  und  wenn  das  Geschlecht 
bekannt  ist,  zwei  dieser  Charactere  kennen,  um  alle  andeni 
zu  erfahren. 

1)  Die  Durchschnittspunkte  der  gleichnamigen  Spuren 
zweier  Kegel  sind  Kückkehrpunkte  in  der  Spur  der 
developpabeln  Flüche  ihrer  Durchdringungscurve. 

2)  Der  Anfangspunkt  der  Schraubenlinie  in  der  zu  ihrer 
Axe  normalen  Projectionsebene  ist  Kückkehrpunkt  der 
Evolvente  des  Grundkreiscs,  welche  die  Spur  ihrer 
developpabeln  Fläche  ist. 

3)  Die  Spur  der  developpabeln  Schraubentlächc  hat  keine 
inriexionstangenten,  weil  die  Fläche  keine  stationäre 
Ebene  besitzt.  (Vergl.  § 03.;  4.  § 73.;  ö.) 

4)  Warum  hat  die  Spur  der  developpabeln  Schrauben- 
Häche  in  der  Normalebene  des  Schraubencylinders 
keine  Doppeltangenten? 

5)  Der  Kichtungskegel  einer  developpabeln  Fläche  hat 
die  Charactere  eines  ebenen  Querschnitts  derselben, 
— nämlich  die  Charactere  ihrer  Fluchtcurve,  d.  h. 
ihres  unendlich  fernen  ebenen  Querschnitts. 

G)  Die  Punkte,  in  welchen  sich  zwei  nicht  benachbarte 
Tangenten  einer  Kaumeurve  schneiden,  bilden  eine 
Curve  von  der  Ordnung  x — denn  es  liegen  x der- 
selben in  einer  beliebigen  Ebene.  Wir  nennen  diese 
Curve  die  doppelt  eingeschriebene  Curve  der  deve- 
loppabeln Fläche  oder  kurz  ihre  Doppelcurve.  (Vergl. 
die  Doppelcurve  der  developpabeln  Schraubentlächc 
§ 74.) 

7)  Man  erläutere  die  Keciprocität  der  Charactere  m,  n; 
r,  r;  rj,  A;  x,  y;  e,  ß der  Kaumeurven  und  ihrer  dc- 
veloppabeln  Flächen;  z.  B.  (vergl.  § 39.) 

y Gerade  in  einer  Ebene,  A Gerade  durch  einen 
durch  deren  jede  zwei  nicht  Punkt,  in  deren  jeder  zwei 
benachbarte  Schmiegungs-  nicht  benachbarte  Punkte 
ebenen  der  Curve  gehen,  der  Curve  liegen. 

8)  Die  developpable  Fläche  der  Kaumeurve  dritter  Ord- 
nung besitzt  keine  Doppelcurve  (vergl.  § 82.;  8.)  — 
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weil  sonst  zwei  niclit  auf  einander  folgende  Tangenten 
in  einer  Ebene  lägen  und  diese  vier  Punkte  mit  der 
Curve  gemein  hätte;  für  diese  Developpable  ist  a:  = 0 
und  zugleich  y = 0;  aus  analogem  Grunde  ist  auch 
eine  stationäre  Ebene  nicht  möglich  — also  « = 0. 
(Vergl.  § 63.)  Ebenso  ist  ß — 0 nach  den  Untcr- 

* suchungen  des  § 81.  Das  Bild  einer  solchen  Curve 
hat  also  weder  Doppeltangenten  noch  Spitzen  und  die 
Spur  ihrer  Dcveloppablen  weder  Doppelpunkte  noch 
Inflexionen. 

*9)  In  der  That  sind  die  sechs  Gleichungen  unter  *)  bei 
§ 82.  und  83.  für 

m — 3,  X = 0,  y = 0,  c(  = 0,  ß = 0 
(vergl.  § 63.;  4.),  d.  i. 

r = 6 — 2/i,  3 = r(r  — 1)  — 3n,  n = 3r  — 9 
n = r(r  — 1)  — 9,  r = n(n  — 1)  — 2g,  3 = 3(r  — «) 
mit  einander  verträglich  und  liefern  die  einzige  Gruppe 
von  Werthen 

r = 4,  n = 3,  g = 1 , A = 1. 

Das  Bild  der  Raumeurve  dritter  Ordnung  ist  eine 
Curve  dritter  Ordnung  und  vierter  Classe  mit  einem 
Doppelpunkt  imd  drei  Inflexionen  ohne  andere  Singu- 
laritäten. Hat  jener  reelle  Tangenten,  so  sind  zwei 
der  Inflexionen  nicht  reell.  Wenn  sie  reell  sind,  so 
liegen  die  drei  Inflexionspunkte  in  einer  Geraden. 
(V ergl.  § 84.;9.,  19.)  Die  Spur  ihrer  de  veloppabeln  Fläche 
ist  eine  Curve  vierter  Ordnung  und  dritter  Classe  mit 
einer  Doppeltangente  und  drei  Rückkehrpunkten  — 
von  welchen  Letzteren  zwei  nicht  reell  sein  können, 
indess  zugleich  die  Doppel tangente  zu  einer  isolierten 
oder  conjugierten  Geraden  wird.  Diese  Ergebnisse 
sind  für  den  Zeichner  von  Wichtigkeit.  (Vergl.  Fi- 
gur 159.) 

* 10)  Für  die  Ranmeurven  dritter  Ordnung  und  ihre  Deve- 

loppabeln  sind  die  reciproken  Charactere  einander 
gleich 

m = n,  g = h,  a = ß,  a:  = y; 
ganz  so  wie  für  die  ebenen  Kegelschnitte. 

Kiodler,  DarttelleiMle  Geometrie,  19 
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*11)  Für  m=4  gestatten  die  sechs  Gleichungen  verschie- 
dene Lösungen,  nämlich  für  /<  = 2 und  /i  = 3,  je- 
nachdem  kein  Doppelpunkt  in  der  Curve  auftritt  oder 
ein  solcher  vorhanden  ist,  wie  im  Falle  der  Berührung 
der  Kegel.  (§  81.)  Man  erhält  für  A = 3,  m=4 
einzig  die  Gruppe 

a)  n = 6;  r = 6;  n = 4,  /?  = 0;  g — G]  .r  = 6,  y = 4; 
dagegen  iiir  A = 2,  m = 4 die  beiden  Gruppen 

b)  n=12;  r=8;  «=l(i,  /3=0;  (/=38;  a;  = 16,  y = 8; 

c)  n=  4;r=5;«=  l,ß—l‘^g=  2;  x=  2,y=2. 

Die  Letztere  zeigt  wieder  die  Gleichheit  der  recipro- 
ken  Charactcre  und  hat  daher  besonderes  theoretisches 
Interesse.  (Vergl.  § 85.) 

Man  erläutere  den  Werth  der  in  Gruppe  a)  ent- 
haltenen Zahlen  für  den  Zeichner. 

* 12)  Für  die  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegeln  zwei- 
ten Grades  im  Falle  der  Berührung  sind  diese  Kegel 
selbst  allein  die  doppelt  umgeschricbcnc  Develop- 
pabele  — denn  sie  liefern  vollständig  y = 4.  Wir 
worden  im  § 86.  sehen,  dass  die  vollständige  doppelt 
umschriebene  Devcloppable  im  allgemeinen  Fall  (y=8) 
aus  vier  solchen  Kegeln  besteht. 

84.  Wir  untersuchen  ferner  einige  besondere  Lagen, 
welche  Projectionscentrura  und  Schnittebene  zur 
Raumeurve  und  ihrer  developpabeln  ITläche  haben 
können,  hinsichtlich  der  durch  sie  bedingten  Modilicationen 
der  Ergebnisse  der  vorigen  §§.  Zunächst  für  das  Projections- 
centrum,  dass  es  a)  auf  einer  Tangente  der  Uurvc,  b)  in  einem 
Punkte  der  Curve,  c)  in  einem  stationären  Punkte  derselben 
liege;  sodann  für  die  Schnittebene,  dass  sie  d)  durch  eine 
Tangente  der  Curve  gehe,  e)  mit  einer  Schmiegungsebene 
derselben  und  endlich  f)  mit  einer  stationären  Ebene  der- 
selben Zusammenfalle. 

a)  Wenn  das  Proj ectionscentrum  auf  einer  Tan- 
gente ( der  Curve  liegt,  so  bleibt  die  Ordnung  des  Bildes 
ungeändert,  gleich  w;  die  Classc  des  Bildes  vermindert  sich 
auf  (r — 1),  weil  diejenige  Tangente  bei  der  Bildung  nicht 
mit  zählt,  welche  das  Centrum  enthält;  die  Zahl  der  Doppel- 
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punkto  wird  (A  — 1),  weil  die  Tangente  t selbst  eine  Gerade 
dureil  das  Centrum  ist,  welche  die  Curve  zwciiu.a!  schneidet, 
ohne  doch  einen  Doppelpunkt  hervorzunifen ; die  Zahl  der 
Doppeltangenten  wird  y — (r  — 4)  — denn  jede  Tangente 
der  Curve,  also  auch  die  durch  das  Centrum,  wird  von  (r  — 4) 
andern  Tangenten  derselben  geschnitten  und  bestimmt  mit 
ihnen  Ebenen,  welche  keine  Doppcltangenten  des  Bildes  her- 
vorruf'en;  die  Zahl  der  Kiiekkehrpunkte  vermehrt  sich  !um 
Eins  auf  [ß  -f-  1),  weil  die  durch  das  Centrum  gehende  Tan- 
gente einen  stationären  Punkt  im  Bilde  der  Curve  bedingt 
(vcrgl.  1.);  endlich  vermindert  sich  die  Zahl  der  Inflexions- 
tangenten auf  (n  — 2),  weil  die  beiden  durch  t und  das  Cen- 
trum gehenden  benachbarten  Schmiegungscbencn  keine  In- 
flexionen  mehr  erzeugen  — sondern  statt  dessen  den  Rück- 
kehrpunkt der  vorigen  Bemerkung. 

b)  Ist  das  Centrum  ein  Punkt  P der  Curve,  so 
kommt  für  das  Bild  derselben  die  Ordnung  auf  (m  — 1),  die 
Classe  auf  (r — 2);  die  Zahl  der  Doppelpunkte  auf  h — (»i  — 2), 
weil  eine  Ebene  durch  die  Tangente  der  Curve  in  P die  Curve 
in  (m  — 2)  weiteren  Punkten  schneidet,  die  mit  P ver- 
bunden zweifach  schneidende  projicierende  Gerade  liefern, 
welche  keine  Doppelpunkte  hervorbringen;  die  Zahl  der  Dop- 
peltangenten kommt  auf  y — (2r  — 8),  weil  die  doppelte  Ver- 
minderung des  Falles  a)  eintritt;  die  Zahl  der  Rückkehr- 
punkte bleibt  ß,  die  der  Infleyionstangenten  aber  wird  (n  — 3), 
weil  drei  Schmiegungsebenen  sich  im  Centrum  P schneiden, 
welche  keine  Inflexionen  hervorbringen  können. 

c)  Für  die  Lage  des  Centruins  in  einem  statio- 
nären Punkt  ergiebt  sich  die  Ordnung  (m  — 2),  die  Classe 
(r  — 3) ; die  Zahl  der  Doppelpunkte  h — 2 (m  — 3)  die  der 
Doppcltangenten  y — (3r — 13);  die  Zahl  der  Rückkehrpunkte 
kommt  auf  (ß  — 1),  die  der  Inflexionstangenten  auf  (n  — 4). 

Sodann  für  die  specicllen  Lagen  der  Schnittebene. 

d)  Für  den  Schnitt  der  Developpabeln  mit  einer 
Ebene,  welche  eine  Tangente  der  Curve  enthält, 
werden  Ordnung  und  Classe  rospective  r — 1,  n;  die  An- 
zahlen der  Doppelpunkte  und  Doppcltangenten  x — (r  — 4), 
ij  — 1 ; der  Rückkehrpunkte  und  Inflexionstangenten  m — 2, 
o -j-  1 respective. 

19* 
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e)  Der  Schnitt  mit  einer  Schmiegungsebeno  giebt 
für  Ordnung  und  Classc  r — 2,  n;  für  Doppelpunkte  und 
Doppeltangenten  x — (2r  — 9),  g — 2;  für  Kückkehrpunkte 
und  Inflexionstangenten  m — 4,  a 2 respective. 

f)  Der  Schnitt  mit  einer  stationären  Ebene  re- 
spective und  in  derselben  Ordnung 

r —r  3,  n — 2;  x — (3r  — 13),  y — 2{n  — 3);  m — 4,  « — 1. 

1)  Wenn  eine  Raumcurve  durch  parallele  Strahlen  so 
projiciert  wird,  dass  die  erste  Projectioiisebene  eine 
ihrer  Schmiegungsebenen  ist,  so  liegt  die  zweite  Pro- 
jection  des  zugehörigen  Punktes  A in  der  Axc  x und 
diese  selbst  ist  Inflexionstangente  in  demselben  für 
die  zweite  Projection  der  Curve,  d.  h.  die  Projectionen 


Fig.  1G3. 


der  benachbarten  Punkte  B",  C"  liegen  auf  verschie- 
denen Seiten  derselben.  Führt  man  dann  (Fig.  1G3.,  a.) 
eine  neue  zweite  Projectionsebene  nonnal  zur  Tan- 
gente I der  Curve  in  A ein,  also  mit  einer  Axe  ,a-, 
so  entsteht  in  der  neuen  zweiten  Projection  auf  diese 
der  ge.wöhnliche  Rückkehrpunkt.  Denn  das  Projec- 
tionscentrum  für  dieselbe  liegt  auf  der  Tangente  t. 
(Vergl.  den  Text  unter  a). 

2)  Wäre  die  erste  Projectionsebene  eine  stationäre  Ebene 
im  Punkte  A der  Curve  (Fig.  1G3.,  b.),  so  dass  die 
zweite  Projection  der  Curve  in  der  Rachbarschaft  von 
A auf  einerlei  Seite  der  Axe  x liegt,  so  giebt  die 
neue  zweite  Projection,  die  in  der  vorigen  Art  ent- 
steht, einen  Rückkehrpunkt,  für  welchen  beide  Aeste 
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der  Curve  auf  derselben  Seite  der  Riickkelirtangente 
liegen. 

3)  Die  schiefe  Parallclprojection  der  Schraubenlinie  auf 
die  Nornialebene  zu  ihrer  Axe  ist  eine  Oycloidc  mit 
RUckkehrpunkten  (gemeine  Cycloide),  wenn  die  Nei- 
gung der  projiciorenden  Geraden  der  Neigung  der 
Schraube  gleich  ist  — weil  dann  das  Projectionseen- 
trura  auf  einer  Tangente  der  Schraubenlinie  gelegen  ist. 

4)  Warum  wird  jede  Tangente  der  Curve  von  r — 4 
andern  Tangenten  derselben  geschnitten?  Die  Existenz 
einer  Doppelcurve  der  developpabeln  Flache  ist  da- 
durch bedingt,  dass  der  Rang  derselben  die  Zahl  4 
übersteigt.  Daher  hat  die  der  Raiimcurve  dritter  Ord- 
nung keine  Doppelcurve. 

5)  Für  die  Raumeurve  dritter  Ordnung  ist^der  projicie- 
rende  Kegel  aus  jedem  ihrer  Punkte  ein  Kogel  zwei- 
ten Grades  und  also  jedes  Bild  derselben  aus  einem 
solchen  ein  Kegelschnitt.  • Die  Zahlen  von  § 83.;  *9. 
geben  für  die  bezüglichen  Characterc  nach  b) 

m'  = ;i'  = 2 ; ft  — t'  = t — /c  0. 

Es  ist  in  Folge  dessen  für  die  durch  sechs  Punkte 
des  Riiumes  bestimmte  Curve  dritterOrdnung  (§81.;  6.) 
gleichgültig,  welche  zwei  derselben  man  als  Spitzen 
jM,  J)I*  der  sich  durchdringenden  Kegel  wählt. 

G)  Durch  die  cubische  Ellipse  geht  nur  ein  Cylinder 
zweiten  Grades,  während  die  cubische  Hyperbel  deren 
drei  und  die  hyperbolische  Parabel  zwei  zulässt,  von 
denen  einer  parabolisch  ist.  Wie  bei  der  cubischen 
Parabel  ? 

7)  Jede  Schmiegungsebenc  einer  Raumeurve  dritter  Ord- 
nung schneidet  die  developpable  Fläche  derselben  in 
einer  Curve  zweiten  Grades;  bei  der  cubischen  Para- 
bel in  einer  Parabel. 

8)  Die  Fluchtcurve  der  developpabeln  Fläche  der  cubi- 
schen Parabel  ist  ein  Kegelschnitt.  (Vcrgl.  Fig.  160.) 

9)  Die  Schmiegungsebenen  der  Raumeurve  dritter  Ord- 
nung in  drei  Punkten  derselben  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  der  Ebene  dieser  Letztem. 
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10)  Die  liückkelirtangenton  in  den  drei  Spitzen  der  Spur 
der  dcvcloppaboln  Fläche  dritter  Ordnung  sclmeideu 
sich  in  einem  Punkt. 

11)  Die  gemeinsamen  'rangentialcbcnon  von  zwei  Kegel- 
schnitten in  verschiedenen  Ebenen,  welclie  die  Durch- 
schnittslinie  dieser  Letzteren  in  verschiedenen  Punk- 
ten berühren,  sind  die  Schmiegungsebenen  einer  Uaum- 
curvo  dritter  Ordnung;  die  Verbindungslinien  der  ent- 
sprechenden Berührungspunkte  sind  die  Erzeugenden 
der  developpabeln  Fläclic  derselben.  Diese  kann  so- 
mit als  Grenzriächc  l'ür  das  von  der  einen  Kegcl- 
schnittflächc  ausgcliondc  durcli  die  nach  der  andern 
Kegcisclinittlinie  begrenzte  Oeft’nung  fallende  Licht 
angesehen  werden.  Insbesondere  erzeugen  sic  zwei 
Para))eln  in  parallelen  Ebenen. 

12)  Aus  sechs  Schmiegungsebenen,  von  denen  keine  vier 
durch  einen  Punkt  gehen,  kann  die  Curve  dritter 
Ordnung  und  ihre' developpable  Fläche  linear  con- 
struiert  werden  — etwa  indem  man  zwei  derscllicn 
zu  Projoctionsebonen  wählt. 

13)  Drei  projectivische  Ebenenbüschel  erzeugen  durch  die 
Schnittpunkte  der  Tripel  ihrer  entsprechenden  Ebenen 
eine  Baumeurve  dritter  Ordnung. 

14)  Drei  projectivische  Punktreihen  erzeugen  durch  die 
Verbindungsebenen  der  Tripel  ihrer  entsprechenden 
Punkte  die  developpable  Flache  einer  Baumeurve 
dritter  Ordnung. 

15)  Man  erläutere  die  Gründe  der  Beductionen  in  c),  d), 
e)  und  f)  des  Textes. 

1(5)  Aus  einem  Punkte  der  Doppelcurvc  der  devcloppa- 
beln  Fläche  wird  die  zugehörige  iTaumcurve  so  pro- 
jiciert,  dass  ihr  Bild  die  Ordnung  m,  die  Classe 
r — 2,  Doppelpunkte  h — 2 und  Doppeltangenten 
>j  — (2r  — 9),  Bückkehrpunkte  2 und  Inflexions- 
tangenten  n — 4 hat. 

17)  Eine  Ebene  der  doppelt  umschriebenen  Developpabeln 
einer  Baumeurve  schneidet  ihre  developpable  Fläche 
in  einer  Curve  von  den  Characteren  «/,  — r — 2, 
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II I — II,  = X — (2r  — 9),  /|  — y — 2,  A'i  = m — 4, 

l|  = K + 2. 

*18)  Die  Dureluiringungscurve  von  zwei  Kegebi  zweiten 
Grades  ohne  Doppelpunkt  wird  aus  einem  ihrer  Punkte 
als  eine  Curvo  dritter  Ordnung  und  sechster  Classe, 
mit  neun  Inflexionstangenten  ohne  Doppelpunkte,  Kück- 
kchrpuukte  und  Doppcltangenten  projieiert;  aus  einem 
Punkte  der  Doppeleurve  entsprechen  dem  Bilde  für 
dieselben  Charaetcre  respective  die  Zahlen  4,  G,  8, 
ü,  2,  1. 

*19)  Die  beiden  Fälle  der  vorigen  Durchdringungscurve 
ohne  und  mit  Berühmng  der  Kcgelflächen  geben  für 
den  Schnitt  der  devcloppabeln  Fläche  mit  einer Schmic- 
gungsebene  die  folgenden  (Jharacterc: 

;n,  - 6,4;  /i,  ==  12,6;  rf,  = 9,3;  = 36,4;  ==  0,0; 

I,  = 18,6. 

Für  die  des  Schnittes  mit  einer  stationären  F.bene  aber 
III ^ = f),3;  = 10,4 ; rf,  = 5,1 ; /,  = 20,0;  k,  = 0,0; 

'i  = 1-V- 

85.  In  § 81.  ist  als  Ursache  eines  Doppelpunktes  in  der 
Durchdringung  zweier  Kegelflächen  die  Berührung  derselben 
nachgewiesen  worden ; die  vorigen  Betrachtungen  leiten  auf 
eine  andere  Kntstehung,  die  ebenso  von  vorn  herein  er- 
kennbar gewesen  wäre.  Wir  sprechen  spcciell  von  der  Durch- 
dringung von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades,  der  Haumeurve 
vierter  Ordnung,  und  schliessen  den  Fall  ihrer  lleduction  durch 
die  Existenz  einer  gemeinsamen  Erzeugenden  der  Kcgelflächen 
aus.  Wenn  diese  Gurvc  einen  Dojipclpunkt  besitzt,  so  wird 
sic  nach  den  Betrachtungen  des  vorigen  § von  demselben  aus 
durch  einen  Kegel  zweiten  Grades  projieiert,  denn  die  allge- 
meine Ordnung  w = 4 des  Bildes  wird  um  zwei  vermindert, 
weil  jede  durch  den  Doppelpunkt  gehende  Ebene  die  Gurvc 
nur  noch  in  (m  — 2)  weiteren  Punkten  schneiden  kann  (§  84.; 
b).  Projieiert  man  also  die  Durchdringungscurve  in  Fig.  158. 
von  D aus,  so  geschieht  diess  wieder  durch  einen  Kegel  zwei- 
ten Grades  und  die  Curve  kann  somit  auch  als  Durchdringung 
dieses  Kegels  aus  D mit  einem  der  beiden  ursprünglichen 
Kegel  (Cylinder)  angesehen  werden.  Diese  beiden  Kegel 
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stehen  aber  in  der  besondern  Beziehung,  dass  die  Spitze  des 
einen  auf  der  Fläche  des  andern  liegt , während  die  Spitze 
dieses  Letztem  sich  ausserhalb  der  Fläche  des  erstem  hc- 
Hndet. 

In  der  That  denken  wir  den  Kegel  jV,  S,  (Fig.  164.)  und 
auf  seiner  Oberfläche  also  in  einer  seiner  Erzeugenden  iVS, 
die  Spitze  /V*  eines  zweiten  Kegels  mit  der  ersten  Spur  S,*, 
so  ist  MIU*  S^  die  V^erbindiingslinie  der  Spitzen  und  jede  durcli 
sie  gehende  Ebene  schneidet  den  Kegel  M in  noch  einer  Er- 
zeugenden, den  Kegel  M*  in  zwei  Erzeugenden,  die  mit  jener 
Punkte  der  Curve  liefern;  insbesondere  schneidet  die  Ebene 
durch  welche  den  Kegel  M berührt,  aus  .V*  zwei 

Erzeugende  heraus,  die  in  M*  die  Curve  berühren,  welchen 
also  zwei  durch  !U*  gehende  Acstc  der  Durchdringungscurve 
entsprechen. 


I'ig.  ICH, 


Wir  bemerken  auch,  dass  diese  neue  Form  der  Bedingung 
für  die  Entstehung  eines  Doppelpunktes  von  dci;  des  t?  81., 
der  Berührung  der  Flächen,  nicht  eigentlich  verschieden  ist, 
da  die  Berührungsebene  des  Kegels  M,  S,  in  Bezug  auf  den 
Kegel  iV*,  S|*  allerdings  in  M*  die  Eigenschaft  der  Tangen- 
tialebene hat,  dass  jede  durch  /V*  in  ihr  gezogene  Gerade 
diese  Kegelfläche  in  zwei  zusammcnlällendcn  Punkten  trifft. 
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Man  erkennt  aus  der  Constniction , dass  nur  die  Kegel 
der  Curve  eigentlich  doppelt  umsehriehen  sind,  welche  ihre 
Spitzen  nicht  im  Doppelpunkt  der  Curve  haben  — ini  Ein- 
klang mit  dem  gefundenen  Resultat  (§  83.;  *11,  a.)  y = 4. 

Zugleich  aber  lehrt  die  Betrachtung  dieses  Falles  eine 
wichtige  Specialitiit  kennen,  die  in  den  vorhergehenden  all- 
gemeinen Untersuchungen  berührt  aber  nicht  zur  Anschauung 
gebracht  worden  ist:  Man  kann  die  Entstehung  des 

stationären  Punktes  in  der  Raumeurve  nachweisen, 
indem  man  die  Tangenten  der  beiden  durch  den  Doppelpunkt 
gehenden  Curvenäste  zum  Zusammenfällen  bringt  und  so  die 
Schleife  auf  einen  Punkt  reduciert.  Es  ist  augenscheinlich, 
dass  diess  eintritt,  wenn  die  beiden  Kegel  M,  S,  und  M*,  S,*, 
von  denen  der  erste  die  Spitze  des  Letztem  enthält,  aber 
nicht  umgekehrt,  von  der  nämlichen  Ebene  1)1* S^S)*  (Fig.  Ibo., 
p.  299.)  berührt  werden,  nämlich  der  Kegel  Dl  längs  der  Erzeu- 
genden MS„  welche  auch  M*  enthält,  und  der  Kegel  DI*  längs 
der  Erzeugenden  d/*S,*.  In  diesem  Falle  wird  der  Punkt  .V* 
zu  einem  stationären  oder  Riiekkehrpunkt  der  Raum- 
curvo  vierter  Ordnung  und  man  hat  den  in  § 83.  unter 
*11,  c)  als  möglich  erkannten  Fall  der  Raumeurve  vierter 
Ordnung  mit  dem  Character  ß = I , der  durch  die  Recipro- 
cität  seiner  sämmtlichen  Characterc  theoretisch  so  grosses 
Interesse  hat.  Man  hat  dort  gesehen,  dass  sie  auch  eine  sta- 
tionäre Ebene  besitzt,  welche  dann  die  dcvcloppable  Fläche 
in  einer  Curve  zweiten  Grades  schneidet.  Die  Constniction 
lehrt,  dass  nur  der  Kegel  aus  Dl  als  ein  eigentlicher  doppelt 
berührender  Kegel  der  (’urve  betrachtet  werden  kann,  im 
Einklang  mit  dem  am  angeführten  Orte  gefundenen  Resultat 
y = 2. 

Denken  wir  die  Polare  /i,  des  Punktes  S,  im  Kegelschnitt 
S,*(Fig.  16.5.),  eine  durch  S,*  gehende  Gerade,  so  hat  die  durch 
Dl*  nach  ihr  gelegte  Ebene  mit  der  Curve  ausser  dem  Rückkehr- 
punkt  DI*  nur  noch  einen  Punkt  E gemein  und  bestimmt  als 
die  zugehörige  Berührungsebene  des  Kegels  DI , S,  von  der 
Spur  s,  die  entsprechende  Schmiegungsebene  der  Durchdrin- 
gungscurve,  die  stationäre  Ebene  derselben  — welche  vier 
auf  einander  folgende  Punkte  derselben  enthält. 

Die  Doppclcurvc  D — ein  Kegelschnitt  (.t  = 2 in  § 83. ; 
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*11,  c.)  — liegt  iu  der  Polarebene  des  Punktes  M in  Be- 
zug auf  den  Kegel  M*  und  gebt  durch  den  Punkt  E der  sta- 
tionären Ebene,  sowie  durch  den  stationären  Punkt  ;W*.  (Vergl. 
§'8(1. ) Je  zwei  Punkte  der  Durchdringungscurve  wie  , A., , 
die  auf  derselben  Erzeugenden  des  Kegels  M liegen,  haben 
Tangenten,  welche  in  einem  Punkte  It  dieser  Curve,  und 
Schiniegungsebenen,  welche  in  der  entsprechenden  Tangente 
derselben  convcrgieren.  Die  Gerade  und  die  Gerade 

von  E nach  dem  Schnittpunkt  von  s,  und  />,  sind  Tangenten 
derselben.  Nach  den  Eigenschaften  von  Pol  und  Polarebene 
sind  alle  diese  Paare  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
durch  den  Punkt  M und  die  Ebene  harmonisch  getrennt 

und  können  somit  als  entsprechende  Paare  von  Ele- 
menten einer  i n volutorischen  Centralcollineation 
i m Kaume  angcselicn  werden,  für  welche  .1/ das  Cen- 
trum und  J/*/)|  die  Collineationsebene  ist. 

1 ) Man  ordne  die  Durchdringung  eines  Kegels  und  eines 
(Zylinders  vom  zweiten  Grade  so  an,  dass  die  Durch- 
ilringung  einen  gegebenen  stationären  Punkt  besitzt 
mit  einer  gegebenen  Geraden  als  der  entsprechenden 
Tangente,  und  bezeichne  die  Lage  ihrer  stationären 
Ebene. 

2)  Wenn  die  Durchdringung  einer  Cylinder-  und  einer 
KegelHäche  einen  unendlichen  Ast  besitzt,  so  ent- 
spricht diesem  stets' ein  Do))pelpunkt;  wie  erhält  man 
seine  Tangenten  V 

J)  Man  ordne  die  Durchdringung  zweier  Kegel  zweiten 
Grades  und  sodann  die  eines  Cylinders  und  eines 
Kegels  vom  zweiten  Grade  so  an,  dass  dieselbe  einen 
Doppelpunkt  in  unendlicher  Ferne  besizt;  man  cha- 
racterisierc  die  Curve  in  der  Umgebung  desselben. 

4)  Eine  llaumcurvc  vierter  Ordnung  soll  einen  statio- 
nären Punkt  in  unendlicher  Femo  haben  und  als 
Durchdringung  eines  Cylinders  und  eines  Kegels  vom 
zweiten  Grade  construiert  werden.  Man  charactcrisiere 
die  Doppelcurve  ihrer  developpabeln  Fläche. 

5)  Man  construiero  eine  Kaumeurve  vierter  Ordnung  mit 
einem  Kückkehrpunkt  und  zwei  Asymptoten. 

6)  Die  stationäre  Ebene  schneidet  die  devcloppablc  Fläche 
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dor  Kaunifiirve  vierter  ürdnunp  mit  Rückkelirpunkt 
in  einem  Kogelselmitt,  welelier  den  zugehörigen  Punkt 
der  Curve  enthiilt  und  ihre  cntspreeiicnde  Tangente, 
d.  h.  ihre  Sehnittlinio  mit  dor  Collineationsehenc 
berührt. 

7)  l)ic  Schmiegungsebenen  der  Raumeurve  vierter  Ord- 
nung mit  RUckkehrpuukt  sind  gemeinsehat’tliehe  'l'au- 


Fi«.  IC6. 


gcntialebenen  zweier  Kegelschnitte,  die  einen  l’unkt 
E gemein  liaben  und  von  denen  der  eine  die  Dureh- 
schnittslinic  ihrer  Ebenen  zu  seiner  Tangente  in  die- 
sem Punkte  hat. 

8)  Die  Raumeurve  vierter  Ordnung  mit  Rückkohrpunkt 
ist  bestimmt,  wenn  die  beiden  Kogel  zweiten  Grades 
bestimmt  sind,  aus  denen  wir  sie  abgeleitet  haben; 
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dazu  genügt  aber  die  Angabe  des  stationären  Punktes 
M*  als  Spitze  des  einen  Kegels,  des  Punktes  der 
stationären  Ebene  K,  der  Spitze  M des  doppelt  ifm- 
• schriebenen  Kegels,  des  Durchschnittspunkts  der  Ebene 

M* mit  der  stationären  Ebene  und  der  gemeinsamen 
Tangentialebene  beider  Kegel,  und  eines  einzigen  von 
M*  und  E verschiedenen  Punktes  der  Curve.  Denn 
diese  Stucke  liefern  von  jedem  der  beiden  Kegel  fünf 
Erzeugende. 

!))  Da  fünf  Punkte  im  einen  und  ihre  entsprechenden  im 
andern  von  zwei  collinearen  Käumen  willkürlich  ge- 
wählt werden  dürfen  (vcrgl.  § 44.),  um  dieselben  zu 
bestimmen,  so  sind  Jede  zwei  und  somit  sämmtliche 
Raumeurven  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  unter 
einander  collinear. 

10)  Man  zeige,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  von  7)  und 
somit  die  Dcvcloppable  der  Raumeurve  vierter  Ord- 
nung mit  Rückkehrpunkt  durch  fünf  Ebenen  bestimm- 
bar sind  und  erläutere  den  Schluss,  dass  daher  jede 
Raumeurve  vierter  ttrdnung  mit  Rückkehrpunkt  zu 
der  developpabeln  Fläche  einer  beliebigen  andern  sol- 
chen Curve  projectivisch  reciprok  ist. 

11)  Die  vier  im  Sinne  des  Schlusssatzes  im  Texte  ent- 
sprechenden zu  Schnittpunkten  einer  Ebene  mit  der 
Raumeurve  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  lie- 
gen wieder  in  einer  und  zwar  in  der  zu  jener  ent- 
sprechenden Ebene. 

12)  Die  entsprechenden  zu  den  Schmiegungsebenen  der 
Raumeurve  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt, 
welche  von  einem  Punkte  des  Raumes  ausgehen,  gehen 
durch  einen  und  zwar  durch  den  zu  jenem  entspre- 
chenden Punkt. 

80.  Die  vorhergehenden  Untersuchungen  erschöpfen  in 
einem  gerade  für  die  constnictive  Behandlung  wichtigen  Stück 
den  Specialfall  der  Durchdringung  von  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  nicht,  nämlich  rücksichtlich  der  doppelt-umschrie- 
benen Developpabeln  der  Durchdringungscurve 
und  der  doppelt  eingeschriebenen  Curve  derDeve- 
loppabcln. 
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Von  der  erstem  ist  bemerkt,  dass  die  die  Cnrve  erzeu- 
genden nämlich  sich  in  ihr  durchdringenden  Kegel  zweiten 
Grades  selbst  einen  Theil  derselben  bilden,  mit  der  Classen- 
zahl  vier,  so  dass  ein  zweiter  Theil  mit  derselben  Classenzahl 
noch  nachzuweisen  bliebe.  Für  die  Doppeleurve  ist  nur  das 
Kesultat  gewonnen,  dass  sie  insgesammt  von  der  Ordnungs- 
zahl 1(5  ist  und  dass  sie  von  unendlich  vielen  Geraden,  näm- 
lich von  allen  Tangenten  der  Curve  in  je  vier  Punkten  ge- 
schnitten wird.  Man  darf  daraus  schliesscn,  dass  sie  auf 
einer  Fläche  vierter  Ordnung  liegt  und  dass  sie  auch  von 
der  Raumeurve  selbst  in  16  Punkten  geschnitten  werden  wird. 
Zu  einer  ebenso  einfachen  als  nützlichen  Erledigung  dieser 
Fragen  führt  uns  die  Betrachtung  der  Durchdringung 
in  Bezug  auf  ihre  Symmetrieverhältnisse. 

Die  speciellste  Form,  in  der  die  Symmetrieverhältnisse 
unserer  Curven  auftreten,  ist  die  im  Falle  einer  gemein- 
samen Hauptebene  beider  Kegel,  d.  h.  einer  gemein- 
samen Diametralebene  derselben,  welche  alle  zu  ihr  normalen 
Sehnen  der  Kegelflächen  halbiert  (vergl.  § 68.).  Jede  zur 
gemeinsamen  Hauptebene  normale  Ebene  sclmeidet  beide  Ke- 
gelflächen in  Curven  zweiten  Grades,  für  welche  zwei  Axen 
in  *der  Schnittlinie  mit  jener  Hauptebene  vereinigt  sind. 
Machen  wir  diese  Hauptebenc  zur  zweiten  Projectionsebene 
unter  Voraussetzung  orthogonaler  Parallel-Projection,  so  zeigt 
die  Oonstruction  der  Durchdringungscurve  und  ihrer  Develop- 
pabeln  folgende  Besonderheiten.  (Tafel  III.) 

Die  zur  Axe  OV  parallele  Verbindungslinie  der  ersten 
Projectionen  der  Spitzen  M,  M*  enthält  zwei  Axen  ÄB', 
der  ersten  Spuren  S,^,  S/'*  der  Kegel  und  den  ersten  Dureh- 
stosspunkt  der  Geraden  MM*.  Die  zweiten  Umrisse  des  einen 
mögen  die  des  andern  Kegels  schneiden  in  f/',  D",  Ff,  F"; 
dann  sind  diese  die  zweiten  Projectionen  von  Punkten  der 
Durchdringungscurve,  deren  erste  Projectionen  C,  D',  E",  F' 
in  der  gemeinsamen  Axe  der  ersten  Spuren  liegen  und  in 
denen  die  Tangenten  der  Curve  zur  Axe  OY  parallel  sind. 
Die  Ebenen  des  Hilfsbüschels  (§  79.)  liegen  paarweis  sym- 
metrisch zur  gemeinsamen  Hauptebenc,  ihre  Horizontalspuren 
zur  gemeinsamen  Hauptaxe  der  Spuren  der  Kegel;  denken 
wir  ein  solches  Spurenpaar  . s^*,  von  welchem  die  erste  die 
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Spuren  S,^,  S,^'  der  Kegel  in  den  respectiven  Punkten  1,  2, 
3,  4,  die  zweite  aber  dieselben  in  der  nämlichen  Folge  in 
den  Punkten  1*,  2*,  3*,  4*  schneidet,  so  folgt  aus  der  ortho- 
gonalen Symmetrie  der  Spuren  in  Bezug  auf  die  gemeinsame 
Axe,  dass  11*,  22*,  33*,  44*  je  in  einer  Normale  zu  dieser 
liegen,  also  einerlei  zweite  Projection  haben;  es  folgt  also 
auch,  dass  die  nach  ihnen  gehenden  Kegelerzeugenden  nicht 
nur  ihre  ersten  Projcctionon  in  Paaren  ^/'l',  M'2', 

Jfl'2*']  M*' 3' , M*' 3*' \ M*'4',M*’4*'  symmetrisch  zmA'B',  son- 
dern auch  ihre  zweiten  Projectionen  paarweis  zusammcnfallend 
haben,  nämlich  ;W"1*";  etc.  Nun  bestimmen  aber  die 

Paare  der  Erzeugenden  M\,  Af*3;  m\,  3/* 4;  M2,  3/* 3;  3/2, 
3/* 4 mit  einander  vier  Punkte  P, , P.^,  Pj,  P^  und  die  Paare 
3/1*,  3/*  3*;  3/1*,  3/*  4*;  3/2*,  3/*  3*;  3/2*,  3/*  4*  vier  weitere 
Punkte  P,*,  Pj*,  P3*,  P,*  der  Durchdringungscurve  und  man 
sieht,  dass  dieselben  in  der  ersten  Projection  in  Paaren  P, , 
P,*;  etc.  in  Normalen  zur  Axe  OX  liegen,  während  ihre  zwei- 
ten Projectionen  in  den  entsprechenden  Paaren  sich  decken. 

Die  zweite  Projection  der  Durchdringungscurve  hat  also 
die  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer  Punkte  zwei  Punkte  der 
Curvc  projiciert,  deren  erste  Projectionen  orthogonal-symme- 
trisch zur  gemeinsamen  Spurenaxe  liegen  (analog  für  *die 
Tangenten  — siehe  weiterhin);  sie  ist  somit  ein  Theil 
eines  Kegelschnitts,  der  durch  die  Punkte  C",  P",  E',  F" 
geht  und  in  denselben  begrenzt  ist.  Der  zweite  proji- 
cierendeCy  lind  er  der  Durchdringungscurve  ist  also 
ein  doppelt  projicicrender  oder  ein  Theil  der  dop- 
pelt umschrieb  enendevelop  abein  Fläche  der  Durch- 
dringungscurve. Zu  den  beiden  die  Curve  erzeugenden 
Kegeln  hinzu  genommen  ist  in  der  Construction  die  doppelt 
umschriebene  Developpable  in  drei  doppelt  projicierenden 
Kegeläächen  zweiter  Classe,  also  mit  der  Gesammtclassc  sechs 
nachgewiesen  und  es  erübrigt  noch  der  Nachweis  eines  Restes 
derselben  (y  = 8)  von  der  Classe  zwei,  der  somit  gleichfalls 
nur  ein  doppelt  projicicrender  Kegel  zweiter  Classe  sein  kann. 
(Vergl.  § 80.;  9.  mit  Berücksichtigung  des  Princips  der  Dua- 
lität.) 

Dieser  Nachweis  ist  leicht  zu  führen.  In  der  zweiten 
Projection  liegen  die  Punktepaare  P^",  P,";  P^",  P,"  in  Ge- 
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raden  aus  M*"-,  die  (ieraden  P"  P^",  P-/' P^"  schneiden  sich 
also  in  einem  Punkto  I’*",  welehcr  der  Pol  der  Geraden  M"  M*" 
in  Bezug  aut'  den  die  Durehdringungscurvc  repräsentierenden 
Kegelschnitt  ist  und  in  welchem  sich  eben  deshalb  die  ent- 
sprechenden "Verbindungslinien  aller  so  gebildeten  Gruppen 
von  Punkten  — wie  sie  aus  jo  zwei  zur  Hauptebene  symme- 
trischen Ebenen  des  Hilfsebcnenbüschcls  entspringen  — schnei- 
den müssen.  Somit  enthalten  die  Ebenen  P^P^*P^*P^, 
PjPj* P^* P3  eine  zur  Axe  OY  parallele  Gerade,  die  zugleich 
der  Durchschnitt  der  Polarebene  von  lU  im  Kegel  zweiten 
Grades  aus  M*  und  von  M*  im  Kegel  zweiten  Grades  aus  M 
ist  und  deren  Durchschnittspunkt  mit  der  gemeinschaftlichen 
Hauptebene  somit  der  wirkliche  Schnittpunkt  der  vier  Gera- 
den P^P^*,  Pf*  Pf!  PjPs*  wnd  ^2*^3  erste  Pro - 

jection  bestätigt.  Da  auch  dieser  letzte  Theil  der  gemachten 
Schlüsse  für  alle  die  Gruppen  von  je  acht  Punkten  der  Curve 
gilt,  welche  sich  aus  je  zwei  symmetrischen  Hilfsebenen  er- 
geben, so  ist  7*  der  Scheitel  eines  doppelt  projicie- 
renden  Kegels  zweiter  Classe  für  die  Durchdrin- 
gungscurve,  des  letzten  Kestes  ihrer  doppelt  um- 
schriebenen Doveloppabeln.  In  der  Hyperbel  S/*  ist 
die  Horizontalspur  desselben  verzeichnet. 

Betrachten  wir  ferner  die  Tangentialebenen  der  Kcgcl- 
äächen  jV,  M*  in  den  nach  1,  2,  3,  4,  1*,  •••  gehenden  Er- 
zeugenden, ßo  sind  dieselben  nach  der  orthogonalen  Symmetrie 
der  Kegel  in  Bezug  zur  gemeinsamen  Hauptebene  selbst  in 
Paaren  symmetrisch  zu  dieser,  nämlich  diejenigen  in  Ml,  Ml*; 
M*3,  M*3*;  etc.  und  dieselben  Paare  schneiden  sich  daher 
in  Geraden  auf  der  besagten  Hauptebene;  da  nun  die  Tan- 
gente in  P,  als  Schnittlinie  der  Tangentialebenen  nach  Ml, 
M*3  und  die  Tangente  in  P,*  als  Schnittlinie  der  Tangen- 
tialebenen nach  Ml*,  M*3*  erhalten  wird,  so  folgt,  dass  beide 
sich  in  einem  Punkte  der  gemeinsamen  Hauptebene  durch - 
schneiden.  Das  Gleiche  ergiebt  sich  sofort  für  die  Tangenten- 
paarc  der  Durchdringungscurve  in  P^,  P^*;  P^,  P^;  P^,  P^*. 
Es  folgt  ebenso  für  alle  die  Gruppen  von  Tangenten  in  sol- 
chen acht  Punkten  der  Durchdringungscurve,  wie  sie  durch 
je  ein  Paar  symmetrische  Hilfsebenen  gefunden  werden.  So- 
mit liegt  in  dieser  Hauptebene  eine  Doppclcurve 
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d er  de  V elo p pabo ln  Fläche  der  Durchd ring ungscurve. 
Ks  ist  evident,  dass  dieselbe  in  C,  D,  E,  F der  Durchdringungs- 
curve  selbst  begegnet.  Wir  bemerken  auch,  dass  die  Ebene 
dieser  Doppelcurve  die  Spitzen  der  drei  doppelt 
proj ici erenden  Kegel  M,  M*,  T*  enthält. 

Damit  ist  nun  deutlich  der  Weg  zur  Erkenntniss  der 
Lage  der  übrigen  Doppelcurven  und  der  Syinmetrievcrhält- 
nisse  für  den  allgemeinen  Fall  gewiesen.  Die  orthogonale 
Symmetrie  der  Kegelflächen  aus  M,  M*,  Y*  und  ihrer  ge- 
meinsamen Durchdringungscurve  in  Bezug  auf  die  gemein- 
same Hanptebene  ist  nichts  anderes  als  die  speciellc  Form 
einer  involutorischen  Collineation  derselben,  nämlich  mit  der 
Collineationsebene  r*  und  für  den  unendlich  fernen  Punkt 
Y der  Axe  OY  als  Centrum.  (Vergl.  § 42.) 

Solcher  involutorischer  Centralcollineationen  sind  aber 
noch  drei  vorhanden,  nur  dass  ihre  Centra  endlich  entfernt 
und  sie  daher  von  allgemeinerer  Fonn  sind. 

Für  M als  Centrum  sind  die  Kegel  zweiten  Grades  aus 
M*,  Y*  und  der  Kichtung  Y von  OY  durch  die  Curve,  diese 
Curve  selbst  und  ihre  developpable  Fläche  in  centrischer  in- 
volutorischer Collineation  mit  der  Collineationsebene  A/*!'*!'; 
also  ist  diese  Ebene  die  Ebene  einer  Doppelcurve 
der  De velop pabeln,  in  welcher  diej enigen  Tangen- 
tenpaare der  Raumcurve  sich  schneiden,  deren  Be- 
rührungspunkte auf  einerlei  Erzeugenden  des  Ke- 
gels aus  jV  liegen. 

Ebenso  ist  für  JU*  als  Centrum  die  Gruppe  der  Kegel 
aus  /V,  r*,  Y,  die  Curve  und  ihre  Developpable  in  involu- 
torischer Collineation  für  die  Ebene  M Y*  Y,  und  für  T*  als 
Centram  die  Gruppe  der  Kegel  aus  M,  M*,  Y,  etc.  für  die 
Ebene  ^/Tf*  F;  diese  letztem  Ebenen  enthalten  daher 
gleichfalls  Doppelcurven  der  de veloppabeln  Fläche 
der  Durchdringungscurve  und  zwar  schneiden  sich  in 
ihnen  diejenigen  Tangentenpaare  der  Durchdringungscurve, 
für  welche  die  Pajire  der  Berührungspunkte  respective  auf 
denselben  Erzeugenden  aus  M*  oder  aus  ?’*  liegen. 

In  jedem  Falle  ist  das  Centrum  der  Involution  der  Durch- 
schnitt der  Polarlinien  der  Collineationsebene  in  Bezug  auf 
die  Kegel  der  Gnippe  oder  ihr  Pol  in  Bezug  auf  dieselben. 
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Zwei  dieser  Ceiitra  sind  somit  in  ihrer  Verbindungslinie  die 
Punkte  des  gemeinsamen  Paares  der  beiden  Involutionen, 
welche  durch  die  beiden  bezüglichen  involutorischen  Colli- 
neationen  in  ihr  bestimmt  werden.  Die  Ebenen  der  Dop- 
pelcurven  der  Developpabeln  sind  die  Ebenen,  welche  durch 
die  Spitzen  der  doppelt  projicierenden  Kegel  der  Curve  zu  je 
dreien  bestimmt  werden. 

Jede  Erzeugende  der  Developpabeln  oder  jede  Tangente 
der  Durchdringungscurve  schneidet  vier  andere  Tangenten 
derselben,  nämlich  in  denjenigen  vier  Punkten,  in  welchen 
sie  den  vier  Ebenen  durch  je  drei  der  Spitzen  der  doppelt 
projicierenden  Kegel  der  (birve  begegnet  und  zwar  in  jeder 
dieser  Ebenen  die  Tangente  in  dem  Punkte  der  Curve,  der 
mit  ihrem  eigenen  Berührungspunkt  auf  derselben  Erzeugen- 
den desjenigen  doppelt  projicierenden  Kegels  derselben  liegt, 
dessen  Spitze  jener  Ebene  nicht  angehört.  (Vergl.  § 84.) 

Mart  sieht  leicht,  wie  diese  Beziehungen  für  die  Con- 
struction  der  Durchdringungscurve  von  grösstem  Werthe  sind. 

Die  Fig.  der  Tafel  III.  giebt  die  Doppelcurven , welche 
den  Spitzen  M,  M*,  Y*,  Y entsprechen,  als  D.i/,  D.i/»,  Hy  (in 
der  Horizontalprojection) , Dj-  (in  der  Verticalprojection);  die 
Tangente  in  P,  wird  von  den  Tangenten  in  P,,  Pj,  P^*,  P[* 
respective  in  den  zu  jenen  Curven  gehörigen  Punkten  12,  13, 
14»,  ]i»  getroffen,  die  Tangente  in  P,*  von  denen  in  P.^*, 
Pj*,  P^,  P,  in  Punkten  derselben  Curven.  Die  horizontalen 
Durchstosspunkte  dieser  fünf  Tangenten  sind  durch  S,  be- 
zeichnet und  auf  den  entsprechenden  Zweigen  der  Horizontal- 
spur D|  der  developpabeln  Fläche  zu  finden. 

ln  G,  H,  I,  K wird  die  Curve  von  der  Doppelcurve  D u- 
getroffen;  ihnen  entsprechen  die  vier  Punkte,  wo  die  Spur  S,  '^ 
von  der  Horizontalspur  der  developpabeln  Fläche  berührt 
wird  — und  diese  Inflexionen  hat,  nach  den  Spuren  der  stiitio- 
nären  Ebenen  der  Developpabeln.  In  a,  und  sind  endlich 
die  Asymptoten  der  Curve  verzeichnet  und  ihre  horizontalen 
Durchstosspunkte  sind  als  Punkte  5,  angegeben. 

Die  allgemeine  Benutzung  der  entwickelten  Eigenschaften 
ist  durch  das  Vorige  gesichert,  denn  es  gilt  der  Satz:  Sind 
J/,  und  die  Spitzen  von  zwei  Kegelflächen  zwei- 
ten Grades  A',  und  A',,  so  findet  man  die  Scheitel 
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yUj,  der  beiden  andern  doppelt  projicierenden 
Kegel  A'jjA'j  ihrer  Durchdringungscurve  in  der  Ge- 
raden, in  welcher  sich  die  Polarebenen  von  M^M^ 
im  Kegel  A/j  und  im  Kegel  i(/,  durchschnei- 

den;  und  zwar  als  diej enigen  Punkte  derselben,  die 
das  gemeinsame  Paar  der  beiden  Involutionen  har- 
monischer Pole  bilden,  die  in  ihr  durch  die  beiden 
Kegel  A|  nn d Aj  respective  bestimmt  werden.  Dann 
sind  die  Ebenen  .V, , die 

Ebenen,  in  welchen  die  Doppelcurven  der  develop- 
pabeln  Fläche  der  Durchdringungscurve  liegen,  und 
die  in  dem  vorher  begründeten  Sinne  den  Scheiteln 
.V|,  yV|,  jW.,,  respective  entsprechen. 

1)  Wenn  die  gegebenen  Kegelflächen  eine  gemeinsame 
zur  nämlichen  Richtung  conjugierte  Diametralebcne 
haben,  so  würde  bei  schräger  Parallelprojection  — 
nämlich  lür  jene  Diametralebene  als  Projectibnsebene  • 
und  diese  Richtung  als  Richtung  der  projicierenden 
Strahlen  — die  bezügliche  Projection  der  Durchdrin- 
gungscurve ein  Kegelschnitt  sein. 

2)  Man  zeige  wie  der  Fall  der  Kegel  mit  gemeinsamer 
llauptebene  durch  ccntrisch  collineare  Ableitung  in 
den  allgemeinen  Fall  übergeführt  wird.  Durch  wel- 
cherlei Ableitung  erhält  man  aus  ihm  den  Specialfall 
unter  1)V 

3)  Man  erläutere  näher  die  constmetive  Benutzung  der 
Scheitel  der  doppelt  projicierenden  Kegel  und  ihrer 
Ebenen  — von  jenen  Gruppen  von  acht  Punkten  aus, 

. wie  P, , ••  P,;  P|*  • • P,*,  welche  von  P,  und  P,*  aus 
in  zwei  Gruppen  von  je  vier  zerfallen,  deren  Tangen- 
ten die  Tangente  in  P, , respective  P,*  durchschnoi- 
den. 

4)  Unter  welchen  Bedingungen  sind  die  beiden  weitern 
Kegel  zweiten  Grades  — d.  h.  die  Spitzen 
derselben  — welche  durch  die  Schnittcurve  von  zwei 
Kegeln  zweiten  Grades  Aj,  Aj  aus  M.^  gehen, 
nicht  reell V (Vcrgl.  § 31.;  13.) 

ü)  Wenn  von  den  .Spitzen  die  eine  so  liegt,  dass 

von  ihr  an  den  Kegel  der  andern  keine  'rangential- 
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ebenen  gehen,  so  sind  die  Spitzen  der  beiden  andern 
doppelt  projicierenden  Kegel  stets  reell. 

6)  Die  Punkte  — in  der  Fig.  Tafel  III.  C,  D,  E,  F,  G,  H,  J, 
K — in  welchen  die  Doppelcurven  der  developpabeln 
Fläche  der  Raumeurve  vierter  Ordnung  dieser  Curve 
selbst  begegnen,  sind  die  Punkte  stationärer  Ebenen 
derselben.  Ihre  Gesainmtzahl  ist  16;  in  dem  durch- 
geführten Falle  sind  8 reell,  die  in  zwei  Seitenflächen 
des  Tetraeders  der  Spitzen  der  doppelt  berührenden 
Kegel  liegen  — in  MY*  M*  und  MY*  Y.  Die  Doppel- 
curven sind  ebene  Curven  vierter  Ordnung.  (a:  = 4.4) 

7)  Die  Doppelpunkte  der  Spur  der  developpabeln  Fläche 
der  Curve  liegen  in  den  gleichnamigen  Spuren  der 
Ebenen  ihrer  Doppelcurven. 

8)  Wodurch  sind  die  Punkte  characterisiert,  in  welchen 
die  Spur  der  developpabeln  Fläche  der  Durchdringungs- 
curve  die  gleichnamigen  Spuren  der  doppelt  berühren- 
den Kegel  derselben  tangiert? 

9)  Man  bestimme  die  zwei  fehlenden  Spitzen  der  doppelt 
projicierenden  Kegel  für  die  Durchdringungscurve 
einer  Cylinderfläche  und  einer  KegelHäche  vom  zwei- 
ten Grade  mit  einer  gemeinsamen  Hauptebene  und 
construiere  mittelst  der  Ebenen  der  Doppelcurven  ihrer 
Developpabeln  diese  Durchdringung  durch  Punkte  und 
Tangenten.  Speciell  für  einen  zur  Axe  OZ  parallelen 
geraden  Kreiscylinder  3/,,  S,'  und  einen  Rotations- 
kcgel  M.^,  dessen  Axe  die  seinige  schneidet  und 
zu  OY  parallel  ist.  Die  Tafel  IV.  giebt  sie  und  die 
daran  sich  knüpfenden  Beziehungen  zu  den  Punkten 
und  Tangenten  der  Durchdringungscurve.  Die  Schnitt- 
linie der  Polarebenen  von  Af,  und  M.j  in  den  Kegeln 

und  S,‘  respective  ist  mu,  die  in  ihr  liegen- 
den Involutionen,  G, , 7/,;  G,,  (es  sind  ihre  Dop- 
pelpunkte) haben  zu  gemeinsamen  Elementen  den 
Mittelpunkt  und  den  unendlich  fernen  Punkt  Af^. 
Von  den  vier  doppelt  berührenden  Kegeln  der  Curve 
ist  nur  der  zu  AJ^  gehörige  hyperbolische  nicht  ge- 
zeichnet, da  seine  Spur  in  der  dritten  Projeef ions- 
ebene liegt.  Für  /Vj  ist  die  Ellipse  S,*  die  zweite 

•20  • 
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Spur;  für  der  Vollkreis  für  die  zwiselicn 
den  Umrissen  des  Kegels  M,  liegenden  Bögen  AB,  CU 
des  Kreises  S,';  die  Hyperbel  würde  auch  nur 
zwischen  den  Umrissen  des  Cylinders  als  Projec- 
tion  reeller  Curventheile  erscheinen. 

Die  Construction  der  Punkte  und  Tangenten  ist 
für  die  symmetrischen  Hilfsebenen  s, , s,*  durchge- 
führt und  bezeichnet;  wenn  die  Tangente  l,  in  P^  als 
Schnitt  bezüglicher  zwei  Tangentialebenen  bestimmt 
ist,  so  ergeben  sich  mittelst  der  Horizontalprojectioncn 
von  /j,  t,,,  t^  und  durch  die  Punkte  der  Doppel- 
curven  11*,  12,  1.3,  14  die  Tangenten  in  P,*,  P^,  P^, 
Pj  in  der  Verticalprojection;  die  1^",  t^"  sind  parallel. 

' Die  Tangenten  in  den  übrigen  drei  Punkten  der 
Gruppe  von  acht  Punkten,  welche  s, , s^*  liefern,  sind 
damit  offenbar  mit  bestimmt;  sie  sind  in  Paaren  pa- 
rallel. Man  characterisiere  die  acht  reellen  stationären 
Ebenen  in  diesem  Falle  eingehender. 

10)  Man  construiere  dasselbe  für  die  Durchdringung  von 
zwei  geraden  Kreiscylindern  mit  sich  rechtwinklig 
kreuzenden  Axen  — rcspective  parallel  OX,  OZ. 
Ebenso  in  andern  speciellen  Fällen. 

11)  Man  construiere  die  fehlenden  Scheitel  der  doppelt 
projicierenden  Kegel  und  die  Ebenen  der  Doppelcur- 
ven  der  Developpabeln  für  die  Durchdringungscurven 
von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  in  Centralprojection 
unter  der  Voraussetzung  von  zwei  reellen  unendlichen 
Aesten  derselben. 

12)  Man  discutiere  die  Verhältnisse  der  Constniction  der 
Spitzen  doppelt  projicierender  Kegel  und  damit  der 
Ebenen  doppelt  eingeschriebener  Curven  bei  der  Raum- 
curve  vierter  Ordnung  mit  Doppel-  respective  Rück- 
kehrpunkt (§  85.)  und  bei  der  dritter  Ordnung  mit 
ihrer  Secante;  endlich  bei  der  in  zwei  Kegelschnitte 
zerfallenden  Durchdringung  vierter  Ordnung  mit  zwei 
Doppelpunkten. 

13)  Man  beweise  den  Satz:  Die  vier  Ebenen,  welche  eine 
Tangente  der  Curve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegel- 
Hächen  zweiten  Grades  mit  den  Mittelpunkten  der 
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vier  Kegeltiächen  zweiter  Ordnung  bestimmt,  welche 
dureh  sie  gehen,  bilden  ein  Büschel  von  constantem 
Doppelverhältniss;  d.  h.  nach  den  Bezeichnungen  der 
Tafel  III. 

(t,  • YMM*  r*)  = const. 

oder  auch 

(/,  ■ 1 1*1213!,*)  ==  const., 

d.  h.  die  vier  Ebenen,  welche  eine  Tangente  mit  den 
vier  andern  Tangenten  der  Curve  bestimmt,  die  sie 
schneidet,  bilden  eine  Gruppe  von  constantem  Uoppel- 
verhältniss. 

14)  Bemerkt  man,  dass  die  Spuren  dieser  Ebenenbüschel 
Strahlenbüschel  von  constantem  Doppelverhältniss  bil- 
den, so  ergiebt  sich  speciell  für  die  acht  Tangenten 
einer  Gruppe  i,,  <3,  I.,,  1,,  /,*,  ••  /,*  ans 

('.  • h*i>l3‘*)  = (.<*■ 

dass  die  Durclistosspunkto  derselben  in  einer  belie- 
bigen Ebene  also  z.  B.  ihre  S,  acht  l’unkte  eines  und 
desselben  Kegelschnitts  sind. 

Jlan  findet  auch,  dass  die  Projectionen  der  acht 
Tangenten  in  einer  beliebigen  Ebene  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  sind.  (Vergl.  § 101.) 
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B.  Von  den  krnmmen  FlSchen  iin  Allgemeinen  und  den  Flächen 
zweiten  Grades  insbesondere. 

87.  Wir  fassen  eine  krumme  Fläche  zunächst  als  den 
Ort  einer  gesetzmässig  bewegten  und  dabei  ihre 
Form  stetig  verändernden  Curve  und  nennen  sie  eine 
Fläche  m*"  Ordnung,  wenn  eine  gerade  Linie  sic  in  höch- 
stens m Punkten  schneidet,  so  dass  jede  Gerade  ihr  ganz 
angchören  oder  alle  ihre  Punkte  mit  ihr  gemein  haben  muss, 
welche  mehr  als  m Punkte  der  Fläche  enthält.  (Vergl.  §62.; 
§ 80.) 

Eine  Gerade  t,  welche  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der 
Fläche  mit  einander  verbindet,  wird  eine  Tangente  dersel- 
ben und  die  Vereinigung  P dieser  Punkto  ihr  Berührungs- 
punkt genannt.  Es  lassen  sich  auf  der  Fläche  durch  diesen 
Punkt  unendlich  viele  Curven  ziehen,  welche  in  ihm  von 
dieser  Geraden  berührt  werden,  unter  ihnen  .nlle  die  ebenen 
Querschnitte  der  Fläche,  welche  durch  sie  hindurchgehen, 
Curven  m'°’  Ordnung,  die  von  t ausser  in  P noch  in  (m  — 2) 
andern  Punkten  getroffen  werden. 

Denken  wir  in  einem  Punkte  P der  Fläche  zwei  Tan- 
genten <1 , an  dieselbe  gezogen,  so  bestiiumen  dieselben  mit 
einander  eine  Ebene,  deren  Schnittcurve  mit  der  Fläche  in  P 
sowohl  mit  als  mit  zwei  zusammenfallonde  Punkte  ge- 
mein hat,  in  welcher  also  der  Punkt  P ein  doppelter  Punkt 
ist.  In  Folge  dessen  haben  aber  alle  durch  P gehende  in  der 
Ebene  gelegene  Gerade  in  P ein  Paar  zusammenfallender 
Punkte  mit  der  Fläche  gemein  und  sind  somit  Tangenten 
derselben.  Die  Ebene,  welche  sie  alle  enthält,  nennen  wir 
die  Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  P und  sie  ist 
durch  zwei  Tangenten  derselben  in  P d.  h.  durch  zwei  Ge- 
rade bestimmt,  welche  in  P die  Fläche  d.  i.  .auf  ihr  gelegene 
Curven  berühren.  Die  Normale  derselben  im  Punkte  P wird 
als  die  Normale  der  Fläche  in  P bezeichnet. 

Unter  allen  Tangenten  der  Fläche  im  Punkte  P sind  die 
beiden  i,  t*  hervor  zu  heben,  welche  zugleich  Tangenten  der 
Schnittcurve  der  Tangentialebene  mit  der  Fläche  im  Punkte 
P sind  und  die  daher  in  P mit  der  Fläche  nicht  nur  wie  alle 
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andern  Geraden  der  Ebene  /, , zwei,  sondern  drei  nnendlieh 
nahe  Nachbar- Punkte  gemein  haben.  Weil  in  Folge  dessen 
jeder  durch  t oder  i*  geführte  ebene  Selinitt  der  Flüche  mit 
t rcspective  t*  in  P drei  auf  einander  folgende  Punkte  ge- 
mein oder  diese  Gerade  zur  Inflexionstangente  mit  dem  Be- 
rührungspunkte P hat,  80  sollen  i,  i*  die  Inflexionstan- 
genten der  Fläche  im  Punkte  P heissen  — man  nennt  sie 
auch  die  Haupttangenten. 


Fiff.  Ifiß. 


Je  nach  der  Natur  des  Doppelpunktes  P in  der  Schnitt- 
curve  der  Tangentialebene  (§  62.)  als  einfacher  Doppelpunkt, 
als  Hückkehrpunkt  oder  als  isolierter  Punkt  — für  solche 
Punkte  ebener  Curven  zeigt  sich  hier  ihre  geometrische  Ent- 
stehung — sind  diese  Inflexionstangenten  entweder  reell  und 
verschieden  oder  sie  decken  sich  oder  sie  sind  nicht  reell. 
Und  man  unterscheidet  hiernach  hyperbolische  Punkte 
der  Fläche  d.  i.  solche  mit  reellen  und  verschiedenen  In- 
flexionstangenten  von  parabolischen  Punkten  der  Fläche 
oder  solchen  mit  vereinigten  Inflexionstangenten  und  von 
elliptischen  Punkten  derselben  mit  nicht  reellen  Inflexions- 
tangenten. (Fig.  166.) 

1)  Im  Allgemeinen  schneiden  sich  zwei  Flächen  von  den 
Ordnungen  m,  und  m.,  in  einer  Kaumeurve  von  der 
Ordnung  mj-mj;  drei  Flächen  von  den  respectiven 
Ordnungen  m, , m,,  wi.,  haben  eine  Gruppe  von 
Punkten  mit  einander  gemein. 

2)  Man  sagt,  zwei  Flächen  berühren  einander  im  Punkte 
P,  wenn  sie  diesen  Punkt  gemein  und  einerlei  Tan- 
gentialebene in  ihm  haben.  Zwei  Flächen  berühren 
einander  längs  einer  Curve,  wenn  sie  alle  ihre  Punkte 
gemein  und  in  jedem  derselben  die  nämliche  Tangen- 
tialebene haben.  Man  sagt  dann,  sie  seien  einander 
nach  dieser  Curve  um-  oder  eingeschrieben. 

3)  Das  elementare  Beispiel  der  Kugel  zeigt  den  Character 
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der  elliptischen  Punkte;  der  Berührungspunkt  ist  als 
ein  Kreis  von  unendlich  kleinem  Radius  anzusehen, 
die  Tangenten  an  denselben  von  seinem  Mittelpunkte 
aus  sind  die  von  da  nach  den  imaginären  Kreispunk- 
ten der  Ebene  gehenden  Geraden. 

4)  Die  parabolischen  Punkte  einer  Flache  bilden  im  All- 
gemeinen die  Grenzlinie  zwischen  den  Regionen  ellip- 
tischer und  hyperbolischer  Punkte  auf  derselben.  Jedes 
Modell  einer  Terrainfläche  ist  geeignet,  diesen  Ueber- 
gang  zu  erläutern. 

5)  Liegt  eine  gerade  Linie  ( in  der  Fläche,  so  ist  sie 
für  alle  ihre  Punkte  die  eine  der  Inflexionstangenten ; 
daher  ist  auch  die  zweite  Inflexionstangente  in  jedem 
derselben  reell  und  die  Punkte  der  Fläche  in  der 
Geraden  sind  hyperbolisch.  Legt  man  dann  durch 
den  Punkt  P der  Geraden  eine  Curve  auf  der  Fläche 
und  die  Tangente  /,  dieser  Curve  in  P,  so  bestimmt 
/,  mit  t die  bezügliche  Tangentialebene  der  Fläche. 
Dieselbe  berührt  im  Allgemeinen  die  Fläche  nur  ira 
Punkte  P. 

6)  In  einer  developpabeln  Fläche  sind  alle  Punkte  para- 
bolisch, die  Erzeugende  des  Punktes  ist  die  Ver- 
einigung der  Inflexionstangenten  der  Fläche  in  ihm 

— die  Tangentialebene  berührt  in  allen  Punkten  der 
Erzeugenden.  Diess  Verhalten  der  Tangentialebene 
trennt  die  developpabeln  Flächen  von  den  eigentlich 
krummen. 

7)  Während  die  developpabeln  Flächen  eine  einfach  un- 
endliche Schaar  von  Tangentialebenen  haben,  und  die 
Curven  eine  einfach  unendMche  Reihe  von  Punkten 

— jedes  Element  nur  einem  nächstfolgenden  benach- 
bart — zeigen  die  eigentlich  krummen  Flächen  eine 
doppelt  unendliche  Schaar  von  Tangentialebenen  wie 
eine  doppelt  unendliche  Reihe  von  Punkten. 

8)  Die  Berührung  einer  Fläche  mit  einer  Tangentialebene 
in  einem  parabolischen  Punkt  derselben  wird  als  eine 
stationäre  bezeichnet.  Die  Ebene  berührt  die  Fläche 
in  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten. 
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88.  Das  iiu  Vorigen  entwickelte  Grundgesetz  der  Tangen- 
tialebene Iftsst  eine  Ausnahme  zu,  die  man  so  ausspreclien 
kann:  W'enn  durch  den  Punkt  M der  Fläche  mit  zwei  Tan- 
genten /, , derselben  eine  nicht  in  der  Ebene  der  letzteren 
gelegene  Gerade  tj  geht,  welche  in  M auch  zwei  zusammen- 
fallende Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat,  so  thut  diess 
jede  durch  M gehende  Gerade  /,■  und  M ist  ein  Doppel- 
punkt der  Fläche  oder  ein  conischer  Punkt  derselben. 

Denn  die  Ebene  <3/,  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve, 
welche  in  M die  Gerade  berührt  und  auch  die  Schnittlinie 
der  Ebenen  t,  und  ^3  f,-  in  zwei  in  M zusammenfallenden 
Punkten  trifft;  also  schneidet  jede  durcli 
M gehende  Ebene  die  Fläche  in  einer  Curve, 
die  in  M einen  Doppelpunkt  hat.  Im  All- 
gemeinen hat  jede  dieser  Curven  in  M zwei 
reelle  und  verschiedene,  oder  vereinigte 
oder  nicht  reelle  Tangenten,  welche  in  M 
drei  auf  einander  folgende  Punkte  mit  der 
Fläche  gemein  haben;  die  Fläche  hat  also 
in  einem  solchen  Punkte  M unendlich  viele 
Paare  von  Indexionstangenten  und  diese 
bilden  eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  und  Classc 
(Fig.  167.),  da  ihrer  nicht  mehr  als  zwei  in  einer  Ebene 
liegen.  Jede  Ebene,  die  diesen  Kegel  berührt,  schneidet  die 
Fläche  in  einer  Curve  mit  Rückkehrpunkt  in  M und  mit  der 
zugehörigen  Erzeugenden  des  Kegels  als  Rückkehrtangente. 

In  analoger  Weise  wie  der  doppelte  oder  zweifache  kann 
ein  jofacher  Punkt  der  Fläche  definiert  werden.  Jede 
durch  ihn  gehende  Gerade  hat  in  ihm  p vereinigte  Punkte 
mit  der  Fläche  gemein,  jeder  durch  ihn  geführte  ebene  Schnitt 
hat  in  ihm  einen  fachen  Punkt,  d.  h.  die  Schnittcurve  geht 
JO  mal  durch  ihn  hindurch  und  hat  in  ihm  p im  Allgemeinen 
von  einander  verschiedene  Tangenten;  diese  Tangenten  haben 
in  dem  gedachten  Punkte  (jo  -j-  1)  vereinigte  Punkte  mit  der 
Fläche  gemein  und  bilden , weil  in  jeder  den  Punkt  enthal- 
tenden Ebene  nicht  mehr. als  p von  ihnen  liegen,  einen  Kegel 
von  der  Ordnung  p als  eigentlichen  Tangentenkegel  der  Fläche. 

1)  Hat  eine  Fläche  von  der  Ordnung  m einen  m fachen 
Punkt  in  M,  so  liegt  jede  Gerade,  welche  von  diesem 
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nach  einem  andern  Punkte  der  Fläche  geht,  ganz  in 
derselben,  weil  sie  Punkte  in  der  Zahl  (m  -f-  1)>  also 
alle  ihre  Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat.  Somit 
ist  die  Fläche  eine  Kegelfläche  Ordnung.  Die 
Kegel  zweiter  Ordnung  sind  die  einzigen  Flächen 
zweiter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt. 

2)  Eine  developpable  Fläche  enthält  in  ihrer  Doppelcurvc 
unendlich  viele  Doppelpunkte;  für  jeden  derselben 
zerfällt  der  Kegel  der  Inflexionstangenten  in  das  Paar 
der  bezüglichen  Tangentialebenen  der  Fläche. 

.3)  Die  Rückkehrkante  der  developpabeln  Fläche  ist  der 
Ort  von  Doppelpunkten  derselben,  für  welche  der 
Kegel  der  Inflexionstangenten  ein  in  der  entsprechen- 
den Schmiegungsebene  vereinigtes  Ebenenpaar  ist. 

4)  In  analoger  Weise  wie  die  developpabeln  Flächen  kann 
auch  eine  krumme  Fläche  eine  doppelte  oder  mehr- 
fache Curve  enthalten. 

*)  Ihre  Ordnungszahl  kann  nicht  grösser  sein  als 
^ (m  — 1)  (">  — 2),  weil  eine  ebene  Curve  m*"  Ord- 
nung nicht  mehr  als  so  viel  Doppelpunkte  haben 
kann. 

S9.  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  jede  Fläche, 
welche  mit  einer  Geraden  nicht  mehr  als  zwei  Punkte  gemein 
haben  kann,  ohne  sie  ganz  zu  enthalten.  Eine  solche  Fläche 
wird  von  einer  Ebene  im  Allgemeinen  in  einer  Curve  zweiter 
Ordnung  geschnitten. 

Fallen  die  zwei  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der 
Fläche  in  einen  Punkt  P zusammen,  so  ist  die  Gerade  eine 
'l'angente  der  Fläche  in  P.  Legt  man  in  einem  Punkte  P 
zwei  Tangenten  I, , t.^  an  die  Fläche,  so  bestimmen  dieselben 
mit  einander  die  Tangentialebene  T der  Fläche  im  Punkte  P 
und  diese  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve  zweiter  Ord- 
nung mit  Doppelpunkt  in  P,  deren  beide  Tangenten  in  diesem 
Punkte  die  Infloxionstangenten  der  Fläche  in  P sind;  diesel- 
ben können  reell  und  verschieden,  oder  vereinigt  oder  nicht 
reell  sein.  Sie  sind  im  Falle  ihrer  Realität  identisch  mit  dem 
Paar  sich  in  P schneidender  Geraden,  welche  den  in  der 
Tangentialebene  entstehenden  Kegelschnitt  mit  Doppelpunkt 
in  P bilden.  Und  da  jede  von  ihnen  drei  auf  einander  fol- 
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gende  l^nnkte  mit  der  Fläche  Kwciter  Ordnung  gemein  hat, 
so  liegen  sie  ganz  in  der  Fläche.  Man  hat  den  Satz : Durch 
jeden  Punkt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  gehen 
zwei  reelle  tind  verschiedene  oder  in  eine  verei- 
nigte oder  zwei  nicht  reelle  Gerade,  welche  ganz 
in  der  Fläche  liegen. 

Denken  wir  die  Inflexionsfangenten  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  im  Punkte  P reell  und  verschieden  und  bezeichnen 
sie  durch  g und  /,  so  gehen  durch  jeden  andern  Punkt  P^ 
derselben  Fläche  zwei  Ebenen  P^g  und  P, /,  von  denen  die 
erste  die  Fläche  in  einer  weitern  durch  P^  gehenden  Gera- 
den /,  und  die  zweite  sie  in  einer  ebenfalls  durch  P,  gehen- 
den Geraden  g^  schneidet.  Diese  zwei  Geraden  g^ , /,  be- 
stimmen die  Tangentialebene  T,  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  P, . Man  hat  also  die  Sätze:  Alle  Punkte  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  sind  hyperbolisch,  wenn  ein  ein- 
ziger Punkt  derselben  hyperbolisch  ist.  Durch  je- 
den Punkt  P einer  solchen  Fläche  zweiter  Ordnung 
gehen  zwei  reelle  und  verschiedene  Gerade  g^  und 
ti,  die  ganz  in  ihr  liegen.  Alle  Geraden  g auf  der 
Fläche  schneiden  jede  Gerade  / und  keine  zwei  Ge- 
raden g schneiden  einander;  alle  Geraden  / schnei- 
den jede  Gerade  g und  keine  zwei  / einander.  Die 
Ebenen,  welche  durch  eine  Gerade  g mit  je  einer 
Geraden  / bestimmt  werden,  sind  die  Tangential- 
ebenen der  Fläche  in  den  Punkten  von  g,  in  denen 
die  bezüglichen  / ihr  begegnen. 

Die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  hyperbolischen  Punk- 
ten enthalten  somit  zwei  Schataren  von  unendlich  vielen  Ge- 
raden; sie  heissen  daher  die  Regelflächen  zweiter  Ord- 
nung und  jede  wird  als  Vereinigung  von  zwei  Regel- 
schaaren  — nämlich  der  der  g und  der  der  / — betrachtet, 
die  die  ganze  Fläche  in  windschiefe  Vierecke  zerlegen. 

1)  Wenn  die  Inflexionstangenten  g und  / in  einem  Punkte 
P der  Fläche  zweiter  Ordnung  zusammenfallen,  so 
berührt  die  Tangentialebene  der  Fläche  in  P — die 
dann  durch  eine  weitere  Tangente  der  F'läche  in  P 
zu  bestimmen  ist  — dieselbe  in  allen  Punkten  von 
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gl  oder  e — denn  alle  diese  Punkte  sind  doppelte 
Punkte  in  ihrem  Schnitt  mit  der  Fläche. 

2)  In  demselben  Falle  ist  die  Fläche  eine  Kegel-  oder 
Cylinderflächo  zweiten  Grades;  denn  jeder  Punkt  P, 
der  Fläche  bestimmt  mit  den  zusammenfallenden  In- 
flexionstangenten von  P zwei  vereinigte  Ebenen,  die 
die  Fläche  in  den  somit  auch  zusammenfallenden  In- 
flexionstangenten ödere,  von  P,  schneiden.  Die 
Kegclflächcn  zweiter  Ordnung  sind  die  Flächen  zwei- 
ter Ordnung  mit  parabolischen  Punkten. 

90.  Wir  studieren  zunächst  die  Flächen  zweiter  Ord- 
nung mit  hyperbolischen,  später  dann  die  mit  elliptischen 
Punkten.  (§  93.  f.) 

Denken  wir  drei  Gerade  jr, , g^,  der  einen  Hegelschaar 
einer  Regelfläche  zweiter  ( Irdnung  — von  denen  also  keine 
zwei  in  einer  Ebene  liegen  können  — so  ist  Jede  Gerade  /, 
der  zweiten  Regelscltaar  dieser  Fläche  eine  Transversale  der- 
selben und  alle  Geraden  dieser  zweiten  Schaar,  somit  auch 
die  Hegelfläche  zweiter  Ordnung  selbst  sind  also  durch  jene 
bestimmt;  und  zwar  geht  durch  jeden  Punkt  von  eine 
Gerade  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  ^,,,  g.^  und 
I,  g^  und  anderseits  liegt  in  jeder  Ebene  A,,  durch  eine 
Gerade  die  Verbindungslinie  der  Punkte  A,,,  g.^  und  A,,, 
Die  Geraden  der  Regelschaar  l sind  somit 

a)  die  Durchschnittslinien  der  entsprechenden  Ebenen  von 
zwei  projectivischen  Ebcnenbüscheln,  deren  Scheiielkanten 
zwei  Gerade  der  Schaar  g sind  und  welche  zu  der  Punkt- 
reihe in  einer  dritten  Geraden  dieser  Schaar  perspectivisch 
liegen.  Die  Geraden  der  Schaar  l sind 

b)  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punkte  von 
zwei  projectivischen  Punktreihen,  deren  Träger  zwei  Gerade 
der  Schaar  g sind  und  welche  zu  dem  Ebenenbüschel  aus 
einer  dritten  Geraden  dieser  Schaar  perspectivisch  liegen. 

Nach  denselben  Constructionen  bestimmt  man  aus  drei 
Geraden  der  Schaar  l alle  die  Geraden  der  Schaar  g — natür- 
lich auch  die  übrigen  Geraden  der  Schaar  / durch  diese. 

Beide  Constructionen  sind  projectivisch  (§  29.),  werden 
also  am  Raumgebildc  selbst  ausgeführt,  indem  man  sie  in  der 
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I’rojection  vollzieht;  sic  sind  daher  auch  für  alle  Projcctions- 
inethoden  gleich  vortheilhaft. 

Eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung  heisst  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid,  wenn  sie  von  der  unendlich  fernen 
Ebene  berührt  wird,  d.  h.  wenn  zwei  ihrer  Geraden,  je  eine 
von  jeder  Scliaar  ganz  iin  Unendlichen  liegen.  In  jedem 
andern  Falle  schneidet  die  nnendlich  ferne  Ebene  die  Fläche 
in  einem  eigentlichen  Kegelschnitt  und  soll  ein  einfaches 
Hyperboloid  heissen. 

1)  Man  cönstruiere  zu  drei  durch  ihre  ersten  und  zwei- 
ten Projectionen  gegebenen  Geraden  der  Schaar  g die 
Geraden  der  Schaar  l nach  der  Methode  a). 

Wählen  wir  auf  y,  die  Punkte  A^^,  ^,3,  so 
bestimmen  wir  die  von  ihnen  aus  gehenden  Geraden 
hl  h folgt:  Wir  ziehen  durch  A^^,  A,j 
respective  parallel  g.,  die  Geraden  jtj,  , y,j,  g.jß  und 
parallel  zu  g^  die  Geraden  y,,,  yjj,  g.jß  und  erhal- 
ten die  , /j,  /j  als  die  Schnittlinien  der  Ebenen- 
paare g^g-n)  Ssg^x]  g^Om  t/sfe!  g-ign>  i/afl'as'  Uazu 
wird  die  Bestimmung  eines  Punktes  der  jedesmaligen 
Schnittlinie  gefordert,  etwa  eines  Durchstosspunktes 
derselben;  in  Tafel  V.  ist  der  horizontale  Durch- 
stosspunkt  benutzt,  der  als  Schnittpunkt  der  Verbin- 
dungslinien der  gleichnamigen  Durchstosspunkte  von 
yj  und  y*,,  respective  y,  und  ya,  entsteht.  Dabei  lie- 
gen die  Durchstosspunkte  der  y^,  respective  g^  in  einer 
Geraden  mit  dem  gleichnamigen  Durchstosspunkt  von 
y, . Zuweilen  kann  vortheilhaft  der  Durchschnitts- 
punkt der  Erzeugenden  mit  der  Halbicrungsebene 
(§46. ; 3.)  benutzt  werden.  Man  erhält  dabei  als  Ort 
der  gleichnamigen  Durchstosspunkte  die  betreffende 
Spur  der  Uegelfläche  zweiter  Ordnung. 

Bezeichnen  wir  die  respectiven  Schnittpunkte  von 
, Iß,  Iß  mit  y.j  durch  Aß^,  A.,ß,  A^ß  und  mit  yj  durch 
Aß^ , Aßß , Aßß , so  sind  die  Reihen  A,  ^ , A 1 2 ^ ^ 1 3 j * * * j 
Aßi,  Aßß,  Aßß,  •••;  .1^31,  -^32»  ^331  ■"  projectiviscli  zu 
einander  und  nach  der  früher  entwickelten  Con.struc- 
tion  (§  17.)  können  also  zu  jedem  Punkte  in  y,- 
die  entsprechenden  Punkte  in  y*  und  y/  hinzu  con- 
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struiert  werden,  die  dann  mit  jenem  in  einer  Geraden 
l„  gelegen  sind. 

Ebenso  sind  die  Reihen  in 

■^12?  '^22?  ‘"^32 > ***  ^2?  '^33?  ^3  einan- 

der projectivisch ; etc. 

2)  Man  constmiere  zu  den  drei  Geraden  f/, , 9s 
einen  Regelsch.aar  diejenigen  Geraden  der  andern  Re- 
gelschaar der  FlKche  zweiter  Ordnung,  welche  ihnen 
respective  parallel  sind.  Dazu  legt  man  din-ch  </,  die 
zu  5j,  ^3  respective  parallelen  Ebenen  G^,  0,3;  durch 
jTj  die  zu  jTj,  parallelen  Gjj,  Gj,  und  durch  g.^  die 
zu  9i ) 9i  parallelen  G3, , Gjj  und  bestimmt  jene  Er- 
zeugenden 1| , Ij , I3  als  die  respectiven  Schnittlinien 
derEbenenpaareG.^i , G,,;  G,,,  G,,;  G,,,  G.,3.  Die  pro- 
jectivischen  Reihen  in  den  Geraden  g und  1 sind  dann 
durch  ihre  Gegenpunkte  und  je  ein  Paar  entsprechen- 
der Punkte  bestimmt.  (Vergl.  § 17.;  3.) 

3)  Die  sechs  Ebenen  G,*  bilden  ein  Parallelepiped  — 

denn  G,*  und  G*,-  sind  einander  parallel  — von  wel- 
chem die  Geraden  J7|l-,j3l|jf2l3  eine  Kette  von  Kanten 
bilden  und  ein  windschieles  Sechseck  mit  paarweis 
parallelen  Gegenseiten.  Seine  Ecken  sind  in  der  ent- 
sprechenden Folge  A|j  Ajj  A3,  A,|  A.^3  A,3.  Die  Punkte 
A,, , Ajj,  A.,3  liegen  auf  und  1,,  g.^  und  l.,,  ^3  und 
I3  respective  unendlich  fern.  Die  Ebenen  l,g^, 
^jl,,  1,  STj,  I3  9,  sind  die  Tangentialebenen  der 

Fläche  zweiter  Ordnung  in  A^,  A3,,  A,, , Aj, , A.,j,  A,3 
respective  und  die  Ebenen  gi^2) 

endlich  fernen  Punkten  A,,,  Aj.^,  A33. 

Man  verzeichne  aus  diesem  Parallelepiped  die 
axonometrische  Projection  des  einfachen  Hyperbo- 
loids. 

4)  Die  perspectivischen  Axen  der  projectivischen  Reihen 
(vergl.  § 17.)  in  den  Erzeugenden  g^  und  g^,  re- 
spective ^3  sind  parallel  je  einer  Diagonale  des  vor- 
bezeichneten  Parallelcpipeds,  welches  die  gegebenen 
g mit  den  zu  ihnen  parallelen  l bestimmen.  In  Tafel 
V.  ist  1-2  II  A.,., , Aji . 

r>)  Man  construiere  zu  den  tleraden  7,,  g,,,  g,,  weiche 
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durch  die  Paare  ihrer  ersten  Projectionen  gegeben 
sind,  die  Geraden  /,  wenn  insbesondere 

a)  jr,  parallel  zur  Projectionsaxe  OZ, 

b)  ff,  parallel  zur  Projectionsaxe  O.Y  und  ff.,  paral- 
lel or, 

c)  ff,  parallel  zu  OZ,  parallel  zur  Projections- 
ebene  XOZ  gelegen  sind. 

0)  Wenn  zu  den  Geraden  ff,,  ff.,,  yj  der  ersten  Regel- 
schaar zwei  Gerade  l, , 1^  der  zweiten  Schaar  der 
Fläche  gefunden  sind,  so  sind  in  diesen  die  projec- 
tivischen  Reihen  durch  ,4,,,  •,  .4,^, 

bestimmt  und  zu  jedem  Punkte  Aj,  der  ersten  con- 
struiert  man  den  entsprechenden  Punkt  A.-^  der  Letz- 
tem und  somit  als  die  Gerade  AnA,^  eine  neue  Gerade 
ffi.  Man  kann  sagen:  Eine  Regelfläche  zweiter 
Ordnung  ist  durch  ein  windschiefes  Viereck 
und  eine  Transversale  von  zweiGegenseiten 
desselben  bestimmt. 

7)  Man  construiere  zu  drei  durch  Fluchtpunkte  und  Durch- 
stosspunkte  centralprojectivisch  bestimmten  Geraden 
ff  die  Centralprojectionen  der  Geraden  der  Schaar  / 
nach  der  Methode  unter  b).  (Tafel  VI.) 

Man  dreht  um  die  Gerade  y,  eine  Ebene  und 
bestimmt  in  jeder  Lage  ihre  Durchschnittspunkte  A^i, 
Aii  mit  den  Geraden  y.,  und  y^-,  die  Verbindungslinie 
AiiAii  ist  die  Gerade  Die  Spur  und  Fluchtlinie 
der  sich  drehenden  Ebene  sind  P.irallelenpaare  durch 
den  Durchstosspunkt  S,  und  den  Fluchtpunkt  Q,'  von 
ff,  und  zur  Bestimmung  der  Durchschnittspunkte  mit 
ff.^  und  ffj  wird  man  Hilfsebenen  durch  diese  Geraden 
legen,  etwa  die  beiden  zu  einander  parallelen,  deren 
gemeinschaftliche  Fluchtlinie  die  Fluchtpunkte  von  y.^ 
und  ff^  verbindet.  Die  Fig.  Tafel  VI.  giebt  die  Durch- 
führung für  zwei  Lagen,  die  Erzeugenden  mit 

den  Punktreihen  A„,  A^,,  A.j,',  A,.^,  A.^^,  A„2- 

Sind  zwei  Lagen  der  l bestimmt,  so  kann  man 
die  ferneren  y aus  den  projectivischen  Reihen  auf 
diesen,  und  aus  drei  Lagen  der  / kann  man  die 
sämmtliehen  übrigen  / mittelst  der  projectivischen 
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Reihen  in  den  7 construieren.  Die  zu  den  drei  ge- 
gebenen <j  parallelen  Geraden  der  Schaar  / sind  in 
demselben  Falle  nach  dem  Vorigen  zu  *construieren, 
und  damit  das  Parallelepiped  der  Aufgabe  3)  mit  den 
bezüglichen  neun  Tangentialebenen  der  Fläche.  Sie 
sind  in  der  Figur  eonstruiert  und  durch  l/l./lj'  be- 
zeichnet; die  Ecken  des  Parallelepipeds,  welche  der 
Flüche  angehören  oder  die  Ecken  des  windschiefen 
Sechsecks  sind  A,j',  A,/,  A,j',  Aj,’,  A^,';  die  Ver- 

bindungslinien der  Gegeneckenpaare  schneiden  sich 
in  M'  (vergl.  § 92.;  11.)  — dem  Bilde  vom  Mittel- 
punkt des  Hyperboloids. 

Der  Ort  der  Durchstosspunkte  und  der  Ort  der 
Fluchtpunkte  aller  Geraden  beider  Jfegelschaaren  sind 
die  Curven,  die  man  als  Spur  und  Fluchtlinie  der 
Kegelfläche  zweiter  Ordnung  zu  bezeichnen  hat. 

8)  Man  bestimme  für  die  durch  drei  Gerade  g^,  g^,  g^ 
gegebene  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  in  Centralpro- 
jection  diejenigen  Erzeugenden  l,  welche  mit  den  g 
respective  das  nämliche  Bild  haben.  Sind  S,  S.j  p./, 
S3P3'  die  Paare  der  Durchstoss-  und  Fluchtpunkte 
von  g^,  g^,  g^  und  sucht  man  Durchstoss-  und  Flucht- 
punkt 53*^3*'  von  /j,  welches  mit  g^  dasselbe  Bild 
l.(,  g^  hat,  so  wird  man  etwa  durch  die  parallelen 
Geraden  öi'O/Pu*',  S^S^*,  S^S.^*,  ferner  durch  S, 

in  g^'  die  Punkte  5,*,  S.,*,  G,,  Cj  bestim- 

men; denkt  man  dann  einen  beliebigen  Punkt  G der 
Tafel  — in  Tafel  VI.  ist  der  Punkt  als  dieses  G 
gewählt  — als  Umlegung  des  Centrums  mit  der  pro- 
jicierenden  Ebene  von  g^  und  l^,  so  erhält  man  die 
in  Tafel  VI.  gegebene  Construction  für  die  Gerade 
und  das  Bild  des  Schnittpunktes  .433  von 
P3  und  /j.  Man  erläutere  dieselbe  vollständig.  Der 
Punkt  .^33'  ist  der  Berührungspunkt  der  Geraden  g.j 
mit  der  Umriss  - Ellipse  des  Hyperboloids  und  kann 
daher  auch  nach  der  projectivischen  Erzeugung  der- 
selben eonstruiert  werden;  ebenso  die  Punkte  S./‘, 
als  Schnittpunkte  der  Geraden  g^'  oder  S3  mit  dem 
Spur-  respective  Flucht-Kegelschnitt  der  Fläche. 
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D)  Man  constniiere  in  Centralprojection  diejenige  Regel- 
fliiche  zweiter  Ordnung,  für  welche  eine  Gerade  (J^ 
als  projicierende  Linie,  eine  Gerade  als  in  der  Bild- 
ebene gelegen  und  die  Gerade  g^  w'illkUrlich  gegeben 
sind;  insbesondere  die  in  der  Bildebene  gelegene  Er- 
zeugende /,  und  damit  den  Berührungspunkt  der  Bild- 
ebene mit  der  Fläche;  ebenso  die  Tangentialebene 
derselben  im  Centrum. 

10)  Man  verzeichne  in  Centralprojection  für  das  durch 
!/i ) di  bestimmte  einfache  Hyperboloid  diejenigen 
Tangentialebenen  und  ihre  Berührungspunkte,  welche 
durch  ^1  gehen  und  die  Tafelncigung  4ö"  besitzen. 

11)  Diejenigen  Transversalen  zweier  Geraden  g^,  g.^,  die 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  welche  zu  einer  festen 
Ebene  parallel  sind,  bilden  die  eine  Kegelschaar  eines 
hyperbolischen  Paraboloids,  für  welches  jene  Geraden 
zur  andern  Kegelschaar  gehören.  Man  verzeichne 
dasselbe  in  Barallelprojection  a)  für  jene  Ebene  als 
erste  Projectionsebene , b)  als  Ilalbicrungsebene  Hx, 
c)  als  erste  projicierende  Ebene. 

12)  Man  constniiere  die  Centralprojection  des  durch  zwei 
Gerade  der  Schaar  g und  die  Tafelebene  als  Parallel- 
ebene  der  Schaar  l bestimmten  hyperbolischen  Parabo- 
loids. Wo  berührt  es  die  Tafel,  wo  die  Verschwin- 
dungsebene  und  die  zweite  Parallelebene  V 

13)  Durch  ein  windschiefes  Viereck,  also  auch  durch  ein 
beliebiges  Tetraeder,  nämlich  eine  Kette  von  vier 
Kanten  desselben,  ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid 
vollkommen  bestimmt  — weil  zwei  Gegenkanten  die 
Stellung  der  Parallelebene  liefern,  welche  mit  den 
beiden  andern  zusammen  die  Bestimmung  nach  dem 
Vorigen  leistet.  Man  verzeichne  dasselbe  für  das  re- 
guläre Tetraeder  in  Barallelprojection  und  discutiere 
die  Mehrdeutigkeit  dieser  Bestimmung. 

14)  Man  constniiere  inParallelprojcction  ein  hyperbolisches 
Paraboloid,  welches  die  erste  und  zweite  Projections- 
ebene in  gegebenen  Punkten  berührt. 

15)  Man  bestimme  für  ein  durch  ein  windschiefes  Viereck 
gegebenes  hyperbolisches  Paraboloid  a)  in  Parallel- 

Fiedler,  Dfirslollcmlc  Otnimotrie.  21 
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ju'ojection,  b)  in  C'entraiprojection  die  Richtung,  in 
welcher  sein  Berührungspunkt  mit  der  unendlich  fer- 
nen Ebene  liegt. 

U5)  Zu  zwei  Erzeugenden  ;/  und  einer  Erzeugenden  l be- 
stimme man  ein  hyperbolisches  Paraboloid  so,  dass 
seine  Richtungsebenen  zu  einander  normal  sind  — 
gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid. 

91.  Wir  stellen  unten  eine  Reihe  von  Erzeugungen  der 
Regelflächen  zweiter  < )rdnung  zusammen,  welche  constructives 
Interesse  besitzen. 

Aus  den  bereits  discutierten  ergiebt  sich  die  Eigenschaft : 
Das  Büschel  der  Tangentialebenen  eines  einfachen 
Hyperboloids  durch  eine  seiner  Erzeugenden  ist 
projectivisch  zu  der  Reihe  ihrer  Berührungspunkte 
in  dieser  Letzteren;  d.  h. 

denn  es  ist 

(ffl  • hhhh)  ~ (•^21 '■^2'.’ ‘^■23^24 ) 

\ind 

(^21  ^22 '^23 -^24)  = ('^11  "^12 

Zu  drei  Tangentialebenen  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung durch  dieselbe  gerade  Erzeugende  und  ihren 
Berührungspunkten  ist  somit  für  jede  vierte  Tan- 
gentialebene der  Berührungspunkt  und  für  jeden 
vierten  Punkt  die  Tangentialebene  linear  bestimmt 
— durch  die  C’onstruction  projectivischer  ungleichartiger  Gntnd- 
gebilde  erster  Stufe.  (§  16.)  Die  Figur  168.  zeigt  für  die 
Erzeugende  eines  einfachen  Hyperboloids,  das  durch  das 
windschiefe  Viereck  der  Transversale  /j  bestimmt 

i.st,  die  Construction  der  Tangentialebene  im  Punkte  P und 
im  unendlich  fernen  Punkte  V.  Die  Tangentialebenen  in  .^n, 
y^,3  sind  als  Ebenen  durch  ihre  Horizon- 

talspuren  .f,',  s,b  S|'*  verzeichnet  und  es  ist  die  aus  ihrem 
Büschel  durch  die  zur  Axe  OX  normale  Gerade  durch  S,“ 
geschnittene  Reihe  1,  2,  .3  und  die  Reihe  der  Berührungs- 
punkte A^^,  A^^,  y#,,'  zur  Construction  der  perspectivischen 
Axe  benutzt;  sodann  sind  zu  P'  und  If  die  entsprechenden 
Punkte  bestimmt  und  durch  sie  die  Spuren  .«,e  und  s,"  ge- 
zogen. 
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Von  den  zahlreichen  Consequenzen  dieses  Satzes  geben 
wir  auch  eine  Reihe.  (11  u.  f.) 

Fig.  les. 


1)  Die  Durchschnittslinien  der  entsprechenden  Ebenen- 
paare von  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln,  deren 
Scheitelkantcn  nicht  in  einerlei  Ebene  liegen,  sind 
die  Geraden  der  einen  Regelschaar  einer  Fläche  zwei- 
ter Ordnung,  zu  der  die  Träger  als  Gerade  der  an- 
dern Schaar  gehören.  Wenn  die  Schcitelkanten  in 
einer  Ebene  liegen,  so  entsteht  ein  Kegel,  speciell  eine 
Gylinderfläche  zweiten  Grades. 

2)  Wenn  zwei  Ebenen  sich  um  feste  Gerade  , g.,,  die 

21* 
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nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  drehen,  dass  sic  stets 
zu  einander  rechtwinklig  bleiben , so  erzeugt  die 
Schnittlinie  derselben  die  Kegelsclnvar  l einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  durch  (J^  und  <j.y 

3)  Wenn  zwei  Paare  von  Ebenen  sich  um  ihre  respec- 
tiven  Schnittlinien  j/, , i/j  so  drehen , dass  die  von 
ihnen  gebildeten  Winkel  ihre  Grösse  nicht  ändern, 
während  zugleich  das  eine  Paar  der  Schenkelebencn 
immer  einen  Punkt  einer  festen  Geraden  enthält,  so 
beschreiben  die  übrigen  Schnittlinien  der  Schenkel- 
ebenen die-Schaaren  / von  KegelHächen  zweiter  Ord- 
nung durch  die  Scheitelkanten. 

4)  Die  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punkte- 
paare von  zwei  projectivischen  Reihen,  deren  Träger 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  sind  die  Geraden  der 
einen  Kegelscha.ar  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  zu 
der  die  Träger  als  Gerade  der  andern  Sch.aar  gehören. 
Liegen  sie  in  einer  Ebene,  so  entsteht  eine  Curve 
zweiten  Grades. 

ö)  Wenn  von  den  Geraden  , y,^,  y.^  zwei  in  einerlei 
Ebene  liegen,  so  entsteht  als  Specialfall  der  Regel- 
Häche  zweiter  Ordnung  als  Ort  ihrer  Transversalen 
das  Ebenenpaar.  Wenn  das  Punktepaar? 

(5)  Wenn  zwei  Gerade  sich  um  ihren  Schnittpunkt  so 
drehen,  dass  sie  zwei  feste  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
gende Gerade  y^ , y.^  stets  schneiden,  während  sie  zu- 
gleich zu  einander  normal  bleiben,  so  erzeugt  die 
Verbindungslinie  ihrer  Schnittpunkte  mit  y^  und  </., 
die  Regelschaar  l einer  Fläche  zweiter  Ordnung  durcl) 

!/i  und  jTj. 

7)  Wenn  zwei  Punktreihen  in  Geraden,  welche  nicht  in 
einer  Ebene  liegen,  projectivisch  ähnlich  sind  (§  17.; 
4.),  so  erzeugen  die  Verbindungslinien  der  Paare  ihrer 
entsprechenden  Punkte  die  eine  Regelschaar  eines 
hyperbolischen  Paraboloids,  für  welches  die  Träger 
zur  andern  Schaar  gehören;  auch  darum  ist  durch 
ein  windschiefes  Viereck  ein  hyperbolisches  Paraboloid 
vollkommen  bestimmt,  während  für  d.as  lIypcrboloi<l 
die  Hinzufügung  einer  Transversale  nütliig  ist. 
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8)  Wenn  von  zwei  projcctivisclicn  Elienenhiiselieln  da.s 
eine  aiisl’arallelebenen  besteht,  so  erzeugen  die  Schnitt- 
linien enteprechender  Paare  ein  hyperbolisches  Para- 
boloid. 

9)  Ebenso,  wenn  das  Paar  ihrer  parallelen  Ebenen  ein 
entsprechendes  Paar  ist. 

10)  Wenn  man  durch  die  Punkte  einer  geradlinigen  Keihc 
Parallelen  zu  den  entsprechenden  Strahlen  eines  ihr 
projcctivischcn  Strahlbiischels  zieht,  dessen  Ebene 
jene  Reihe  nicht  enthält,  so  sind  diese  die  Erzeu- 
genden I eines  hyperl)olischcn  Paraboloids,  welches 
den  Träger  der  Reihe  und  die  Stellung  der  Ebene 
des  Biischcls  zu  Erzeugenden  der  Schaar  <j  hat. 

11)  Zwei  Hyperboloide,  welche  eine  Erzeugende,  gemein 
und  in  drei  Punkten  derselben  die  nämlichen  Tan- 
gentialebenen haben,  berühren  einander  längs  dieser 
Erzeugenden,  d.  h.  sie  haben  in  allen  l’unkten  der- 
selben einerlei  Tangentialebenen. 

12)  Längs  einer  Erzeugenden  wird  eine  UegelHächc  zwei- 
ter Ordnung  von  unendlich  vielen  Hyperboloiden  und 
Paraboloiden  berührt  — man  kann  in  Jeder  der  Tan- 
gentialebenen Joden  Strahl  des  aus  dem  Jlerührungs- 
piinkt  beschriebenen  Büschels  als  Erzeugende  wählen 
und  erhält  somit  eine  dreifache  Unendlichkeit 
solcher  Hyperboloide.  Wie  gross  ist  die  Zahl  der 
hyperbolischen  Paraboloidc  unter  ihnen? 

13)  Da  die  Schcnkelcbcnen  eines  sich  um  seine  Scheitel- 
kantc  drehenden  rechten  Winkels  die  Piiarc  eines  invo- 
lutorischen  Ebenenbüschels  liefern,  so  bestimmen  die 
Berührungspunkte  zweier  rechtwinkligen  Pajire  von 
Tangentialebenen  durch  eine  Erzeugende  in  dieser 
eine  Involution  von  Punkten,  deren  Ccntralpunkt  die 
Eigenschaft  hat,  dass  in  ihm  die  Berührungsebene 
für  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Erzeugenden  — 
die  inan  als  die  asymptotische  Ebene  der  Fläche  für 
dieselbe  zu  bezeichnen  hat  — normal  zur  Fläche  d.  h. 
normal  zu  ihrer  Tangentialebene  ist. 

Nach  der  Construction  in  § 10. ; 9.  ist  somit  die- 
ser Ccntralpunkt  derjenige  Punkt  der  Er- 
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zeugenden,  wo  dieselbe  der  nächstbenach- 
barten Erzeugenden  derselben  Schaar  am 
nächsten  ist.  Jede  Erzeugende  enthält  einen  sol- 
chen Punkt  und  die  Aufeinanderfolge  derselben  bildet 
eine  Curve,  die  man  die  Strictionslinie  der  Fläche 
nennt. 

Man  construiere  dieselbe  durch  ihre  Punkte  in- 
nerhalb eines  windschiefen  Vierecks  mit  einer  Trans- 
versale, wodurch  ein  einfaches  Hyperboloid  bestimmt 
ist. 

14)  Die  Normalen  einer  Rcgelfläche  zweiter  Ordnung  in 
Punkten  einer  Erzeugenden  bilden  ein  hyperbolisches 
Paraboloid,  dessen  Tangentialebene  im  bezüglichen 
Punkt  der  Strictionslinie  der  Fläche  normal  ist  zur 
Richtung  seines  Berührungspunktes  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene. 

15)  Die  Normalen  zu  einer  Erzeugenden  der  Rcgelfläche 
zweiter  Ordnung  in  den  Punkten  derselben  und  in 
den  bezüglichen  Tangentialebenen  bilden  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid,  welches  in  allen  Punkten  der 
Erzeugenden  dieselbe  Tangentialebene  mit  der  Fläche 
hat.  Nach  einer  Drehung  von  OO“  um  diese  Erzeu- 
gende fällt  dasselbe  mit  dem  Normalenparaboloid  zu- 
sammen. 

92.  Eine  Rcgelfläche  zweiter  Ordnung  wird  von 
jeder  Ebene  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ge- 
schnitten, die  wir  erzeugt  denken  können  durch 
die  projectivischen  Strahlbüschel,  welche  diese 
Ebene  mit  den  beiden  die  Rcgelfläche  erzeugenden 
projectivischen  Ebencnbüscheln  hervorbringt.  Je- 
der ebene  Schnitt  der  Fläche  ist  also  durch  fünf  Punkte  d.  h. 
die  Schnittpunkte  von  fünf  Erzeugenden  der  Fläche  mit  der 
Ebene  vollständig  bestimmt  und  wird  aus  denselben  durch 
projectivische  Construction  linear  verzeichnet  (§  25.;  27.).  Die 
Schnittcurven  der  Fläche  mit  den  Projectionsebenen  sind  be- 
stimmt durch  je  fünf  gleichnamige  Durchstosspunkte. 

An  eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung  geht  von 
jedem  Punkte  aus  ein  Kegel  zweiter  C lasse  alsEn- 
vcloppo  aller  der  Tangentialebenen,  die  von  jenem 
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Punkte  möglich  sind;  wii“  können  Ihn  erzeugt  den- 
ken durch  die  projectivischen  Strahl  büschel,  welche 
dieser  Funkt  mit  den  projectivischen  Ueihen  be- 
stimmt, durch  die  die  gegebene  Kegelfläche  erzeugt 
wird  (§  25.;  68.).  .Jeder  Bcrührungskegel  der  Fläche  ist  somit 
durch  fünf  Tangentialebenen,  d.  h.  durch  die  Verbindungs- 
ebenen des  gegebenen  Punktes  mit  fünf  Erzeugenden  der 
Fläche  vollständig  bestimmt  und  wird  aus  denselben  durch 
projectivische  Constniction  linear  verzeichnet  (§  25.;  28.). 

Der  Berührungskegel  aus  dem  Centrum  der  Projection 
und  die  Berührungscylinder  parallel  den  Projcctionsaxen  lie- 
fern durch  die  Spur  in  der  Bildebene  oder  in  der  zur  bc- 
treflfenden  Axe  nonnalen  Projectionsebene  den  entsprechenden 
Umriss  der  Fläche,  der  also  stets  eineCurve  zweiter 
Ordnung  und  durch  die  Bilder  oder  gleichnamigen 
Projectionen  von  fünf  Erzeugenden  der  Fläche  — 
als  durch  fünf  Tangenten  — völlig  bestimmt  ist.  Die  Fi- 
guren des  § 90.  zeigen  daher  auch  die  Umrisse  der  respcc- 
tiven  Hyperboloide.  Denken  wir  in  allen  Punkten  eines 
ebenen  Schnittes  der  Regelfläche  zweiter  Ordnung 
die  Tangentialebenen  derselben  bestimmt,  so  gehen 
diese  alle  durch  einen  Punkt  und  bilden  eine  Kegel- 
fläche zweiter  Classe,  von  der  wir  sagen,  dass  sic  nach 
jenem  Schnitt  der  Fläche  umschrieben  ist.  Denn  legen  wir 
durch  drei  Punkte  des  ebenen  Schnittes  die  Tangentialebenen 
der  Fläche,  so  gehen  diese  durch  einen  Punkt,  der  mit  dem 
ebenen  Schnitt  einen  Kegel  zweiten  Grades  bestimmt,  weither 
mit  dem  im  Satze  bezeichncten  die  Tangentialebenen  in  den 
drei  gewählten  Punkten  und  ihre  Berührungserzeugenden  ge- 
mein hat  und  also  mit  ihm  identisch  sein  muss. 

Ebenso  liegen  die  Berührungspunkte  aller  der 
von  einem  Punkte  ausgehenden  Tangentialebenen 
in  einem  ebenen  Querschnitt,  also  in  einer  Curvc 
zweiter  Ordnung. 

l)  Man  zeichne  in  cfmtralcr  oder  axonomctrischer  Pro- 
jection oder  in  zwei  orthogonalen  Parallel  projectionen 
- den  Querschnitt  mit  gegebener  Ebene  und  den  Tan- 
gcntenkcgcl  aus  gegebenem  Punkte  für  eine  Regel - 
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Hache  zweiter  Ordnung,  die  clurch  ein  windschiefes 
Viereck  mit  einer  Transversale  gegeben  ist. 

2)  Nach  § 86.;  14.  sind  die  acht  Tangenten  der  Dtirch- 
dringungscurve  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  in 
^ den  Punkten  einer  Gruppe  Erzeugende  des  nämliclicn 
einfachen  Hyperboloids  — welches  offenbar  die  Ciirve 
enthalten  muss. 

6)  Man  constniiero  die  Spurcurven  eines  durch  die  bei- 
den ersten  Projcctionen  eines  windschiefen  Vierecks 
bestimmten  hyperbolischen  Paraboloids. 

■1)  Die  Ebene  der  beiden  sich  drehenden  Geraden  in 
Aufg.  6.  des  vorigen  g umhüllt  den  Beriihrungskegel 
der  dort  erzeugten  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  der 
seinen  Mittelpunkt  im  IScheitel  des  rechten  Winkels  hat. 

.6)  Man  construiere  die  Spurcurvc  einer  Kcgelfläche  zwei- 
ter ( frdnung  in  der  Ebene  — mittelst  der  Durch- 
schnittspunkte der  beiden  ersten  Projcctionen  der  Er- 
zeugenden. Sie  ist  umhüllt  von  den  Affinitätsaxen 
der  Tangentialebenen  der  Fläche  in  ihren  Punkten. 

ti)  Die  Umrisse  eines  hyperbolischen  Paraboloids  in  Pa- 
rallelprojcction  sind  Parabeln,  also  durch  vier  Tangen- 
ten d.  h.  die  gleichnamigen  Projcctionen  von  vier  Erzeu- 
genden bestimmt;  ebenso  die  Schlagschatten  dcssclbtm 
auf  Ebenen  für  parallele  Lichtstrahlen. 

7)  Parallele  Ebsnen  schneiden  eine  Kegelfläche  zweiter 
(•rdnung  in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Curven 
zweiter  Ordnung  — weil  in  Curven,  welche  durch 
gleiche  Paare  projcctivischcr  Strahlcnbüschcl  erzeugt 
werden,  die  also  dieselben  Asymptoten-  und  Axen- 
richtungen  besitzen.  (§  29.;  4.) 

8)  Die  Nonnalebencn  der  festen  Geraden  in  Aufg.  2.  des 
vorigen  § schneiden  die  entstehende  Kegelfläche  zwei- 
ter Ordnung  in  Kreisen.  (§  ML;  8.,  10.)  - 

9)  Wenn  eine  Kcgelfläche  zweiter  Ordnung  durch  das 
windschiefe  Sechseck  der  Kanten  eines  Parallclepipeds 
von  solcher  Art  bestimmt  wird,  dass  die  kürzesten 
Entfernungen  dieser  Kanten  vom  Mittelpunkt  des  Pa- 
rallelepipcds  glcichgross  sind  und  in  einer  Ebene  lie- 
gen, so  wird  dieselbe  von  allen  zu  dieser  Ebene 
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parallelen  Ebenen  in  Kreisen  gcsclinilten  und  kann 
erzeugt  werden  durch  die  Drehung  einer  Erzeugen- 
den um  eine  durch  den  Mittelpunkt  jenes  Parallel- 
epipeds  gehende  und  zu  jener  Ebene  normale  Axc. 
Eine  solche  Fläche  heisst  ein  einfaches  Kotations- 
hy  perboloid. 

10)  Um  die  Umrisse  einer  KegelHäche  zweiter  Ordnung 
zu  bestimmen,  welche  durch  drei  Gerade  der  einen 
Rcgclschaar  gegeben  ist,  construiert  man  diejenigen 
drei  Geraden  der  andern  Schaar,  welche  mit  diesen 
respective  dieselben  Bilder  oder  Projectionen  haben, 
und  ihre  Schnittpunkte  mit  den  gegebenen.  Man  hat 
so  drei  Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte  für  die 
Curvc  zweiter  Ordnung,  welche  den  Umriss  bildet. 
(§  28.;  4.  und  § 90.;  8.) 

11)  Die  Grenze  des  Sclbstsehattens  auf  einer  Regelfläehc 

zweiter  Ordnung  für  Lieht  aus  einem  Punkte  L wird 
durch  drei  Tangentialebenen  derselben  aus  dem  Letz- 
tem und  deren  Berührungspunkte  bestimmt:  Sie  ist 

die  Schnittcurve  mit  der  Ebene  dieser  Letztem  und 
wird  aus  drei  Tangenten  und  deren  Berührungspunk- 
ten construiert. 

12)  Der  Kegel  der  Tangentialebenen  der  Fläche  in  ihren 
Punkten  anf  der  unendlich  fernen  Ebene  heisst  der 
Asyraptotcnkcgel  derselben;  sein  Mittelpunkt  ist 
der  Mittelpunkt  M des  Parallclepipcds,  durch  welches 
die  Fläche  bestimmt  werden  kann  und  der  Mittel- 
punkt der  P'läche  selbst  (vergl.  § 94.);  jede  durch 
ihn  gehende  Sehne  der  Fläche  ist  ein  Durchmesser 
und  wird  in  ihm  halbiert;  da  seine  Erzeugenden  denen 
der  Regelfläche  parallel  sind,  so  kann  er  als  der  Rich- 
tungskegel derselben  bezeichnet  werden. 

Man  construiero  in  Ccntralprojcetion  zu  drei  Ge- 
raden der  Schaar  g der  Regelfläehc  zweiter  Ordnung 
den  Asymptotenkegel  derselben  — mittelst  der  drei 
ihnen  parallelen  / durch  die  Fluchtlinien  der  durch 
ihre  Paare  bestimmten  Ebenen  als  durch  drei  Punkte 
und  ihre  Tangenten.  Die  Fig.  Tafel  VI.  — man  sehe 
für  ihre  Erklärung  übrigens  p.dl9,  f.,  7.  — bringt 
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auch  den  Asyinptotenkcgel  genügend  zur  Anschauung. 
Aus  den  gegebenen  Erzeugenden  jfj  construiert 

man  wie  dort  1,,  Ij,  l-,  und  erhält  durch  die  Flucht- 
linien der  Ebenen  <7|1|,  die  drei  Tangenten 

der  Fluchtcurve  der  Fläche  und  ihres  Asyinptoten- 
kegcls  in  Q,',  Q^’,  — wodurch  diese  bestimmt  ist  — ; 

sodann  als  den  Durchsehnittspunkt  dieser  Ebenen  M 
den  Mittelpunkt  der  Fläche  und  des  Asymptotenkegels 
und  durch  ihre  Spuren  S^S^,  S.^S^,  >%S.,  drei  Tangen- 
ten der  Spurcurve  des  Asymptotenkegels,  deren  Be- 
rührungspunkte S,*,  S/,  Sj*  in  den  respectiven  Schnit- 
ten derselben  mit  den  Erzeugenden  Q^,  M' 

liegen.  Ueberdiess  ist  diese  Spur  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  der  Spur  des  Hyperboloids  — vergl.  13. 

13)  Denken  wir  die  Regelfläche  zweiter  Ordnung  durch 
zwei  projectivische  Ebenenbüschel  erzeugt,  so  entsteht 
der  Asymptotenkegel  derselben  durch  zwei  ihnen  pa- 
rallele und  somit  gleiche  projectivische  Ebenenbüschel 
aus  M.  In  Folge  dessen  schneidet  jede  Ebene 
die  Fläche  und  denAsymptotenkcgelinzwei 
ähnlichen  und  ähnlichgelegenen  Curven  zwei- 
ten Grades. 

14)  Jede  Ebene,  welche  einer  Tangentialebene  des  asym- 
ptotischen Kegels  parallel  ist,  schneidet  das  einfache 
Hyperboloid  in  einer  Parabel.  Man  bestimme  die- 
jenigen parabolischen  Schnitte  einer  solchen  Fläche, 
welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  und  ge- 
gebene Tafclneigung  oder  gegebene  Neigung  gegen 
eine  feste  Ebene  haben. 

15)  Zu  einem  gegebenen  Kegel  zweiten' Grades  construiere 
mau  als  zu  seinem  Asymptotenkegel  ein  einfaches 
Hyperboloid.  Kann  dasselbe  eine  gegebene  Gerade 
enthalten,  respcctive  unter  welcher  Bedingung? 

16)  Die  Punkte  der  Strictionslinie  der  Regelfläche  zwei- 
ter Ordnung  auf  parallelen  Erzeugenden  der  beiden 
Schaaren  liegen  mit  dem  Mittelpunkt  der  Fläche  und 
ihres  Asymptotcnkegcls  auf  einer  Geraden  und  von 
ihm  gleich  entfernt. 
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93.  IHnc  Regclfliichc  zweiter  Ordnung  wird  von 
einer  Geraden  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  ge- 
schnitten, nämlich  in  denen,  die  diese  Gerade. mit  einem 
beliebigen  durch  sie  gehenden  ebenen  Schnitt  gemein  hat  — 
und  sie  hat  auch  mit  einer  solchen  Geraden  zwei 
Tangentialebenen  gemein,  nämlich  die,  welche  durch 
sie  berührend  an  den  Tangentenkegel  der  Fläche  aus  einem 
ihrer  Punkte  gelegt  werden  können.  Man  nennt  sie  daher 
zweiter  C lasse  wie  zweiter  Ordnung  oder  zweiten  Grades. 

Man  kann  für  die  Gonstruction  dieser  Punkte  und  Tan- 
gentialebenen die  Schnittebene  als  eine  projicierende  Ebene 
tind  den  Bcrührungskegel  als  Bcrührungscylinder  aus  der 
Uichtung  der  Geraden  wählen  und  kommt  in  jedem  Falle  auf 
die  Aufgabe  zurück,  die  Schnittpunkte  einer  Geraden 
mit  einem  Kegelschnitt  ihrer  Ebene  oder  die  Tan- 
genten von  einem  Punkte  an  einen  solchen  Kegel- 
schnitt also  (§  29.)  die  Doppelelemente  von  zwei 
proj.'ecti vischen  Reihen  oder  Strahlenbüscheln  von 
einerlei  Träger  zu  bestimmen.  Darauf  führen  die  pro- 
jectivischen  Eigenschaften  der  Regelflächen  zweiter  Ordnung 
direct  durch  folgende  Schlüsse. 

a)  Ist  die  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  durch  die  drei 

Geraden  der  einen  Schaar  , jtj,  bestimmt  und  ist  h die 
gegebene  Gerade,  so  schneiden  die  beiden  zur  Reihe  in 
perspectivischen  Ebcnenbüschel  von  den  Scheitclkanten  i/j  und 
t/5,  welche  das  Hyperboloid  erzeugen,  die  Gerade  h in  zwei 
projectivischen  Reihen,  deren  Doppelpunkte  solche 

Punkte  sind,  wo  zwei  entsprechende  Ebenen  sich  auf  A schnei- 
den, wo  also  h einer  Geraden  der  Schaar  l des  Hyperboloids 
begegnet.  Diese  Geraden  selbst  sind  die  Schnittlinien 

der  Ebenenpaare  g-i^'u  (^uch  jr,  F,)  und  g^F^,  g-^F^  (auch 
5T|  Fj)  und  bestimmen  mit  h die  beiden  Ebenen,  welche  diirch 
/i  gehen  und  das  Hyperboloid  berühren. 

b)  Drehen  wir  dagegen  um  g^  eine  Ebene,  die  in  g.^,  g^ 
die  projectivischen  Reihen  erzeugt,  als  deren  Verbindungs- 
linien wir  die  Geraden  der  Rcgelschaar  l des  Hyperboloids 
erhalten,  so  erzeugen  diese  Reihen  mit  h zwei  projectivische 
Ebenenbüschel,  deren  DoppelebenenF, , P.^  die  einzigen  Ebenen 
aus  der  Geraden  h sind , welche  zugleich  Erzeugende  , U 


Digitized  by  Google 


Zweiter  Tlicil. 


:$32 

lies  Hyperboloids  enthalten.  Diese  Geraden  selbst  sind  die 
V'erbindungslinien  der  Punktepaare  P|f/j,  Pit/s;  Pjt/j, 

Man  sieht,  dass  mit  jeder  der  beiden  Lösungen 
beide  Aufgaben  zugleich  erledigt  werden,  dass  also 
beide  zugleich  reelle  und  verschiedene,  zusaminen- 
fallende  oder  nicht  reelle  Auflösungen  geben  (vergl. 
S 94.)  und  dass  die  Constructionsraethoden  sich  wie 
die  Probleme  dualistisch  entsprechen.  (§23.)  In  Ta- 
fel VII.  ist  die  Auflösung  nach  der  Methode  a)  vollständig  ge- 
geben; zu  den  Geraden  ^J^,  , i/^,  h sind  die  gemeinsamen 

Transversalen  und  die  Ebenen  S'  und  construiert, 

welche  sie  mit  h bestimmen.  Auf  sind  drei  Punkte  A^^, 
y/|j,  gewählt  und  die  Schnittpunkte  der  durch  dieselben 
nach  ijj,  respective  //.,  gehenden  Ebenen  mit  h ermittelt  .ß,j, 
7^22 j fhii  ‘l'css  geschah  mit  Hilfe  von  Paral- 

lelen zu  ^2,  res]iective  f/,  durch  ^7,,,  A^.^  nach  der  Me- 
thode des  § 52.  Mittelst  des  Hilfskreises  K (vergl.  § 29.) 
sind  dann  in  der  zweiten  Projection  die  Doppelpunkte  F, , F, 
der  projcctivischen  Kcilicn  der  li  gefunden;  die  durch  die- 
selben zu  IJ^ , ^3  gezogenen  Parallelen  bestimmen  dann  mit 
, ij^  selbst  die  Ebcneniiaare,  als  deren  Schnittlinien  sich  die 
Transversalen  /, , ö,  — mittelst  der  Horizontalspuren  — er- 
geben; endlich  folgen  die  Spuren  s,',  .«2’}  der  beiden 

Ebenen  /, /i,  l.,h. 

Die  horizontalen  Durchstossjiunkte  von  tj,,  g^,  g,^,  /, 

bestimmen  die  Horizontalspur  dc.s  Hyperboloids  der  g]  die 
ersten  und  zweiten  Projectionen  derselben  fünf  Geraden  sind 
'l'angentcn  der  respectiven  gleichnamigen  Umrisse  desselben. 
Von  diesen  Elementen  sind  die  Umrisse  angegeben  und  durch 
Verstärkung  der  Linien  berücksichtigt.  Zu  ihrer  Vervoll- 
ständigung würden  die  in  der  Fig.  der  Tafel  VII.  leicht  mit 
Hilfe  ihrer  Durchstosspunkte  zu  ergänzenden  Erzeugenden  des 
Hyperboloids  der  g durch  die  Punkte  yt,,,  .-<,2,  A^^  [dienen. 
(Vergl.  Tafel  V.,  § 90.) 

Wenn  die  Gerade  A einer  Projectionsaxe  parallel  ist,  so 
enthält  das  allgemeine  Problem  die  Hestimmung  eines 
Punktes  der  Fläche  aus  einer  gegebenen  Pro  jection 
desselben;  die  projcctivischen  Ebenenbüschel  der  zweiten 
Lösung  durch  h werden  zu  projicierenden  Ebenen,  deren 
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Spuren  die  Verbindungslinien  der  gloiehnamigen  Projcction 
von  h mit  denselben  Projectionen  der  Punkte  der  projec- 
tiviselien  Reihen  in  j/j  und  </.,  sind.  Die  Construction  kommt 
somit  völlig  zurück  auf  die  Form  derjenigen  für  die  Bestim- 
mung der  Tangenten  des  Umrisskegclschnitts  der  Fläche  aus 
der  gleichnamigen  Projcction  des  Punktes.  (Vergl.  Fig.  1G9.) 

Auch  die  Construction  der  Durchdringungen  der 
Regelflächen  zweiter  Ordnung  mit  de veloj)pabeln 
Flächen  und  mit  andern  Regclflächen  zweiter  Ord- 
nung kommt  hierauf  zurück,  weil  ihre  Punkte  sich  als  die 
Schnittpunkte  der  Erzeugenden  der  einen  Fläche  mit  der 
andern  Fläche  und  die  bezüglichen  Tangenten  sich  als  die 
Schnittlinien  der  entsprechenden  Tangentialebenen  beider 
Flächen  ergeben.  (Vergl.  jedoch  das  "Spätere  hierüber.) 

1)  Die  Geraden  /, , /j  sind  nach  der  Construction  die 

ferneren  Durchschnittslininien  der  beiden  Hyperbo- 
loide, welche  durch  die  Geraden  h,  respective 

tjf,  (j^,  h als  Erzeugende  derselben  Schaaren  bestimmt 
werden.  Diese  Hyperboloide  schneiden  einander  in 
dem  windschiefen  Viereck  hl^,  d.  h.  sie  haben 
seine  Seiten  gemein  und  die  Ebenen  der  anliegenden 
Seiten  zu  gemeinsamen  Tangentialebenen  in  seinen 
Ecken.  Wie  verhält  sich  dazu  das  Hyperboloid 

und  das  i/ij.,;/.,?  In  welchen  Punkten  schneiden  , l., 
diese  verschiedenen  Hyperboloide V 

2)  Die  Geraden  /, , sind  die  gemeinschaftlichen  Trans- 

versalen der  vier  Geraden  </, , g.^,  g^  und  h\  dieselben 
sind  also  mit  Lineal  und  Zirkel  allein  construierbar; 
am  einfachsten,  wenn  man  eine  der  vier  Geraden  zur 
projicierenden  Linie  macht.  In  Tafel  VII.  sind  /, , 
diese  gemeinsamen  Transversalen  für  , y,,  jr.,  und 
A;  die  Schnittpunkte  derselben  mit  diesen  vier  Gera- 
den erscheinen  in  ihr  durch  D,,,  //,,,  F, ; 

-®23)  ^2  bezeichnet;  nur  die  zweite  Projcction 
von  liegt  oberhalb  der  Grenze  der  Figur. 

3)  Man  constniierc  in  Centralprojection  für  ein  durch 
drei  Erzeugende  y, , g.j,  g^  bestimmtes  einfaches  Hyper- 
boloid die  Tangentialebenen  desselben  in  den  Punkten, 
welche  einen  gegebenen  Punkt  zum  Bilde  haben. 
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4)  Man  bestimme  direct  diejenigen  Erzeugenden  eines 
gegebenen  Hyperboloids,  welche  eine  Projectionsaxe 
z.  B.  OX  schneiden. 

5)  Man  bestimme  für  das  durch  ein  windschiefes  Viereck 
gegebene  hyperbolische  Paraboloid  die  zweiten  Pro- 
jectionen  eines  Punktes  auf  demselben,  dessen  erste 
Projection  gegeben  ist.  In  Fig.  169.  ist  ABCD  oder 
lig^Ugi  das  windschiefe  Viereck  und  P'  der  Grund- 
riss eines  Punktes  in  der  Oberfläche  des  durch  das- 

Fig.  1S8. 


selbe  bestimmten  hyperbolischen  Paraboloids.  Die 
projectivischen  Reihen,  welche  die  / auf  den  g her- 
vorbringen: A,  D und  die  Richtung  von  y,  und  B,  C 
und  die  Richtung  von  g.^,  bestimmen  mit  der  durch  I*’ 
gehenden  Parallelen  zurAxe  OZ  projectivische  Ebenen- 
büschel, für  welche  die  Geraden  von  P'  nach  den 
Horizoutalprojcctioncn  jener  Punkte  die  ersten  Spuren 
sind;  mittelst  des  Hilfskreises  A',  welcher  P'  enthält, 
sind  die  Horizontalspuren  der  Doppelebenen  derselben. 
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die  Tangentialebenen  der  Fläche  durch  jene  V'erticale, 
ermittelt;  jede  enthält  zwei  Erzeugende  der  Fläche, 
welche  sich  im  entsprechenden  Berührungspunkt  P, 
auf  der  Verticalcn  durch  P'  schneiden  — die  für  P 
sind  durch  y,  I,  die  für  P*  durch  g*,  I*  bezeichnet, 
ihreVerticalprojectionen  sind  durch  ihre  Schnittpunkte 
1,  2,  3,  4;  1*,  2*,  3*,  4*  mit  den  gegebenen  / und  j 
bestimmt.  * 

6)  Man  bestimme  diejenigen  Erzeugenden  eines  gegebenen 
einfachen  Hyperboloids,  welche  einer  bekannten  Ebene 
parallel  sind,  d.  h.  welche  die  unendlich  ferne  Gerade 
oder  die  Stellung  dieser  Ebene  schneiden 

a)  in  Centralprojection, 

b)  in  orthogonaler  Parallelprojection. 

7)  Man  verzeichne  in  Panvllelprojection  für  ein  einfaches 
Hyperboloid  von  allgemeiner  Lage  die  Asymptoten- 
richtungen und  die  Asymptoten  desjenigen  ebenen 
Schnittes,  welchen  eine  bekannte  Ebene  z.  B.  insbe- 
sondere die  Ebene  mit  demselben  bildet,  ohne 
diesen  Schnitt  selbst  zu  verzeichnen. 

8)  Man  bestimme  für  Beleuchtung  durch  parallele  Licht- 
strahlen die  hellsten  Punkte  eines  einfachen  Hyper- 
boloids, welches  durch  ein  windschiefes  Viereck  und 
eine  Transversale  desselben  bestimmt  ist  — d.  h.  man 
construiere  diejenigen  Tangentialebenen  desselben, 
welche  die  zum  Lichtstrahl  normale  Stellung  haben 
und  ermittele  ihre  Berühnmgspunkte ; von  diesen  ist 
der  der  beleuchteten  Seite  angehörige  der  gesuchte. 

9)  Im  Anschluss  an  1)  folgt  weiter.  Wenn  zwei  ein- 
fache Hyperboloide  die  Geraden  g^,  derselben  Schaar 
gemeinsam  enthalten,  so  wird  der  Best  ihrer  Durch- 
dringung von  zwei  Erzeugenden  der  andern  Schaar 
respective  gebildet.  Denn  sind  g^ , 3,*  irgend  zwei 
Erzeugende  derselben  Schiuiren  im  ersten  respective 
im  zweiten  Hyperboloid,  so  sind  die  gemeinsamen 
Transversalen  /, , /j  zu  den  vier  Geraden  g^ , j,*,  y.^ , y., 
beiden  Flächen  ferner  gemeinsam. 

10)  Wenn  zwei  Hyperboloide  sich  in  allen  Punkten  einer 
gemeinsamen  Erzeugenden  berühren,  so  8chnei<len  sie 
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sicli  nocli  in  zwei  Erzengenden  des  andern  Systems; 
diese  sind  den  genieinscliaftlichen  Geraden  von  zwei 
concentrisclicn  den  Asymptotenkcgeln  der  Hyperbo- 
loide gleichen  und  parallelen  KegelHächen  jKirallcl. 
Wie  im  Fall  von  zwei  hyperbolischen  ParaboloidenV 

1 1 ) Die  Punkte  der  Durchdringungen  von  Regelflächeu 
zweiter  Ordnung  mit  Kegel-  und  Cylinder- Flüchen 
zweiten  Grades  werden  durch  die  Ebenen  aus  der 
Spitze  des  Kegels  nach  den  Erzeugenden  des  Hyper- 
boloids in  Gruppen  von  je  vier  gewonnen;  die  der 
Durchdringung  von  zwei  Hyperboloiden  durch  die 
Schnittpunkte  der  Erzeugenden  des  einen  mit  der 
Flüche  des  andeni,  oder  in  Gruppen  von  vier  durch 
die  Berührungsebenen  des  einen,  welche  das  andere 
in  je  einem  Kegelschnitt  schneiden.  Die  Durchdrin- 
gungen mit  developpabeln  Flüchen  bestimmt  man  durch 
die  Schnittpunkte  der  Erzeugenden  der  letztem  mit 
der  Kegelflüche  zweiter  Ordnung. 

12)  Die  gemeinsamen  Tangentialebenen  einer  Kegelflüche 
und  einer  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  sind  die  ge- 
meinsamen Tangentialebenen  des  gegebenen  Kegels 
mit  dem  von  seiner  Spitze  ausgehenden  Tangenten- 
kegel der  Fläche.  Die  gemeinschaftlichen  Erzeugen- 
den beider  Kegel  geben  die  Erzeugenden  des  ersten, 
welche  die  Fläche  berühren;  etc. 

13)  Man  construicre  die  Punkte,  welche  ein  gegebener 
Kegelschnitt  mit  dem  durch  drei  Gerade  bestimmten 
einfachen  Hyperboloid  gemein  hat,  oder  die  Geraden, 
welche  zugleich  jenen  Kegelschnitt  und  diese  drei 
Leitgeraden  schneiden. 

14)  Man  construierc  die  Ebenen,  welche  gleichzeitig  ein 
einfaches  Hyperboloid  und  einen  Kegelschnitt  be- 
rühren. 

94.  Ist  der  Punkt  P einer  Flüche  zweiter  Ordnung  ein 
elliptischer  Punkt,  so  haben  wir  die  beiden  Inflexionstangenten 
der  Flüche  in  ihm  als  nicht  reelle  Gerade  y,  i in  einer  reellen 
Ebene,  nämlich  der  Tangentialebene  der  Flüche  in  P,  und 
durch  einen  reellen  ihnen  gemeinsamen  Punkt  P zu  betrach- 
ten, und  müssen  annehmen,  dass  sie  keinen  zweiten  reellen 
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Funkt  enthalten.  Man  hat  solche  nicht  reelle  Gerade  mit 
einem  rellen  Funkte  punktierte  Gerade  genannt. 

Denken  wir  dann  /',  als  einen  zweiten  Funkt  derselben 
Fläche  zweiter  Ordnung,  so  schneiden  die  Ebenen  F, A,  P^y 
ans  ihr  neue  punktierte  Gerade  y^,  i,  heraus,  welche  in  der 
Tangentialebene  von  F,  liegen  und  ihre  vereinigten  reellen 
Funkte  in  haben,  sieh  aber  mit  ü,  y in  nicht  reellen  Funk- 
ten schneiden  — die  Sätze  auch  für  solche  nicht  reelle  Ge- 
rade als  gültig  gedacht,  dass  eine  Gerade  und  ein  Punkt 
ausser  ihr  eine  Ebene  bestimmen,  und  dass  zwei  Gerade  der- 
selben Ebene  sich  in  einem  Funkte  schneiden.  Sonach  ist 
auch  P^  ein  elliptischer  Punkt  der  Fläche,  d.  h.  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung,  welche  einen  elliptischen  Punkt 
besitzt,  enthält  nur  elliptische  Punkte;  auf  einer 
solchen  Fläche  liegen  zwei  Schaaren  von  nicht 
reellen  punktierten  Geraden  y,  A;  die  Geraden  der- 
selben Schaar  schneiden  einander  nicht,  indess  alle 
Geraden  der  einen  Schaar  von  jeder  der  andern  in 
projectivischen  Reihen  geschnitten  werden. 

Da  aber  diesen  Reihen  die  geometrische  Darstellbarkeit 
abgeht,  so  hassen  sich  die  schönen  für  die  Behandlung  der 
Hyperboloide  gewonnenen  Constructionsmethoden  nicht  auf 
die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  elliptischen  Punkten  über- 
tragen. Die  Nichtregelflächen  zweiter  Ordnung  er- 
fordern eine  andere  selbständige  Untersuchung. 
Wir  führen  diese  so,  dass  alle  ihre  Resultate  zugleich 
für  die  Regelflächen  zweiter  Ordnung  gelten,  und 
also  die  für  diese  schon  gewonnenen  Ergebnisse  vervollstän- 
digen. 

War  denken  einen  Punkt  P im  Raume  und  durch  ihn 
Gerade  A gezogen,  welche  die  Fläche  zweiter  Ordnung  P.^  je 
zweimal  schneiden  in  Punkten  S, , S,*;  S, , etc.  auf  jeder 
derselben  werde  dann  ein  Punkt  F,*,  Pj*;  etc.  so  bestimmt, 
dass  die  Gnippen  S, S,*,  PP*]  SjSj*,  PPj*]  etc.  harmonische 
Gruppen  sind  oder  dass  man  hat  {S^S^*PP^*)  = — 1.  So 
existiert  auf  jeder  die  Fläche  schneidenden  Geraden  A.  aus  P 
ein  ihm  in  Bezug  auf  sie  conjugierter  Punkt  Pi*.  Für  zwei  Ge- 
rade A, , fl.,  (Fig.  170.)  oder  eine  durch  P gehende  Ebene  ist  die 
gerade  Linie  P*P*  die  Polare  p^  von  P in  Bezug  auf  den 
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Kegelschnitt  A', , in  welchem  die  Ebene  P der  beiden  (iera- 
den  iius  P die  Fläche  zweiter  ( )rdnung  schneidet.  Zwei  be- 
liebige Ebenen  durch  P liefern  so  zwei  Polaren,  welche  sich 
in  dem  zu  P conjugierten  Punkt  der  Schnittlinie  dieser  Ebenen 
schneiden  müssen. 

Das  System  dieser  Polaren  hat  also  die  Eigenschaft,  dass 
je  zwei  derselben  sich  schneiden,  ohne  dass  sie  etwa  alle 
durch  denselben  Punkt  gehen,  d.  h.  sie  liegen  in  einer  Ebene 
P,  der  Ebene  der  conjugierten  Punkte  von  P\  wir  nennen 
dieselbe  die  Po lar ebene  von  P in  Bezug  auf  die  Fläche 
und  in  gleicher  Weise  P den  Pol  derselben.  Pol  und 


Kig.  170. 


Polarebene  werden  auf  allen  durch  den  Pol  gehen- 
den Strahlen  durch  die  Fläche  harmonisch  getrennt. 

Denken  wir  die  Tangenten  , tjj  /,*,  t^*  der  Kegelschnitte 
A'i , ATj  (Fig.  170.)  in  zwei  Ebenen  P, , P,  durch  den  Pol  in  den 
Punkten  S,,  S,*  der  Schnittlinie  derselben,  so  schneiden  sich 
diese  paarweis  in  Punkten  A/, , iMj  auf  den  Polaren  p, , pj  und 
die  Ebenen  /, /j,  d.  h.  die  Tangentialebenen  der  Fläche 

zweiter  Ordnung  in  S,,  S,*  respective  enthalten  eine  und 
dieselbe  Gerade  A,*  der  Polarebene.  Pol  und  Polarebenc 
trennen  harmonisch  alle  die  Paare  von  Tangential- 
ebenen, welche  aus  Geraden  der  Polarebenc  an  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  gelegt  werden  können.  Man 
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nennt  einem  Punkte  alle  Punkte  und  alle  Strahlen  in  seiner 
Polarebcne,  einer  Ebene  alle  Ebenen  und  alle  Strahlen  durch 
ihren  Pol  conjugiert.  Jeder  Geraden  entspricht  eine  andere 
als  Schnittlinie  der  Polarebenen  der  Punkte  von  jener  oder 
als  Verbindungslinie  der  Pole  der  Ebenen  aus  jener;  wir 
nennen  von  solchen  zwei  Geraden  jede  die  Polare  der  an- 
dern und  bezeichnen  jede  zwei  Gerade  als  conjugiert,  von 
denen  die  eine  die  Polare  der  andern  schneidet. 

Vier  Punkte,  von  denen  jeder  den  drei  übrigen  conjugiert 
ist  oder  ihre  Ebene  zur  Polarebcne  hat,  bestimmen  ein  'l’e- 
traedcr,  von  dessen  vier  Flächen  jede  den  drei  andern  con- 
jugiert ist,  von  dessen  Kanten  die  gegenüberliegenden  als  Po- 
laren zusammen  gehören,  während  die. benachbarten  conjugierte 
Gerade  sind.  Man  bezeichnet  diess  System  gewöhnlich  als  ein 
Quadrupel  harmonischer  Pole  und  Po  larebenen  in 
Bezug  auf  die  Fläche. 

1)  Jede  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  in  involu- 
torischerCcntral-Collincation  mit  sich  selbst 
für  jeden  Punkt  P im  Raum  als  (Jentrum  und 
seine  Polarebcne  P als  Collineationsebcnc. 
(Vergl.  § 42.;  _§  20.) 

2)  In  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  entsprechen 
sich  die  Punkte  /',■  des  Raumes  und  seine  Ebenen  P, 
paarweis,  allen  l’unkten  und  Strahlen  einer  Ebene 
die  Ebenen  und  Strahlen  durch  ihren  Pol,  etc.  — 
der  Raum  erscheint  zweimal,  als  Vereinigung 
eines  Punktsystems  und  eines  Ebenensy- 
stems. Man  nennt  die  gedachte  Beziehung  beider 
Räume  die  Polar-Reciprocität  und  die  vermit- 
telnde Fläche  zweiter  Ordnung  die  Directrix  der- 
selben. (Vergl.  § 33.) 

3)  Geht  durch  P eine  Tangente  der  Fläche  zweiter  Ord- 
nung Pj,  so  fallen  die  Schnittpunkte  S^,  S,*  im  Be- 
rührungspunkte zusammen  und  in  demselben  liegt 
daher  auch  der  vierte  harmonische  Punkt  /*,*  — d.  h. 
die  Polarebcne  eines  Punktes  P in  Bezug  auf 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  geht  durch  die 
Berührungspunkte  aller  von  P an  dieselbe 
möglichen  Tangenten;  der  Ort  der  Berührungs- 
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punkte  derselben  ist  der  Kegelschnitt,  den  die  Polar- 
ebene  P mit  der  Fläche  gemein  hat. 

4)  Ist  P selbst  ein  Punkt  der  Fläche  zweiter  Ordnung, 
so  liegt  für  eine  durch  P gehende  Gerade  S,  in  P 
und  S|*  ist  im  Allgemeinen  davon  verschieden,  somit 
fällt  P^*  im  Allgemeinen  nach  P;  ist  aber  die  Gerade 
eine  Tangente  der  Fläche  in  P,  so  fallen  S,  und  S,* 
in  P zusammen  und  P,*  ist  ein  willkürlicher  Punkt 
der  Tangente.  Es  sind  also  dem  Punkte  P der  Fläche 
alle  Punkte  der  in  ihm  an  dieselbe  gehenden  Tangen- 
ten conjugiert,  d.  h.  die  Tangentialebene  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  ist  die  Polarebene 
ihres  Berührungspunktes. 

5)  Ist  I**  auf  der  Polarebene  von  P in  Bezug  auf  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung,  so  liegt  auch  P auf  der  Po- 
larebene von  /**  in  Bezug  auf  dieselbe;  mit  andern 
Worten:  Wenn  die  Polarebene  sich  um  einen 
PunktPdrehtodereinEbenenbündel  erzeugt, 
so  bewegt  sich  der  Pol  in  der  Polarebene  P 
dieses  Punktes  oder  erzeugt  ein  ebenes  Punkt- 
system. 

(5)  Man  construiert  den  Pol  einer  Ebene  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  als  den  Durchschnitts- 
punkt der  Polarebenen  von  drei  Punkten  derselben, 
die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  speciell  als  den 
Schnittpunkt  der  Tangentialebenen  der  Fläche  in  drei 
Punkten  ihrer  Schnittcurve  mit  jener  Ebene. 

7)  Wenn  die  Polarebene  P sich  um  eine  Gerade 
g dreht,  so  rückt  ihr  Pol  P in  einer  andern 
Geraden  fort.  Jenes  Büschel  von  Ebenen 
und  diese  Reihe  sind  projecti visch;  in  den 
Schnittpunkten  von  g*  mit  der  Fläche  zweiter  Ord- 
nung wird  dieselbe  von  Ebenen  aus  g berührt  oder 
umgekehrt. 

8)  Man  construiert  die  Polare  g*  einer  Geraden  g in  Be- 
zug auf  die  Fläche  zweiter  Ordnung  Pj  als  die  Ver- 
bindungslinie der  Pole  von  zwei  durch  g gehenden 
Ebenen  oder  als  die  Schnittlinie  der  Polarebenen  von 
zwei  in  g gewählten  Punkten. 
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9)  Die  Lösungen  der  Aufgaben:  Die  gemeinschaftlichen 
Punkte  oder  Tangentialebenen  einer  Geraden  mit  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  zu  finden  — kommen  eine 
auf  die  andere  zurück. 

10)  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  immer  auch  eine 
Fläche  zweiter  Classe;  um  beides  zusammen  zu  fassen, 
kann  man  die  Bezeichnung  Fläche  zweiten  Gra- 
des gebrauchen. 

11)  Die  Ebenen  durch  eineGerade  g und  die  von 
g nach  den  Polen  von  jenen  geh  enden  Ebenen 
bilden  zwei  vereinigte  projectivische  Ebe- 
nenbUschel  in  Involution,  deren  sich  selbst 
entsprccbende  Ebenen  die  von  g ausgehenden 
Tangentialebenen  der  Fläche  sind.  Um  jede 
Gerade  im  Raum  wird  so  durch  jede  Fläche  zweiter 
( Irdnung  ein  involutorisches  Bübchel  harmonischer  Po- 
larcbonen  bestimmt. 

12)  Anderseits  bilden  die  Punkte  der  Polreiho  in  g* 
und  die  Schnittpunkte  von  g*  mit  den  ent- 
sprechenden Polarebcnen  aus  g zwei  verei- 
nigte projectivische  Reihen  in  Involution, 
deren  sich  selbst  entsprechende  Punkte  die 
in  g*  enthaltenen  Punkte  der  Fläche  sind. 
Auf  jeder  Geraden  im  Raum  wird  so  durch  jede 
Fläche  zweiter  Ordnung  eine  involutorische  Reihe 
harmonischer  Pole  bestimmt. 

13)  Wenn  die  Gerade  g die  Fläche  zweiter  Ordnung  be- 
rührt, so  thut  diess  auch  ihre  Polare  g*  in  demselben 
Punkte.  Die  Tangenten  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung in  einem  ihrer  Punkte  ordnen  sich  also  in  Paare 
so,  dass  die  Polarebenen  aller  Punkte  der  einen  Tan- 
gente des  Paares  die  andere  Tangente  des  Paares  ent- 
halten. Alle  diese  Paare,  man  sagt  conj  agier- 
ter Tangenten,  bilden  eine  Involution  von 
Strahlen.  Die  Doppelstrahlen  dieser  Invo- 
lution haben  die  Eigenschaft,  dass  die  Po- 
larobenen  der  Punkte  eines  jeden  ihn  selbst 
enthalten,  dass  also  alle  ihre  Punkte  in  ihren 
Polar  ebenen  liegen  oder  auf  der  Fläche  sind; 
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sie  sind  die  I n i’l  exionstangen tc n der  Flache 
in  dem  betrachteten  Punkte  oder  die  durch 
ihn  gehenden  Krzougenden  derselben.  (§  89.) 

Wenn  die  Paare  jener  Involution  sich  niclit  tren- 
nen, so  ist  die  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  Kegel- 
flä-che,  wenn  sie  sich  trennen,  so  gehört  sic  zu  den 
Nicht  regel flächen. 

Sind  die  Doppelstrahlen  vereinigt,  so  fällt  von 
allen  Paaren  die  eine  Tangente  mit  den  vereinigten 
Doppelstrahlcn  zusammen,  alle  Punkte  der  Doppcl- 
strahlgeradcn  sind  Herührungsimnkte  und  die  Fläche 
ist  eine  Kegcll'läche  oder  devcloppablc  Fläche  zwei- 
ter ( (rdnung. 

14)  Denken  wir' den  Tangentonkegcl  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  aus  dem  Punkte  P und  spcciell  einen  Punkt 
S der  Bcrührungscurvc  desselben  mit  der  Fläche,  die 
Tangente  i*  der  Letztem  in  8 und  die  Gerade  PS 
oder  /,  so  bilden  diese  beiden  ein  P.aar  in  der  Invo- 
lution der  Tangenten  in  S und  sind  somit  zu  den 
Haupttangenten  oder  Erzeugenden  g,  l der  Fläche  in 
S harmonisch  conjugiert. 

15)  Man  construicre  für  eine  gegebene  Fläche  zweiter 
Ordnung  ein  Quadrupel  harmonischer  Pole,  wenn  eine 
Ecke  und  eine  durch  sic  gehende  Kante  und  Fläche 
desselben  gegeben  sind. 

95.  Die  specielle  Betrachtung  der  Punkte  und 
Strahlen  sowie  der  Ebene  dos  unendlich  fernen  ebe- 
nen Systems  ergiebt  wichtige  Resultate.  Die  Polarebene 
eines  unendlich  fernen  Punktes  hat  die  Eigenschaft,  alle  die 
Strecken  zu  halbieren,  welche  durch  die  Fläche  zweiter  Ord- 
nung auf  den  von  ihm  ausgehenden  also  parallelen  Geraden  be- 
grenzt werden;  man  nennt  sie  die  der  gegebenen  Richtung 
conjugierto  Durchmesser-  oder  Diametralebene. 

Da  alle  unendlich  fernen  Punkte  in  einer  Ebene  liegen, 
BO  gehen  alle  Diamctralebcncn  durch  einen  Punkt,  den  Pol 
der  unendlich  fernen  Ebene.  Man  nennt  ihn  den  Mittel- 
punkt der  Fläche;  er  ist  in  allen  durch  ihn  gehenden  Ge- 
raden die  Mitte  der  Strecke,  die  die  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  ihnen  bestimmt. 
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Die  Polare  einer  unendlieh  fernen  Geraden  ist  die  Durclt- 
seliiiittsiinie  von  unendlieli  vielen  zu  den  in  ilir  {telegenen 
Kielitungen  con  jiigierten  Dureliniesserebenen,  ein  Dnrcli- 
niesscr  der  Fläche,  der  zu  jener  Stellung  eonjugiorte. 

Dem  unendlich  fernen  ehenen  System  von  Punkten  ent- 
spricht das  Ehcncnbündcl  der  Durchmessorehenen,  dem  un- 
endlich fernen  ebenen  System  von  Strahlen  das  Strahlenhündel 
der  Durchmesser  der  Fläche. 

ln  Folge  dessen  enthält  der  Durchmesser,  der  die 
Polare  einer  Stellung  ist,  die  J1  i 1 1 cl pun k t c aller 
der  ebenen  Schnitte  der  Fläche  zweiter  Ordnung, 
welche  diese  Stellung  haben.  Die  Involulion  harmo- 
nischer Polarebenen  der  Fläche,  die  durch  ihn  gehen  — man 
nennt  sic  conjiigierte  Dnrehmesserebenen  — wird  von  allen 
den  parallelen  Ehenen  dieser  Schnitte  in  gleichen  Büscheln 
conjugierter  Durchmesser  geschnitten,  d.  h.  die  parallelen 
e b c n e n S c h n i 1 1 c e i n e r F 1 ä c h c z w e i t e r O r d n u n g sind 
ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte,  deren 
Mittelpunkte  in  dem  Durchmesser  liegen,  welcher 
die  Polare  ihrer  Stellung  ist. 

Daraus  folgt,  dass  jede  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  unendlich  vielen  Arten  erzeugt  werden  kann 
durch  die  Bewegung  eines  Kegelschnitts,  welcher 
sich  stets  ähnlich  und  parallel  bleibt  und  einen 
festen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  schneidet,  wäh- 
rend sein  M ittelpunkt  denjenigen  Durchmesser  des- 
selben durchlätift,  welcher  der  Bichtung  der  be- 
treffenden Sehnen  conjugiert  ist.  Die  Schnittenrven 
der  Fläche  mit  irgend  zwei  Durchmesscrcbencn , von  denen 
die  eine  den  zur  andern  conjugierten  Durchmesser  enthält, 
begründen  eine  Erzeugung  dieser  Art. 

Die  Flächen,  welche  man  in  dieser  Art  durch  die  Com- 
bination  eines  festen  und  eim^s  beweglichen  Kegelschnitts  er- 
zeugen kann,  kommen  auf  folgende  llauptfällc  zurück: 

a)  Eine  feste  Hyperbel  erzeugt  mit  einer  beweglichen 
Ellipse,  oder  umgekehrt  eine  feste  Ellipse  mit  einer 
beweglichen  Hyperbel,  ein  einfaches  Hyperboloid 
(Fig.  171.),  wenn  dieselben  in  der  Mittcllagc  einen 
Durchmesser  gemein  haben,  welcher  beide  schneidet. 
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Die  zweite  Entstehung';  führt  in  der  Grenzlage  auf 
die  zweifache  Schaar  von  geradlinigen  Erzeugenden, 
b)  Eine  feste  Hyperbel  erzeugt  mit  einer  beweglichen 
Parabel  oder  umgekehrt  ein  hyperbolisches  Pa- 
raboloid  (Eig.  172.);  aus  der  Plntstchung  durch  die 
bewegliche  Hyperbel  entspringen  die  geraden  Erzeu- 
genden. 

Dicss  sind  die  uns  schon  bekannten  Kegcltlächen  zweiter 
Ordnung,  wie  sich  leicht  aus  dem  Vorigen  begründet.  (§94. ; 13.) 


Mg.  171.  ‘ Kig.  na. 


. c)  Eine  feste  Hyperbel  erzeugt  mit  einer  beweglichen 
Ellipse  oder  umgekehrt  ein  zweifaches  Hyper- 
boloid (Fig.  173.),  wenn  der  gemeinsame  Schnitt 
ihrer  Ebenen  ein  Durchmesser  ist,  der  die  Hyperbel 
nicht  schneidet. 

d)  Eine  feste  Ellipse  erzeugt  mit  einer  bewegten  Ellipse 
ein  Ellipsoid  (Fig.  174.). 

0)  Eine  feste  Parabel  und  eine  bewegliche  Ellipse  oder 
umgekehrt  erzeugen  ein  elliptisches  Paraboloid 
(Fig.  175.). 

Diess  sind  die  Nichtrcgelflächen  zweiter  Ordnung  oder 
die  Flächen  mit  elliptischen  Punkten. 

1)  Die  Tangentialebenen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
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in  ihren  Schnittpunkten  mit  einem  ihrer  Durchmesser 
sind  einander  parallel  — sie  haben  die  seiner  Rich- 
tung conjugierte  Stellung. 

2)  Die  Richtungen  von  drei  Durchmessern  der  Fläche, 
von  denen  jeder  der  Ebene  der  beiden  andern  also 
diesen  selbst  conjugiert  ist,  und  der  Mittelpunkt  der 
Hache  bilden  ein  Quadrupel  harmonischer  Pole  der- 


selben; die  entsprechenden  einander  conjugierten  Dia- 
mctralebencn  bilden  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 
ein  Quadrupel  harmonischer 
Polarcbenen. 

3)  Wenn  eine  Fläche  zwei- 
ter Ordnung  durch  pa- 
rallele Lichtstrahlen 
beleuchtet  wird,  so  ist 
dieSelbstschattengrenzeauf 
derselben  der  Schnitt  der 
zur  Richtung  des  Licht- 
strahls conjugierten  Dia- 
metralebene mit  ihr  und  der  Schlagschattenraum  ist 
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flurcli  den  von  ihm  mit  der  Richtung  des  Lichtstrahls 
hestimmten  Cyliuder  zweiten  Grades  begrenzt. 

4)  Der  Mittelpunkt  der  Fläche  ist  der  Scheitel  ihres 
Asymptutenkegels,  der  mit  dem  Schnitt  der  Fläche 
in  der  unendlich  lernen  Ebene  zugleich  reell  oder 
nicht  reell  ist  — also  in  den  Fällen  a)  und  c)  eine 
eigentliche  KegclHäche  zweiter  Ordnung,  in  den  Fällen 
b)  und  e)  aber  die  unendlich  ferne  Ebene  selbst  — 
welche  die  beiden  Paraboloide  berühren. 

5)  Die  Schnitte  der  Fläche  zweiter  Ordnung  und  ihres 
Asymptotcnkegcls  mit  einer  Ebene  sind  ähnliche  und 
ähnlich  gelegene  Kegelschnitte.  (§  92.;  13.) 

ti)  Man  erläutere  die  Entstehung  der  Kugel  als  Spe- 
eialiäll  von  derjenigen  des  Ellipsoids. 

7)  Man  zeige  wie  die  Kegclfläehen  und  Cylinder- 
flächen  zweiten  Grades  als  Specialfälle  von  a), 
h),  e),  c)  entstehen. 

8)  Unter  welchen  Voraussetzungen  entsteht  ein  Ebenen- 
paar als  Grenzfall  der  Fläche  zweiter  Ordnung? 
(Vergl.  S 91.;  5.) 

9)  Welche  Entstchungsweisc  der  Flächen  zweiten  Grades 
als  Umhüllung  oder  Enveloppe  bewegter  veränder- 
licher Kegclllächen  zweiten  Grades  ergiebt  sich  aus 
dem  Vorhergehenden  V Man  discutiere  die  Specialfälle 
derselben. 

10)  Für  eine  Kugel  fläche  ist  die  Polarcbeue  normal 
zum  Durchmesser  des  Pols;  jede  Gerade  g und  ihre 
Polare  g*  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  liegen  in  zwei 
zu  einander  normalen  Durchmesserebenen ; die  Invo- 
lutionen harmonischer  Polarcbcnen  für  einen  beliebigen 
Durchmesser  sind  rechtwinklige  Involutionen. 

11)  Alle  ebenen  Schnitte  der  Kugel  sind  Kreise  (§  31.; 

8.),  d.  h.  Kegelschnitte,  welche  die  nicht  reellen 
Kreispunkte  im  Unendlichen  ihrer  Ebene  enthalten, 
ln  Beibehaltung  des  Sinnes  dieser  Ausdrucks-  und 
Vorstellungsweise  sprechen  wir  den  Satz  aus:  Der 

unendlich  ferne  ebene  Q:i  er  schnitt  einer  Ku- 
gel ist  der  nicht  reelle  Kreis  der  unendlich 
fernen  Ebene.  Alle  Kugeln  haben  diesen  Kreis 
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pomein.  Drei  zu  ei  nander  reell  tw  i nk  1 ige.  G c- 
radc  ans  einem  Punkte  bilden  für  jede  aus  diesem 
hcseliricbene  Kugel  eine  Gruppe  con  jugierlcr  Dureli- 
messer,  ihre  Hielitungen  ein  Tripel  liarmoniselicr  Pole 
in  llezug  auf  den  unendlich  fernen  nicht  reellen  Kreis, 
d.  h.  in  llezug  auf  jede  Kugel. 

12)  Eine  Gerade  und  eine  Ebene  sind  normal  zu 
einander,  wenn  ihre  Richtung  und  Stellung  Pol  und 
Polare  in  llezug  auf  den  nicht  reellen  Kreis  der  un- 
endlich fernen  Ebene  sind;  zwei  Gerade  sind  nor- 
mal zu  einander,  wenn  ihre  Richtungen  conjngierte 
Punkte  in  der  Involution  ihrer  gemeinsamen  Stellung, 
zwei  Ebenen,  wenn  ihre  Stellungen  conjngierte 
Gerade  in  der  Involution  ihrer  gemeinsamen  Richtung 
für  jenen  Kreis  sind. 

!H>.  Für  die  Darstellung  der  Flächen  zweiter  Oril- 
nung  entspringen  aus  dem  Vorigen  die  folgenden  Ergebnisse; 

a)  Für  die  parallel  projectivischen  Darstellnngen. 

Man  darf  annehmen,  dass  die  Ebene  dos  festen  Kegel- 
schnitts der  einen  und  die  Ebene  des  beweglichen  Kegel- 
schnitts der  andern  Projectionsebene  parallel  sei;  denn  das 
erste  kann  durch  Transformation  stets  herbeigeführt  werden 
und  nach  Annahme  der  Stellung  der  Hlbenc  des  beweglichen 
Kegelschnitts  ist  für  die  ICbenc  des  festen  nur  der  Durch- 
messer gegeben,  welcher  ihr  conjugiert  ist  und  dieselbe  kann 
also  auch  durch  denselben  normal  zur  vorigen  Ebene  gewählt 
werden. 

Sei  also  der  bewegliche  Kegelschnitt  in  seiner  Mittcliage 
A'i  als  parallel  der  ersten  Projectionsebene  gegeben,  — die 
Tafel  VIII.  reiiräsenticrt  den  Fall  des  Ellipsoids  — etwa  durch 
zwei  conjngierte  Durchmesser  .-!/),  CD,  wovon  der  eine  AD 
der  Axe  DX  parallel  ist;  der  feste  Kegelschnitt  k\  aber  als 
])arallcl  der  zweiten  Projectionsebene  dargestellt,  ebenfalls 
bestimmt  durch  die  beiden  conjugierten  Durchracsscr  A D, 
EF,  von  denen  der  erste  zur  Axe  OX  parallel  und  ihm  mit 
A',  gemein  ist.  Dann  kann  jeder  ebene  Querschnitt  der 
Fläche  und  der  llcrührungskcgel  derselben  für  jeden 
Punkt  im  Raume  dargestellt  werden,  wenn  man  beachtet, 
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dass,  alle  die  zur  ersten  Projectionsebene  parallelen  Schnitte 
ähnlich  und  .Uhiilich  gelegen  sind  zu  dein  zu  XOY  parallelen 
Kegelschnitt  A’, , während  ihre  Mittelpunkte  im  Durchmesser 
A'A’  liegen  und  ihre  zu  OX  parallelen  Durchmesser  durch  Aj 
begrenzt  sind ; dass  ferner  die  zugehörigen  Tangentenkegel 
der  Fläche  ihre  Mittelpunkte  in  dem  besagten  Durchmesser 
KF  haben  und  also  durch  deren  zweiten  Projectionen,  die  Pole 
der  zu  OX  parallelen  Sehnen  von  A'j  in  Bezug  auf  A'.j,  völlig 
bestimmt  sind;  sowde  dass  das  Analoge  für  die  zur  zweiten 
Projectionsebene  parallelen  Schnitte  und  die  nach  denselben 
der  Fläche  umschriebenen  Tangentenkegel  mit  A,  und  CD  gilt. 

Denn  die  ebenen  Querschnitte  sind  Curven  zweiter 
Ordnung,  also  durch  fünf  Punkto  oder  dem  äquivalente  Data 
bestimmt.  Jeder  der  vorbezeichneten  einfach  bestimmten  Quer- 
schnitte der  Fläche,  welcher  von  der  Schnittebenc  geschnitten 
wird,  liefert  aber  zwei  Punkte  und  der  zugehörige  Tangon- 
tenkegel  giebt  die  beiden  Tangenten  in  denselben  als  die 
Schnittlinien  seiner  bezüglichen  Tangentialebenen  mit  der 
Schnittebene.  Es  genügt  also  die  Benutzung  von  zweien 
dieser  Querschnitte  — eventuell  der  beiden  zu  den  Projcc- 
tionsebenen  parallelen  Diametralschnitte,  welche  unmittelbar 
gegeben  sind. 

Der  Berührungskogel  der  Fläche  aus  dem  Punkte  P 
ist  eine  KegelHäche  zweiter  Ordnung,  also  durch  fünf  Er- 
zeugende oder  Tangentialebenen  etc.  bestimmt.  Man  con- 
struiert  Tangentialebenen  der  Fläche  aus  P und  ihre  Be- 
rührungspunkte mit  der  Fläche.  Jeder  der  oben  bezeichneten 
einfach  bestimmten  Bcrührungskegel  der  Fläche  liefert  zwei 
solche  Tangentialebenen  und  seine  Berührungscurve  mit  der 
Fläche  die  zugehörigen  Berülmingspunkte';  zwei  von  diesen 
Kegeln  bestimmen  also  vier  Tangentialebenen  und  ihre  Be- 
rührungspunkte; durch  die  Letztem  ist  die  Ebene  der  Bc- 
rühnmgscurvc  und  damit  diese  selbst  durch  vier  Punkte  und 
ihre  Tangenten,  nämlich  die  Schnitte  ihrer  Ebenen  mit  den 
betreffenden  Tangentialebenen,  bestimmt.  Eventuell  kann  man 
dazu  die  Cylinder  benutzen,  welche  nach  den  direct  gege- 
benen Kegelschnitten  A',  und  A'j  parallel  den  Durchmessern 
£F,  CD  respective  der  Fläche  umschrieben  sind. 

Insofern  die  Kegelschnitte,  mit  denen  man  es  dabei  zu 
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thun  hat,  Ellipsen  sind,  kann  man  sich  zur  Bestimmung  ihrer 
Schnittpunkte  mit  gegebenen  (Jeraden  und  ihrer  Tangenten 
aus  gegebenen  Punkten  der  Methode  der  Affinität  bedienen, 
wie  sie  in  §34.;  18.,  19.  erläutert  worden  ist;  sonst  natUriieli 
und  allgemein  der  projectivisehen  Methoden  des  § 29. 

b)  Für  die  Darstellang  in  Centralprojection. 

Wäre  der  zur  Bildebene  parallele  Diametralsehnitt  AT, 
und  der  zu  demselben  conjugierte  llurehmesser  A’ f mit  seinen 
Endpunkten  gegeben,  so  würde  der  Mittelpunkt  M der  Fläche 
sein  Bild,  das  zugleich  der  Mittelpunkt  vom  Bilde  jenes 
Schnittes  sein  muss,  im  vierten  harmonischen  Punkt  zu  E,  F 
und  0',  dem  Fluchtpunkt  dieses  Uurchmessers,  haben;  damit 
wäre  auch  die  Entfernung  jener  Durchmesserebene  von  der 
Bildebene  bekannt  und  die  Fläche  bestimmt.  Jeder  ebene 
Schnitt  derselben  durch  diesen  Durchmesser  oder  parallel 
jener  Diametralebene  kann  leicht  construiert  werden;  ebenso 
der  zugehörige  Tangentenkegel. 

Wäre  der  sichtbare  Umriss  der  Fläche  gegeben,  d.  h. 
die  Berührungscurve  des  vom  Projectionscentrum  an  sie  gehen- 
den Tangentenkegels  durch  ihr  Bild  und  ihre  Ebene  — mit- 
telst Spur  und  Fluchtlinie  — und  dazu  der  Mittelpunkt  der 
Fläche  durch  eine  ihn  enthaltende  üerade  und  sein  Bild  in 
ihr  bestimmt,  so  wäre  die  Fläche  zweiter  Ordnung  dadurch 
auch  bestimmt;  da  aber  der  Mittelpunkt  M der  Fläche  in 
dem  zur  Ebene  der  Berülirungscurve  conjugierten  und  also 
den  Mittelpunkt  der  Letztem  und  das  Projectionscentrum 
enthaltenden  Durchmesser  liegt,  so  ist  sein  Bild  zugleich  das 
Bild  vom  Mittelpunkt  des  Umrisskegelschnitts,  d.  h.  der  Pol 
der  Fluchtlinie  seiner  Ebene  in  Bezug  auf  denselben. 

Man  kann  diese  Bestimmung  noch  vereinfachen,  indem 
man  die  Ebene  des  Umrisskegelschnitts  d.  h.  die  Polarcbene 
des  Projectionscentrums  zur  Bildebene  wählt,  — da  dann  das 
Bild  des  Mittelpunktes  zugleich  der  Mittelpunkt  des  Bildes  ist. 

1)  Man  construiere  den  Schnitt  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, deren  den  Projectionsebenen  parallele  Diame- 
tralschnitte man  kennt,  mit  einer  Ebene  und  bestimme 
den  Pol  dieser  Ebene. 

Die  Tafel VTII.  stellt  den  Schnitt  des  durch 
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die  conjugierten  Durchmesser  Aß,  Cf>,  KF 
oder  die  den  Projectionsebcncn  parallelen 
1 ) i a in  c l r a 1 8 c h n i 1 1 e k\,  gegebenen  E 1 1 i p - 
soids  mit  der  Ebene  von  denSpurenS|,s.^und 
die  Bestimmung  des  Pols  P dieser  Ebene  dar. 
Sechs  Punkte  der  Schnittellipse  1,  2;  3,  4;  5,  6 mit 
ihren  Tangenten  sind  construicrt  und  der  Punkt  P ist 
als  Schnitt  der  drei  bezüglichen  Paare  von  Tangen- 
tialebenen oder  von  drei  Geraden  bestimmt.  Die  hori- 
zontale Diametralebene  liefert  die  Punkte  1 , 2 und 
die  Gerade  SijP;  die  horizontale  Ebene  durch  A’  die 
Punkte  3,  4 und  die  Gerade  S^,P  und  die  der  Auf- 
rissebene parallele  Diametralebene  die  Punkte  5,  G 
und  die  Gerade 

Die  horizontale  Diametralebene  schneidet  die  Ebene 
S in  einer  Geraden  m, , die  durch  ihren  Durchstoss- 
punkt  in  der  Verticalcbene  bestimmt  ist  und  dem 
Diametralschnitt  in  den  Punkten  1 , 2 begegnet. 
Diese  und  die  zugehörigen  Tangenten  von  K,  sind 
durch  den  Uebergang  zu  dem  mit  //,  affinen  Kreise 
A',*  construicrt  — JJ*  parallel  DD*  parallel  1*1',  2*2’; 
1*S|*  und  2*S|*  als  Kreistangenten,  sodann  l'l  und 
S|*S|'  parallel  JJ*.  Dann  ist  die  zum  Durchmesser 
FF  parallele  oder  seine  Richtung  ü enthaltende  Ge- 
rade durch  S,  die  Durchnittslinie  der  beiden  die  Fläche 
in  1 und  2 berührenden  Ebenen;  sie  enthält  einer- 
seits den  gesuchten  Pol  P,  anderseits  schneidet  sie 
die  Schnittebene  S in  dem  Punkte  5,,,  in  welchem 
die  Tangenten  der  Schnittcurve  in  1 und  2 sich  be- 
gegnen — durch  sind  diese  also  bestimmt. 

Die  Horizontalebene  durch  N schneidet  die  Schnitt- 
ebene  in  einer  Geraden  ti  und  die  Fläche  in  einer 
zu  Ä'i  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Ellipse  A',, 
welche  durch  die  beiden  zu  .4ß,  CD  respective  pa- 
rallelen conjugierten  Durchmesser  G //,  Jk'  bestimmt 
ist;  GH  wird  als  Sehne  von  k\  aus  dem  zu  A',  affinen 
Kreise  K.,*  mittelst  AT'A'*  " parallel  E’  E*"  durch  G* 
und  II*  construicrt,  sodann  7'A"  durch  den  Parallelis- 
nms  von  G'  k”  und  Ä /)',  etc.  Die  Schnittpunkte  3', 
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4'  dieser  Ellipse  mit  n'  sind  dann  dnreli  den  Ueber- 
gang  zum  affinen  Kreis  A'„*  aus  3*,  4*  gefunden  (da- 
bei ist  3*4*  parallel  zu  1*2*);  ebenso  die  zugehörigen 
Tangenten  von  A'„  aus  denen  von  A'„*  dureb  S„*  und 
S„.  Indem  man  dann  in  der  Vcrticalprojection  den 
Schnittpunkt  T"  der  Tangenten  von  A j"  in  G"  und  H" 
aus  T*  am  Kreise  K*  und  damit  T’  in  Ä B'  ermittelt, 
hat  man  in  S„T  die  Schnittlinie  der  Tangentialebenen 
des ,Ellipsoids  in  3 und  4,  also  eine  zweite  Gerade 
durch  den  Pol  P und  zugleich  in  ihrem  Schnittpunkt 
S,,  mit  der  Schnittebene  S den  Convergenzpunkt  der 
Tangenten  der  Schnittcurve  in  den  Punkten  3 und  4. 
Das  Weitere  dient  im  Grunde  nur  zur  Vcrification 
der  Lösung.  Die  verticalc  Diametralcbene  mit  dem 
Diamctralschnitt  A'j  schneidet  die  Ebene  S in  einer 
Geraden  »ij,  die  durch  ihren  horizontalen  Durchstoss- 
punkt  bestimmt  ist;  ihre  Schnitte  5,  6 mit  Aj"  sind 
aus  der  Affinität  mit  Aj*  durch  5*,  G*  bestimmt, 
ebenso  der  Schnittpunkt  der  zugehörigen  Tangen- 
ten von  Aj".  Die  Gerade  von  nach  dem  unend- 
lich fernen  Punkte  des  zu  A'j  conj agierten  Durch- 
messers CD  ist  die  Schnittlinie  der  Tangentialebenen 
des  Ellipsoids  in  5 und  6,  also  einerseits  eine  dritte 
Gerade  durch  den  Pol  P,  anderseits  durch  ihren  Schnitt- 
punkt S.Q  mit  der  Ebene  8 zur  Bestimmung  der  Tan- 
genten der  Schnittellipse  in  5 und  6 führend. 

Es  ist  evident,  dass  die  Schnittcurve  und  der  Pol 
aus  8 und  den  drei  conjugierten  Durchmessern  A ü, 
CD,  EF  der  Fläche  direct  constniicrt  sind;  die  Ellip- 
sen A\,  A'j,  A'„  sind  nur  zur  Unterstützung  der  An- 
schauung eingezeichnet. 

2)  Man  bestimme  die  Selbstschattcngrenzc  der  so  gege- 
benen Fläche  zweiter  Ordnung  für  Licht  aus  einem 
gegebenen  Piinkte  P. 

3)  Ebenso  für  paralleles  Licht  die  Selbstschat- 
te n grenze  und  den  Sch  lag  sc  hatten  auf  die  Pro- 
jectionsebenen  von  einem  zweifachen  Hyper- 
boloid. Die  Tafel  IX.  stellt  die  Construction  unter 
der  Vorau.ssetzung  dar  (vcrgl.  §97.),  dass  die  zu  den 
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mit  den  Projectionsebenen  XOY,  XOZ  parallelen  Dia- 
inetralebenen  conjugierten  Durchmesser  den  Axen  i 
und  y respective  parallel  seien.  Die  Fläche  ist  durch 
die  Axen  AB,  CD  ihres  Schnittes  mit  der  ersten  Pro- 
jectionsebene  — zugleich  die  des  mit  ihm  vom  Mit- 
telpunkte IV  gleichweit  nach  oben  entfernten  Horizon- 
talschnitts — und  die  Endpunkte  E,  F des  verticalen 
Durchmessers  gegeben;  l bezeichnet  die  Kichtung  der 
Lichtstrahlen.  Dann  sind  zuerst  die  Tapgenten  des 
zur  zweiten  Projeetionsebcne  parallelen  Diametral- 
schnitts in  jf',  B"  \ A*",  B*"  aus  den  gegebenen  Punk- 
ten und  Tangenten  bestimmt  (§27.;  2.);  der  Schnitt- 
punkt S der  beiden  ersten  ist  der  Scheitel  des  der 
Fläche  nach  der  Ebene  y/ /? CO  umschriebenen  Kegels, 
ebenso  der  Schnitts*  der  beiden  Letzten  für  A*  B*C*  D*. 
Dann  sind  mittelst  des  llilfskreises  A',  welcher  durch 
;V"  geht,  die  Asymptoten  des  Diametralschnitts  pa- 
rallel zu  XOZ  construiert  (§  .30.;  4.)  und  dadurch  der 
Asymptotenkegcl  der  Fläche  ermittelt. 

Man  verzeichnet  nun  den  liorizontalen  Durchstoss- 
punkt  jW|  des  durch  M gehenden  Lichtstrahls  und  h.at 
in  ihm  den  Mittelpunkt  der  Ilorizontalspur  des  Be- 
rührungscylinders;  die  von  ihm  aus  an  die  Ilorizon- 
talspur des  Asymptotenkegels  gehenden  Tangenten 
A/,  G , M,  II  sind  die  Asymptoten  der  besagten  Spur, 
die  geraden  Verbindungslinien  ihrer  Berührungspunkte 
G,  H mit  M sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel,  nach 
welcher  der  gesuchte  Berührungscylinder  das  Hyper- 
boloid berührt.  Die  Construction  von  G'  und  //'  ist 
durch  Uebergang  zum  Kreise  A',*  und  zu  A/,*  ausgefUhrt. 
(Vcrgl.  §.34.;  19.)  Sodann  genügt  ein  einziger  Punkt 
für  jede  dieser  Hyperbeln  zur  Bestimmung;  Jeder 
Horizontalschnitt  der  Fläche  liefert  ein  Paar  solcher 
Punkte;  die  Schnitte  CO  und  .4*0* C*0*  erläutern 
die  Benutzung  aller  andern.  Für  den  erstem  giebt 
der  horizontale  Durchstosspunkt  S,  des  durch  den 
entsprechenden  Kegelscheitel  S geführten  Lichtstrahls 
zwei  Tangenten  S,  J,  S,  L der  Ellipse  A B CD  — sic 
sind  durch  Uebergang  zum  Kreis  AT,*  und  dem  Punkt 
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S|*  frnuttdt.  Die  Horülininf'sjjiinkte  7 und  7 gehören 
sowold  der  Hyperbel  der  Herühningscurve  als  auch 
der  der  llorizontalspur  des  lierührungscylinders  an. 
Der  Schnitt  A*  H*C*  ft*  liefert  1‘unkte  IV,  0 der  Be- 
rührungscurve,  welche  den  erstem  diametral  gegenüber 
liegen  und  durch  die  Durchstosspunkte  A’j,  0.,  der 
entsprechenden  Lichtstrahlen  Punkte  der  Vorticjilspur 
des  Cylinders.  Dabei  wird  zweckmässig  die  Ebene 
A*H*C*D*  selbst  als  erste  Projectionsebene  benutzt; 
jedoch  gestattet  die  Symmetrie  die  directe  Ableitung 
von  N und  ft  aus  J und  L. 

4)  Man  verzeichne  die  Umrisse  einer  so  gegebenen  Fläche 
zweiter  Ordnung,  in  den  Projectionsebenen  — als  die 
Spuren  der  zu  den  Axen  OT  und  OZ  parallelen  Be- 
rühningscylinder  und  als  die  Projectionen  der  bezüg- 
lichen Berührungscurven  auf  der  Fläche. 

5)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  h mit 
der  Fläche,  insbesondere  die  einer  Parallelen  zu  einer 
Projectionsaxe,  d.  h.  ermittle  aus  einer  Projection  eines 
Punktes  der  Fläche  die  andre  Projection. 

G)  Würden  sich  die  vorigen  Ergebnisse  unmittelbar  für 
die  Darstellung  in  schräger  Parallelproj ec- 
tion  (§  61.)  verwenden  lassen? 

7)  In  Bezug  auf  jede  Diametralebcne  ist  die  Fläche  zwei- 
ter Ordnung  in  schräger  Symmetrie  für  die  Richtung 
des  zu  ihr  conjugierten  Durchmessers.  (Vergl.  § 42.) 

8)  Man  erörtere  die  Bedingungen,  unter  welchen  die  in 
Centralprojection  durch  Umriss  und  Mittelpunkt  dar- 
gcstellte  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  Ellip.soid,  ein 
zweifaches  Hyperboloid,  ein  elliptisches  Paraboloid 
sein  wird. 

9)  Man  verzeichne  in  Centralprojection  die  Beruhrungs- 
curve  der  Fläche  für  einen  Berührungskegel  von  ge- 
gebener Spitze. 

97.  Wenn  bei  der  Erzeugung  der  B'lächen  zweiter  Ord- 
nung nach  der  Methode  des  § 9.b.  entwetler 

a)  der  zur  Ebene  des  beweglichen  Kegelschnitts  conju- 
giertc  Durchmesser  norm.al  zu  dieser  Ebene,  oder  wenn 

b)  der  bewegte  Kegelschnitt  selbst  ein  Kreis  wäre,  so 

Fiedler,  Parstcllcnde  firometrie.  23 
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würden  daraus  für  die  construetive  Behandlung  besonders  in 
Parallelprojection  specielle  Vortlieile  entspringen. 

Man  würde  für  Parallelprojection  im  Falle  a)  jenen  Durcli- 
messcr  der  Axe  OZ  parallel  und  die  Axen  des  beweglichen 
Kegelschnitts  in  seiner  Jlittellagc  den  Axen  OX,  07  rcspec- 
tive  parallel  legen  dürfen  und  da  die  zu  den  beiden  verzeich- 
neten  zu  XOY,  XOZ  respoctive  parallelen  Diainetralschnitten 
gehörigen  Berührungscy linder  der  Fläche  den  Axen  OZ,  OY 
respective  parallel  also  zu  jenen  Projectionsebenen  normal 
sind,  so  sind  die  bezüglichen  Projectionen  jener  beiden  Ke- 
gelschnitte zugleich  die  entsprechenden  Umrisse  der  Fläche. 
Die  ersten  Projectionen  der  Lagen  des  bewegten  Kegelschnitts 
sind  dann  nicht  nur  ähnlich  und  ähnlich  gelegen,  sondern 
auch  conccntrisch  und  die  Spitzen  der  nach  ihnen  die  Fläche 
berührenden  Kegel  haben  iin  Mittelpunkt  dos  ersten  Umrisses 
ihre  gemeinschaftliche  erste  Projection;  etc. 

Im  Falle  b)  würde  man  die  Ebene  des  beweglichen 
Kreises  der  ersten  Projectionsebene  und  den  zu  ihr  conju- 
gierten  Durchmesser  der  zweiten  Projectionsebene  parallel 
machen;  etc.  Achnliche  Vereinfachungen  würden  auch  für 
die  centralprojectivische  Darstellung  entspringen. 

Die  Benutzung  derselben  wird  ohne  Beeinträchtigung  der 
Allgemeinheit  gesichert,  indem  wir  den  Satz  bew’cisen:  Eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  hat  im  Allgemeinen  drei 
und  nur  drei  zu  einander  normale  Durchmesser,  von 
denen  jeder  der  Ebene  der  beiden  andern  conju giert 
ist.  Man  nennt  sie  die  Axen  der  Fläche,  die  in  ihnen 
gelegenen^ Punkte  der  Fläche  die  Scheitel  und  die  durch 
sie  bestimmten  drei  zu  einander  normalen  Diametralebencn, 
welche  Ebenen  orthogonaler  Symmetrie  für  die  Fläche  sind, 
die  Hauptebenen,  sowie  die  in  diesen  gelegenen  Schnitte 
die  Ilauptdiametralschnitte oder  II a u p t s c h n i 1 1 e d e r F 1 ä c h e. 
Ist  di  ein  Durchmesser  der  Fläche  zweiter  Ordnung  und  D,- 
die  zu  ihm  conjugierte,  N,-  die  zu  ihm  normale  Durchmesser- 
ebene,  so  erzeugt,  während  </,■  eine  Durchmesserebene  durch- 
läuft oder  einen  ebenen  Strahlenbüschel  heschreibt,  die  Ebene 
D,  ein  zu  ihm  projectivisches  Ebenenbüschel,  welches  den  zu 
jener  Ebene  conjugierten  Durchmesser  zur  Scheitelkante  hat; 
die  Ebene  aber  ein  gleichfalls  zu  ihm  also  auch  zum  Büschel 
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der  Di  projectivisches  Ebenenbüschel  um  die  Normale  der 
Ebene  der  rfi  als  Seheitelkantc.  Die  Durchschnittslinie  ent- 
sprechender d.  h.  zu  demselben  Strahl  rf  gehöriger  Ebenen 
der  Hüschel  D/  und  Ni  erzeugt  somit  (§  68.)  einen  mit  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  concentrischen  Kegel  zweiten  Grades 
K,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  jede  seiner  Erzeugenden 
der  zur  entsprechenden  Lage  des  Durchmessers  di  conjugierte 
und  normale  Durchmesser  der  Fläche  ist. 

Betrachten  wir  dann  das  Durchmesserbüschel  di*  einer 
zweiten  Durchmesserebene,  so  entspricht  ihm  in  gleicherweise 
ein  Kegel  K*  der  zu  seinen  Strahlen  normalen  und  conju- 
gierten  Durchmesser.  Da  die  beiden  Büschel  di  und  di*  einen 
Durchmesser  d in  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  gemein  haben, 
so  müssen  auch  die  concentrischen  Kegel  h',  A'*  den  zu  ihm 
normalen  conjugierten  Durchmesser  zugleich  enthalten  und 
sich  somit  in  noch  einer  Efzeugenden  a oder  in  noch  drei 
Erzeugenden  a,  b,  c durchschneiden. 

Im  ersten  Falle  entspricht  der  Erzeugenden  a ein  zu  ihr 
normaler  und  conjugierter  Durchmesser  d„  in  der  Ebene  der 
di  und  auch  ein  von  diesem  verschiedener  zu  o normaler  und 
conjugierter  Durchmesser  d„*  in  der  Ebene  der  di*  und  die 
Ebene  dieser  beiden  Durchmesser  d,d„*  ist  zu  a zugleich  normal 
und  conjugiert,  d.  h.  a ist  eine  Axe  der  Fläche  zweiter  Ord- 
nung. Die  beiden  Axen  des  in  der  Ebene  d«d.*  gelegenen 
Diametralschnitts  der  Fläche  sind  die  beiden  andern  Axen  b 
und  c der  Fläche. 

Im  andern  Falle  können  nur  a,  b,  c selbst  diese  Axen 
sein,  d.  h.  die  drei  übrigen  gemeinschaftlichen  Erzeugenden 
der  Kegel  A',  J^*  bilden,  wenn  sie  sämmtlich  reell  sind,  die 
Kanten  einer  dreiseitig  rechtwinkligen  Ecke. 

Die  Schlüsse  gelten  und  die  Construction  bleibt  anw'end- 
bar  für  alle  eigentlichen  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche 
einen  Mittelpunkt  im  endlichen  Raume  haben.  Es  haben  also 
insbesondere  auch  die  Kegeltlächen  zweiten  Grades  stets  ein 
und  nur  ein  System  von  Axen  und  Hauptebenen. 

Im  Falle  der  Paraboloide  und  der  Cyllnder  fällt  von  den 
drei  Axen  nur  eine  in  den  endlichen  Kaum,  aber  jeder  Nor- 
malschnitt derselben,  d.  h.  des  Parallelenbündels  der  Durch- 
messer der  Fläche,  bestimmt  durch  seine  Axen  mit  ihrer  Rich- 

2.3  • 
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tung  die  beiden  durch  sie  gehenden  IliUiptebenen  der  Fläche, 
deren  Stellungen  die  beiden  andern  unendlich  fernen  Axcn 
der  Fläche  sind. 

Wie  sich  aus  dieser  Erledigung  der  Frage  a)  auch  die 
der  b)  ergiebt,  ist  unten  angeführt. 

1)  Die  Hyperbel  A",  (Tafel  X.)  ist  eine  rectanguläre  Hy- 
perbel; man  bestimme  direct  ihre  Asymptotenrichtnngen 
und  Asymptoten. 

In  Tafel  X.  ist  die  Construction  der  Axen 
eines  Ellipsoids  ausgeführt,  das  durch  die  zur 
ersten  und  respective  zweiten  Projectionsebene  paral- 
lelen Diametralschnitte  oder  durch  die  conjugierten 
Durchmesser  A D,  CD,  EF  gegeben  ist. 

Den  Durchmessern  des  Dianietralschnitts  AB  CD 
entspricht  als  Ort  ihrer  normalen  Conjugierten  ein 
Kegel  M,  Ä',  — seine  erste  Spur  — , ebenso  denen 
des  Diametralschnitts  AB  EF  ein  Kegel  M,  Af,*;  beide 
Kegel  haben  die  Erzeugenden  gemein,  welche  von  M 
nach  S, , S,'',  .S,*,  gehen  und  deren  erste  dem  ge- 
meinsamen Durchmesser  AB  entspricht,  während  die 
drei  letzten  die  Haupt-Axen  des  Ellipsoids  sind.  .lene 
ist  daher  die  Schnittlinie  der  zti  AB  normalen  Ebene, 
für  welche  M' M"  die  erste  Spur  ist,  mit  der  conju- 
gierten Ebene  CDEF,  deren  erste  Spur  die  Parallele 
zu  C D'  durch  F ist.  Die  Spurhyperbel  Aj  entsteht 
als  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  der 
projectivischen  Büsehcl  der  ersten  Spuren  der  Ebcnen- 
bUschcl  N;  und  D,-  für  die  Durchmesser  von  ABCD 
— Büschel,  deren  Scheitelpunkte  also  M'  und  F sind 
und  deren  entsprechende  Strahlen  normal  zur  ersten 
Projection  des  gewählten  Durchmessers  und  parallel 
zur  ersten  Projection  des  ihm  conjugierten  Durch- 
messers des  Schnittes  ABCD  sind.  Jedes  Paar  con- 
jugierter Durchmesser  von  ABCD  liefert  so  zwei  Punkte 
von  K, , so  z.  B.  das  Paar  d./  die  Punkte  D^,  D^', 
und  da  aus  d,',  d^  das  andere  Paar  conjugierter  Durch- 
messer dj',  d^'  sich  ergiebt  (§  34. ; 10.),  so  entspringen 
dem  noch  weiter  die  Punkte  D^,  D^.  Damit  sind  be- 
reits sieben  Punkte  von  A’,  bekannt  und  weitere  leicht 
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ebenso  oder  aus  diesen  zu  Knden.  Die  eonjugierten 
Durchiuessei-  d,',  <//  ®ind  mit  Hilfe  der  Affinität  aus 
dem  Paar  d, , dj  von  rechtwinkligen  Durchmessern 
des  Kreises  construiert,  der  Ä B'  zum  Durchmesser  hat. 
Auch  die  Diagonalen  des  von  den  Tangenten  des  Dia- 
mctralschnitts  ABCD  in  Ä' , B’ , C,  D'  gebildeten  Pa- 
rallelogramms würden  schon  zur  Bestimmung  von 
genügen.  Die  Construction  aus  dem  Kreis  ist  vor- 
theilhaft,  wenn  man  zugleich  den  Diametralschnitt 
ABCD  zu  verzeichnen  wünscht.  Für  die  Bestimmung 
von  A',*  ist  ersichtlich,  dass  die  Scheitel  der  erzeu- 
genden Spurcubüschel  die  unendlich  fernen  Punkte 
von  C D’  und  3f  31'  rospective  sind.  Dann  ergiebt 
sich  aus  dem  rcctangulären  Durchmesserpaar  d,*, 
des  über  A"B''  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises 
das  Paar  conjugierter  Durchmesser  d,*",  dj*"  und  ein 
weiteres  solches  Paar  dj*",  d,*"  vom  Diametralschnitt 
A" B" £"F".  Das  Perpendikel  in  3J"  zu'cinem  Durch- 
messer giebt  in  der  Projectionsaxe  den  Fusspunkt  der 
zu  ihr  normalen  ersten  Spur  der  Normalebcne  N/*; 
der  ihm  conjugierte  giebt  in  der  Parallelen  zu  (f  D' 
durch  seinen  in  A!  B'  gelegenen  horizontalen  Durch- 
stosspunkt  die  erste  Spim  der  eonjugierten  Ebene  D,* 
und  diese  schneidet  die  erste  Spur  von  N,*  in  einem 
Punkte  von  Aj*.  So  liefert  die  bezeichnetc  Gruppe 
der  Durchmesser  Punkte  D{* , /)./,  X»,*,  D^* , von 
denen  /),*  oberhalb  der  Zeichnung  fällt  — in  den 
andern  Ast  der  Hyperbel  A",*. 

Die  den  beiden  Curven  AT, , A',*  ausser  S,  ge- 
meinsamen Punkte  liegen  so,  dass  3f  der  Höhen- 
durchschnitt ihres  Dreiecks  und  die  Coordinate  z von 
31  die  Ordinate  für  31'  in  den  Kreisen  ist,  die  über  den 
Höhen  als  Durchmesser  beschrieben  werden.  (§  10. ; 10.) 

Die  Endpunkte  der  Axen  können  mit  Leichtig- 
keit con.struiert  werden. 

2)  Wenn  dieselbe  Construction  in  Centralprojection  für 
ein  Hyperboloid  ausgeführt  würde,  welches  sind  die 
Beziehungen,  die  zwischen  der  Fluchtcurve  des  Letz- 
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tern,  den  Fluclitpunkten  der  Axen  und  dem  Distanz- 
kreis und  Hauptpunkt  stattfindenV 

3)  ^Ycnn  die  Involution  der  conjugierten  Durelimesser 
des  einen  Hnuptselinittcs  der  Fläelie,  also  auch  aller 
zu  ihm  parallelen  ebenen  Schnitte  derselben  eine  recht- 
winklige Involution  ist,  und  somit  die  in  ihm  gele- 
genen beiden  Axen  der  Fläche  unbestimmt  sind,  so 
ist  dieser  Hauptschnitt  und  jeder  zu  ihm  parallele 
Schnitt  ein  Kreis;  alle  zu  ihm  normalen  Diametral- 
schnitte der  Fläche  sind  einander  gleich  und  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  kann  durch  Drehung  eines 
beliebigen  unter  ihnen  um  seine  Axe  oder  die  Axe 
der  Fläche  erzeugt  werden.  (§  92.;  9.) 

Solche  Flächen  heissen  Rotationsflächen  zwei- 
ter Ordnung,  jene  Axe  heisst  die  Rotationsaxe, 
die  zu  ihr  normalen  kreisförmigen  Schnitte  nennt  man 
die  Parallelkreise,  die  durch  sie  gehenden  zuein- 
ander congruenten  Schnitte  die  Äleridiane  der 
Fläche,  — wie  diess  in  der  mathematischen  Geo- 
graphie geschieht  für  das  Rotations-Ellipsoid  der  Erd- 
oberfläche. 

4)  Die  einer  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  nach  Pa- 
rallelkreisen  ximschriebenen  Kegel  sind  Rotationskegel, 
deren  Axe  die  Rotationsaxe  der  Fläche  ist;  die  zu- 
gehörigen Normalen  der  Fläche  bilden  ebensolche  Ro- 
tationskegel. Man  cLaractcrisiere  die  Berührungscy- 
linder  längs  der  Meridiane  und  ihre  Normalen. 

5)  Eine  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  hat  entweder 
zwei  Brennpunkte  in  der  Rotationsaxe  — die 
vereinigten  Brennpunkte  aller  ihrer  Meridiane  — oder 
einen  zur  Rotationsaxe  normalen  Kreis  von  Brenn- 
punkten — den  Ort  jener  Brennpunkte  aller  Meri- 
diane. Wie  hängt  diess  von  der  Länge  der  Axen  ab? 
In  welcher  Weise  übertragen  sich  die  Involutionseigen- 
schaften der  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  (§  35.) 
auf  diese  Punkte  und  die  Rotationsflächen  zweiter 
Ordnung? 

6)  Die  bequemste  constructive  Behandlung  der  Rotations- 
flächen zweiter  Ordnung  entspricht  der  zur  Rotations- 
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axc  noriualcii  Stellung  einer  IVojectionsebene.  Man 
erläutere  die  Vortlicile  derselben  für  die  Lösung  der 
elementaren  Aufgaben. 

7)  Für  die  Kugel  ist  jeder  Durelimesser  eine  Hotations- 
axe;  ihre  Brennpunkte  sind  im  Mittelpunkt  vereinigt. 

S)  Die  Axen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mit 
endlicbem  (Jentrum  bilden  das  einzige  Tripel 
eonjugierter  Durchmesser,  welches  dieselbe 
mit  einer  beliebigen  conccntrischen  Kugel 
gemein  hat. 

Ihre  Richtungen  bilden  ein  Tripel  harmonischer 
l’ole  sowohl  für  den  unendlich  fernen  nicht  reellen 
Kreis  J wie  für  den  Schnitt  V der  Fläche  zweiter 
Ordnung  mit  der  unendlich  fernen  Ebene.  Bezeichnen 
wir  die  Schnittpunkte  des  Kreises  J mit  dem  Kegel- 
schnitt V,  die  jedenfalls  nicht  reell  sind,  durch  1,  2, 
3,  4 rcspectivc,  so  bilden  die  Durchschnittspunkte  A, 
II,  C der  Gegenseiten  paare  12,  34;  23,  14;  31,  24, 
welche  nach  der  Entwicklung  des  Textes  reell  und 
einzig  existieren  müssen,  die  Punkte  jenes  Tripels 
(§  32.)  d.  h.  die  Richtungen  der  Axen;  die  Geraden 
AD,  DC,  CA  sind  die  Stellungen  der  llauptcbenen 
der  Fläche. 

9)  Die  sechs  Schaaren  paralleler  Ebenen  von  den  Stel- 
lungen 12, .34;  23,  14;  31,  24,  welche  paarweis  die 
Richtung  einer  Axe  der  Fläche  gemein  haben,  schnei- 
den die  Fläche  zweiter  Ordnung  in  Kreisen  — weil 
in  Kegelschnitten,  welche  die  Kreispunkte  ihrer  rc- 
spectiven  Ebenen  enthalten.  (§  31.;  8.) 

Nur  ein  Paar  dieser  Schaaren  kann  reell  sein, 
d.  h.  nur  durch  eine  Axc  der  Fläche  sind  Kreis- 
schnitte möglich  — da  die  Realität  von  zwei  Schaaren 
die  des  Vierecks  1 2 3 4 bedingen  würde. 

In  der  That,  wenn  man  in  dem  Hauptschnitt 
der  grossen  und  kleinen  Axe  eines  Ellipsoids 
die  der  mittlern  Axe  gleichen  Durchmesser 
bestimmt,  so  liefern  diese  mit  der  mittlern 
Axc  selbst  die  beiden  nach  Kreisen  schnei- 
denden Diametralcbenen.  Wie  lässt  sich  das 
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Analoge  bei  den  Hyperboloiden  ausführenV  Und  wie 
beim  elliptischen  Paraboloid?  (Vcrgl.  § !)ü.)  Man  er- 
örtere ferner  das  die  Kreisschnitte  der  Kegel  zweiten 
Grades  Betreffende. 

10)  Die  Tangentialebenen  von  den  Stellungen  der  Kreis- 
schnitte liefern  als  ihre  Berühningspunkte  mit  der 
Fläche  je  ein  Paar  Punkte,  die  als  unendlich  kleine 
Kreisschnitto  der  Fläche  zu  betrachten  sind,  d.  h. 
für  welche  die  Involution  der  conjugierten  Tangenten- 
jiaare  eine  rechtwinklige  Involution  ist.  Man  nennt 
sie  die  Kreispunkte,  Umbilical-  oder  Nabel- 
punkte  der  Fläche. 

11)  Insofern  man  von  nicht  reellen  Ilegelschaaren  auf  den 
Nichtrcgelflächon  zweiter  Ordnung  sprechen  und  die 
bezüglichen  Eigenschaften  der  Regelflächen  auf  diese 
übertragen  darf,  kann  man  nach  § 915.  den  Satz  aus- 
sprechen: Die  zwölf  Kreispunkte  einer  Fläche 
zw'eiter  Ordnung  liegen  zu  dreien  in  acht 
nicht  reellen  Geraden. 

12)  Weil  im  Falle  der  Hyperboloide  die  reellen  Gegen- 
seiten des  Vierecks  1 2 3 4 den  unendlich  fernen  Schnitt 
der  Fläche  nicht  schneiden  können , da  sonst  das 
Viereck  reell  wärCj  so  kann  das  einfache  Hyperbo- 
loid Kreispunktc  nicht  haben  — was  auch  aus  der 
hyperbolischen  Natur  seiner  Punkte  folgt;  dagegen 
hat  das  zweifache  Hyperboloid  vier  solche  Punkte, 
wie  auch  das  Ellipsoid;  auf  dem  elliptischen  Parabo- 
loid existieren  deren  zwei,  das  hyperbolische  gestattet 
keine  solchen. 

13)  Das  hyperbolische  Paraboloid  kann  nicht  durch  einen 
beweglichen  Kreis  erzeugt  werden,  also  auch  nicht 
als  Rotationsfläche. 

14)  Die  harmonischen  Eigenschaften  des  Vierecks  geben 
den  Satz:  Die  Stellungen  der  Kreisschnitte 
bilden  mit  denen  der  Hauptschnittc  durch 
die  Axe,  deren  Richtung  jene  enthalten,  ein 
harmonisches  Büschel  und  da  die  Letztem 
rechtwinklig  zu  einander  sind,  so  halbieren 
sie  die  Winkel  der  erstem. 
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15)  Man  verzeichne  für  ein  Ellipsoid  oder  zweifaches 
Hyperboloid,  welches  zur  ersten  Projectionsebenc  pa- 
rallele kreisförmige  Querschnitte  hat,  die  Schnitt- 
punkte mit  einer  Geraden  h und  den  zu  derselben 
parallelen  Berührungscylinder  — durch  Benutzung 
von  zweien  der  Kreisschnittc,  als  welche  im  Allge- 
meinen vier  Punkte  und  die  entsprechenden  Tangen- 
ten des  Schnittes  der  Fläche  mit  einer  der  projicic- 
renden  Ebenen  von  h und  dadurch  die  fraglichen 
Schnittpunkte,  zugleich  aber  auch  eine  Erzeugende 
und  die  zugehörigen  Tangentialebenen  für  den  zuge- 
hörigen Berührungscylinder  etc.  liefern. 

16)  Wenn  die  unendlich  fernen  Curven  ü und  J eyiander 
in  zwei  Punkten  berühren,  so  ist  das  eine  Paar  der 
Verbindungsgeraden,  sagen  wir  12,  34,  das  Paar  der 
gemeinsamen  Tangenten  und  ihr  Durchschnittspunkt 
Ä die  Richtung  einer  Axe  der  Fläche.  Die  Paare  23, 
14;  31,  24  fallen  in  der  Berühningsschne  zusammen 
und  die  Punkte  B,  C sind  unbestimmt  in  derselben, 
indem  sie  die  in  ihr  gelegene  Sehne  harmonisch  thei- 
len;  d.  h.  (§  95.;  12.)  die  Fläche  hat  nur  eine  be- 
stimmte Axe,  die  beiden  andern  Axen  sind  unbestimmt 
in  der  zu  dieser  normalen  Durchmesserebenc  und  recht- 
winklig zu  einander.  Die  Fläche  zweiter  Ordnung 
ist  eine  Rotationsfläche,  die  beiden  Stellungen  der 
Rrcisschnitte  fallen  zusammen  in  die  eine  zur  Rota- 
tionsaxo  normale  Stellung. 

17)  Man  zeige,  dass  die  Construction  des  Textes  gültig 
bleibt  — unter  Berücksichtigung  von  § 95.;  12.  be- 
trachtet — für  die  Bestimmung  des  gemeinsamen  Sy- 
stems conjugierter  Durchmesser  von  irgend  zwei  con- 
centrischen  Flächen  zweiter  Ordnung. 

18)  An  welche  Voraussetzungen  ist  die  Realität  aller  drei 
Durchmesser  dos  besagten  Systems  zu  knüpfen? 

98.  Die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  elliptischen 
Punkten  können  aus  der  spcciellsten  unter  ihnen, 
der  Kugclfläche,  durch  die  Methode  der  centrischon 
Collineation  oder  der  Reliefs  (§41.;  4.,  5.)  abgeleitet 
werden.  Die  kreisförmigen  Schnitte  der  Kugel  gehen  in 
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Kegelschnitte  auf  der  Fläche  zweiter  Ordnung  über.  Wenn 
die  Kugel  mit  der  Gegenebene  ihres  Systems  keinen  Punkt 
gemein  hat,  so  entsteht  aus  ihr  eine  Fläche  zweiter  Ordnung, 
die  ini  Endlichen  geschlossen  ist,  da  sie  nur  elliptische  Quer- 
schnitte gestattet,  das  Ellipsoid.  Berührt  die  Kugel  die 
Gegenebeue  ihres  Systems  in  einem  Punkte,  so  verwandeln 
sich  alle  ihre  kreisförmigen  Schnitte  in  elliptische,  ausge- 
nommen nur  diejenigen,  welche  auf  den  durch  jenen  Be- 
rührungspunkt gehenden  Ebenen  liegen,  die  in  Parabeln  über- 
gehen, deren  Ebenen  sämmtlich  eine  feste  Richtung  enthalten 
— die  jenen  Berührungspunkt  mit  dem  Centrum  verbindende 
Gerade  giebt  sic  an  — die  Richtung  aller  Durchmesser  der 
Fläche  (§  16.;  1.);  sie  ist  ein  elliptisches  Paraboloid. 

Schneidet  die  Kugel  die  Gegenebene  des  Systems  in  einem 
Kreise  A',  nach  welchem  ihr  ein  gerader  Kegel  vom  Mittel- 
punkt M umschrieben  ist,  so  enthält  die  entstehende  Fläche 
zweiter  Ordnung  das  unendlich  ferne  Bild  des  Kreises  A', 
einen  reellen  Kegelschnitt,  und  die  zugehörigen  Tangential- 
ebenen bilden  einen  Kegel,  der  den  Mittelpunkt  M'  der  Fläche 
zu  seinem  Mittelpunkt  hat,  den  Asymptotcnkcgcl  der  Fläche. 
Die  Kreise  auf  der  Kugel  in  allen  den  Ebenen,  welche  den 
Kreis  K nicht  troft'cn,  verwandeln  sich  in  Ellipsen,  die  Kreise 
der  Ebenen,  welche  eine  Tangente  von  K enthalten,  werden 
Parabeln,  deren  Ebenen  also  den  Tangentialebenen  des  Asym- 
ptotenkegels parallel  sind.  Die  Kreise  der  Kugel  in  den  den 
Kreis  K schneidenden  Ebenen  werden  Hyperbeln,  für  welche 
die  Schnittpunkte  durch  ihre  Verbindungslinien  mit  dem  Cen- 
trum der  Collineation  die  Asymptotenrichtungen  liefern;  die 
Fläche  ist  das  zweifache  Hyperboloid. 

Aus  bekannten  Eigenschaften  der  Kugel  lassen  sich  hier- 
nach entsprechende  Eigenschaften  der  Nichtregelllächen  zwei- 
ter Ordnung  ableiten. 

Man  kann  leicht  die  Krc  Ts  schnitte  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  bestimmen,  welche  aus  einer  ge- 
gebenen Kugel  durch  eine  centrische  Collineation 
abgeleitet  wird.  Denken  wir  die  zweite  Projectionsebeno 
normal  zur  Collineationsebene  und  parallel  zur  Verbindungs- 
linie des  Centrums  der  Collineation  mit  dem  Centrum  der 
Kugel,  so  dass  die  Axen  der  entstehenden  Fläche  zweiter 
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Ordnung  normal  und  respective  parallel  zu  ihr  werden.  Nun 
liegen  die  Kreisschnitte  derselben  auf  Ebenen,  welche  durch 
je  ein  Paar  der  vier  nicht  reellen  Schnittpunkte  des  unend- 
lich fernen  Querschnittes  V der  Fläche  mit  dem  nicht  rellen 
unendlich  fernen  Kreis  J gehen;  und  weil  die  der  Collinca- 
tionsebene  parallelen  Schnitte  der  Kugel  Kreisschnittc  der 
collinearcn  Fläche  von  der  gleichen  Stellung  nach  sich  ziehen, 
so  ist  die  eine  jener  Verbindungslinien  der  vier  Punkte  1234, 
durch  welche  reelle  Kreisschnitte  gehen,  in  der  Gegenebene 
B unendlich  fern.  Die  andere  finden  wir  durch  folgende 
Schlüsse:  Da  für  alle  Kugeln  der  unendlich  ferne  nicht  reelle 
Kreis  derselbe  ist,  so  liegt  das  gesuchte  Bild  der  andern 
Stellung  der  Kreisebenen  nicht  nur  in  der  Oegenebene  K der 
gegebenen  Collincation,  sondern  auch  in  der  Gegenebene  K* 
derjenigen  zweiten  involutorischen  Colline.ation  aus  demselben 
Centrum,  für  welche  die  Kugel  in  sich  selbst  transformiert 
wird,  d.  i.  der  Ebene,  welche  die  geradlinigen  Abstände  des 
Centrums  der  Collincation  von  seiner  Polnrebenc  in  der  Kugel 
halbiert  (§42.).  Alle  Ebenen  durch  jene  Gerade  KB*  schneiden 
die  Kugel  in  Kreisen,  denen  in  der  collinearen  Figur  Kreise 
entsprechen;  die  durch  sie  mit  dem  Centrum  der  Collincation 
bestimmte  Ebene  ist  der  zweiten  Schaar  der  Kreisschnitte 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  pfirallel.  (Vergl.  unten  7.)  Der 
durch  die  Gerade  BB*  nach  dem  Pol  der  Gegenebene  B in 
der  Kugel  gehenden  Ebene  entspricht  die  zweite  Diametral- 
kreisschnittebene der  Fläche.  Damit  ist  die  zur  zweiten  Pro- 
jectionsebeno  normale  Axe  der  Fläche  bestimmt;  die  beiden 
andern  Axen  derselben  fallen  in  die  Halbierungslinien  der 
Winkel,  welche  die  Diametralkreisschnitte  mit  einander  bilden. 

Die  Fig.  177.  enthält  die  Construction  für  den  Fall 
des  Ellipsoids.  Der  Punkt  M ist  der  Pol  der  Gegenebene 
B in  der  Kugel,  der  Schnitt  GII  der  Ebene  MBB*  wird  so- 
mit zum  Diamctralkrcisschnitt  G’ H’  des  Ellipsoids  — der 
andere  Diamctralschnitt  G*' H*’  ergiebt  sich  aus  dem  zur 
Collineationsebene  parallelen  Schnitt  der  Kugel  durch  M oder 
mittelst  des  Satzes  in  5)  unten. 

Die  Schnitte  durch  BB*  nach  A', , liefern  die  Paare 
von  Kreisschnitten  /,*'A’,*'  und  /j'Aj',  Die 

Kreispunkte  sind  die  A ',  die  den  Berührungspunkten  der  von 
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BK*  ausgeheiulen  und  der  zur  Collineationsebene  parallelen 
Tangentialebenen  der  Kugel  entsprechen.  (Vergl.  Fig.  176.) 

1)  Der  Mittelpunkt  der  Fläche  ist  der  entsprechende  Punkt 
zum  Pol  der  Gegenebene  B in  Bezug  auf  die  Kugel 
— denn  der  harmonischen  Theilung  mit  dem  Flucht- 
punkte entspricht  die  Halbierung. 

2)  Man  bilde  durch  Collineation  aus  einer  Kugel  ein 
elliptisches  Paraboloid  von  einem  auf  ihr  gelegenen 
gegebenen  Kreisschnitt  und  gegebener  Richtung  seiner 


Kig.  176. 


Durchmesser.  Dieser  Kreisschnitt  giebt  selbst  die 
Collineationsebene  und  die  Gogenebene  B als  eine  der 
zu  ihm  parallelen  Tangentialebenen  der  Kugel,  der 
Berührungspunkt  der  Kugel  mit  B und  jene  Richtung 
liefern  einen  Strahl  aus  dem  Centrum.  Kann  der  ge- 
gebene Kreisschnitt  ausserhalb  der  Kugel  willkürlich 
gewählt  werden? 

3)  Man  leite  für  ein  zweifaches  Hyperboloid,  welches 
die  Collinearfigur  einer  Kugel  ist,  die  beiden  Schaaren 
der  Kreisschnittebenen  ab  und  stelle  es  durch  die- 
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selben  dar.  Man  bestimme  auch  die  Kreispunkte  A" 
desselben  als  die  entsprechenden  zu  den  HerUhriings- 
punkten  der  Kugel  mit  den  zur  Collineationsebene 
parallelen  und  mit  den  durch  die  Gerade  RB*  gehen- 
den Tangentialebenen  (Fig.  176.) 


rig.  177. 


4)  Zwei  beliebige  parallele  oder  nicht  parallele 
Kreisschnitte  derselben  Fläche  zweiter  Ord- 
nung liegen  stets  auf  einer  Kugelfläche. 

5)  Wenn  die  Ebenen  B und  E*  zn  einander  parallel  sind, 
d.  h.  wenn  die  Gerade  vom  Gollineationscentrum  nach 
dem  Mittelpunkt  der  Kugel  zur  Collineationsebene 
nonnal  ist,  so  fallen  beide  Schaaren  der  Kreisschnitte 
in  die  eine  zur  Collineationsebene  parallele  Schaar 
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zusammen;  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  eine  Ro- 
tationsHüche  mit  zur  Collineationsebene  normaler  Axe; 
die  Austrittspunkte  der  Letztem  sind  die  einzigen 
Kreispunkte  der  Fläche.  Man  erörtere  die  Bedingungen, 
unter  denen  sie  zwei  reelle  Brennpunkte  in  der  Ro- 
tationsaxe  oder  einen  Kreis  von  Brennpunkten  in  der 
zu  ihr  normalen  Dnrehmesserebene  besitzen  wird. 
(Vergl.  § 97.;  d.) 

6)  Der  Satz:  Die  Durchschnittskreise  von  drei  Kugeln 
in  I’aaren  liegen  in  drei  Ebenen  eines  Büschels,  dessen 
Scheitelkantc  zur  Oentralebcne  normal  ist,  giebt  durch 
centrische  Collineation : Wenn  drei  Flächen  zwei- 
ter Ordnung  einen  — nicht  reellen  — ebenen 
Schnitt  gemein  haben,  so  liegen  die  drei 
ebenen  Schnittcurven,  die  sie  überdiess  paar- 
weis bestimmen,  in  den  Ebenen  ein  es  Büsch  eis. 
Was  kann  über  die  Lage  seiner  Scheitelkante  hinzu- 
gefügt werden?  Wie  gestaltet  sich  der  Satz,  wenn 
die  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  ähnlich  und  ähn- 
lich gelegen  sind,  d.  h.  wenn  der  gemeinsame  Kegel- 
schnitt unendlich  fern  liegt.  Wir  führen  an,  dass 
diese  Sätze  auch  für  den  reellen  gemeinsamen  Schnitt 
Geltung  behalten. 

7)  Die  Construction  des  Textes  wird  ohne  Vermittelung 
nicht  reeller  Elemente  durch  den  evidenten  Satz  be- 
wiesen: Wenn  man  zwei  Collinearfiguren  des- 
selben Originals  aus  demselben  Centrum  mit 
verschiedenen  Collineationsebenen  und  Ge- 
geneben enB,  B*  macht,  so  entsprechen  seinen 
Schnitten  mit  Ebenen,  welche  die  Durch- 
schnittslinie der  Gegenebenen  B,  B*  enthal- 
ten, Curven,  die  zu  ihren  Originalen  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  sind  — als  Schnitte  dessel- 
ben Kegels  mit  parallelen  Ebenen. 

8)  Wie  ergiebt  sich  aus  den  Erörterungen  des  Textes 

die  directe  Construction  der  Axen  CD' 

der  Collinearfigur  eines  Kreises  in  Fig.  177. 
mittelst  der  durch  6|,  (Sj  nach  M gehenden  Sehnen 
AB,  CDl  (Vergl.  auch  Fig.  17G.) 
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9)  Man  kann  die  Regelflächen  zweiten  Grades  durch 
centrische  Collineation  aus  dem  einfaclien  Rotations- 
hyperboloid oder  auch  aus  dem  hyperbolischen  Para- 
boloid  ablciten. 

10)  Das  Ellipsoid  kann  aus  der  Kugel  gebildet  werden 
durch  zweimaligen  Uebergang  zu  einer  affinen  Figur 
(vergl.  § 96.;  ferner  § 34.;  18.,  19.)  Aber  man  er- 
hält so  weder  das  elliptische  Paraboloid  noch  das 
zweifache  Hyperboloid. 

11)  Die  Kugeltiäche  entsteht  als  Ort  der  Durchschnitts- 
punktc  der  entsprechenden  Elemente  eines  Strahlen- 
bUndels  und  eines  durch  die  Normalebcnen  seiner 
Strahlen  aus  einem  Punkte  gebildeten  Ebenenbundeis. 
Somit  erzeugen  ein  Strahlenbündel  und  ein  Ebcncn- 
bündel,  welche  zu  einander  projectivisch  (reciprok) 
sind,  eine  Nichtregclfläche  zweiten  Grades.  (Vergl. 
§ 94.;  2.) 

12)  Man  zeige,  dass  jede  Fläche  zweiten  Gr.adcs  durch 
den  Schnitt  von  zwei  reciproken  Bündeln  erzeugt 
werden  kann  — und  dass  die  dem  gemeinschaftlichen 
Strahl  entsprechenden  Ebenen  beider  Bündel  die  Tan- 
gentialebenen derselben  in  ihren  Scheitelpunkten  sind. 

99.  Die  bisherigen  Entwickelungen  enthalten  die  con- 
structiven  Elemente  der  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades, 
ihre  Beziehungen  zu  Punkten,  Ebenen  und  Geraden  betreffend. 
Die  Erörterung  ihrer  Beziehungen  zu  Raumeurven  und  ihren 
developpabeln  Flächen,  als  mit  welchen  sie  Punkte,  Tangen- 
ten und  Tangentialebenen  gemein  haben  können,  ist  ohne 
Schwierigkeit  nnzuschliessen. 

Besondere  Untersuchung  fordern  aber  die  Probleme  von 
den  gemeinsamen  Punkten  oder  der  Durchdringungs- 
curve  und  von  den  gemeinsamen  Tangentialebenen  oder  der 
gemeinschaftlich  umschriebenen  Developpabeln 
zweier  Flächen  zweiten  Grades.  Sie  mag  mit  der  Dis- 
cussion  specieller  Fälle  beginnen. 

Die  gemeinsame  Curve  von  Die  gemeinsam  umschrie- 
zwei  Flächen  zweiten  Grades,  bene  Developpable  von  zwei 
die  iu>  Allgemeinen  von  der  Flächen  zweiten  Grades,  die 
(Jrdnung  m = 4 ist  — weil  im  Allgemeinen  von  derClasse 
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jede  Ebene  sie  in  den  vier 
Punkten  trifft,  die  die  beiden 
ihr  angebörigen  Curvcn  zwei- 
ten Grades  auf  den  gegebenen 
Flächen  gemein  haben  — zer- 
fällt in  zwei  Kegelschnitte, 
sobald  sie  zwei  Doppelpunkte 
besitzt,  d.h.  sobald  die  Flächen 
sicli  in  zwei  Punkten  berüh- 
ren. 

Denn  eine  Ebene,  welche 
durch  die  Verbindungslinie  der 


wi  =4  ist,  — weil  jeder  Punkt 
mit  ihr  die  vier  Ebenen  ge- 
mein hat,  welche  die  beiden 
von  ihm  ausgehenden  Tangen- 
tenkegel der  Flächen  mit  ein- 
ander gleichzeitig  berühren  — 
zerfällt  in  zwei  Kegel  flä- 
chen, sobald  sie  zwei  Dop- 
pelebenen besitzt,  d.  h.  sobald 
die  Flächen  sich  in  zwei  Ebe- 
nen berühren. 

Denn  ein  Punkt,  welcher  in 
der  Schnittlinie  der  beiden 


Flg.  I7S. 


beiden  Doppelpunkte  nach 
einem  weitern  gemeinsamen 
Punkte  der  beiden  F'lächen 
geht,  enthielte  fünf  und  somit 
unendlich  viele  Punkte  dersel- 
ben. Solche  zwei  Flächen  ha- 
ben somit  entweder  keine  wei- 
tem gemeinsamen  Punkte  oder 
sie  schneiden  sich  in  zwei  Ke- 
gelschnitten, für  welche  die 
Verbindungslinie  jener  Dop- 
pelpunkte der  Schnitt  ihrer 
Ebenen  ist.  (§  81.) 

Durch  zwei  solche  Kegel- 


Doppelcbenen  auf  einer  wei- 
tem gemeinsamen  Tangential- 
ebene der  beiden  Flächen  liegt, 
läge  in  fünf  und  somit  in  un- 
endlich vielen  Ebenen  dersel- 
ben. Solche  zwei  Flächen  ha- 
ben somit  entweder  keine  wei- 
tern gemeinsamen  Tangential- 
ebenen oder  sie  haben  zwei 
gemeinsame  Tangentenkegel 
zweiten  Grades,  deren  Spitzen 
in  der  Schnittlinie  der  Dop- 
pelebencn  liegen.  • 

Solche  zwei  KegelHächen  K, 
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schnitte  K,  K*  gelien  im  All-  K*  schneiden  sich  im  Allge- 
geiueinen  stets  zwei  Kegel-  meinen  stets  in  zwei  Curvon 
flächen  zweiten  Orades.  (Fig.  zweiten  Grades.  (Fig.  178.) 

178.) 

Denken  wir  nämlich  zur  Denken  wir  zur  Verbin- 
Schnittlinie  s ihrer  Ebenen  mit  dungslinic  s*  ihrer  Spitzen  mit 
den  Punkten  G,  H in  den  Flä-  den  Ebenen  G,  Han  die  Flächen 
clien  die  gemeinsame  Polare  .«*  die  gemeinsame  Polare  s in 
in  beiden  Flächen,  so  schneide  beiden  Flächen,  so  bestimme 
eine  Fibene  durch  diese  Oe-  ein  Punkt  in  dieser  Geraden 
rade  die  beiden  Kegelschnitte  mit  beiden  Kegeln  die  Tan- 
in  Punkten  A,  B\  A*,  B*  re-  gentialebcnen  A,  B;  A*,  B* 
spective;  dann  bestimmen  die  respective;  dann  liegen  die Ge- 
Oeraden  AA*,  BB*\  AB*,  A*B  raden  AA*,  BB*;  AB*  A*B 
zwei  Punkte  ins*,  welche  in  zwei  Ebenen  M,  M*  aus  s, 
die  Scheitel  jener  Kegel  sind  welehc  die  Ebenen  der  besag- 
— da  Kegel  MK  und  Kegel  ten  Kegelschnitte  sind  — weil 
M K*  z.  B.  vier  Kanten  MAA*,  Kegelschnitt  MK  und  Kegel- 
M BB*,  MG,  MH  und  die  Tan-  schnitt  MK*  z.  B.  vier  Tan- 
gentialebenen in  den  beiden  genten  MAA*,  MBB*,  MO, 
Letztem  gemein  haben.  MH  und  die  Berührungspunkte 

in  den  beiden  Letztem  gemein 
haben. 

Von  einer  Discussion  der  Ausnahmefälle  sehen  wir  ab; 
nur  sei  erwähnt,  dass  insbesondere  die  beiden  Flächen,  wenn 
die  beiden  Berührungspunkte  derselben  der  nämlichen  Er- 
zeugenden angehören,  diese  mit  allen  ihren  Punkten  gemein 
haben  müssen,  — weil  jede  vier  Punkte  von  ihr  enthält  — 
und  der  Rest  der  Durchdringung  ist  eine  Curve  dritter  Ord- 
. nung,  also  (§  100.)  identisch  mit  der  in  § 81.  f.  mehrfach  be- 
handelten üiirve. 

Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  sich  in 
drei  Punkten  berühren,  so  schneidet  die  durch  dieselben 
bestimmte  Ebene  sic  in  Kegelschnitten,  welche  diese  drei 
Punkte  und  ihre  Tangenten  gemein  haben,  also  identisch  sein 
müssen;  d.  h.  die  Flächen  berühren  sich  längs  dieser 
GurveA' oder  sindeinandernach  derselben  um  sch  rie- 
ben und  haben  für  dieselbe  den  nämlichen  Tangentimkcgel 
vom  Mittelpunkt  M. 

Kloillor,  DantrUeude  Oeomelrie.  *J4 
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Jede  dieser  Fläclien  ist  durch  die  andere,  speciell  den 
Kegel  M,  K,  die  bezeichnete  ebene  Curve  K und  einen  Punkt 
auf  ihr  ausserhalb  derselben  bestimmt.  (Vergl.  § 92.;  15., 

§ 95.;  4.) 

Jede  Ebene,  welche  beide  Flächen  schneidet,  thut  diess 
in  Kegelschnitten,  A', , A'^,  welche  sich  in  der  Geraden  s dop- 
pelt berühren,  die  sie  mit  der  Ebene  des  Berührungskegel- 
schnitts K gemein  hat.  (§  95.;  5.,  vergl.  § 29.;  4.) 

Berührt  die  Ebene  die  eine  Fläche,  — dieselbe  sei  eine 
Nichtregelfläche,  — und  schneidet  die  andere,  so  kann  der 
Berührungspunkt  als  ein  unendlich  kleiner  Kegelschnitt  an- 
gesehen werden,  der  mit  dem  Schnitt  in  der  andern  Fläche 
in  der  Geraden  s eine  doppelte  Berührung  hat;  — wie  diess 
iui  Falle  einer  Ilegelfläche  mit  den  beiden  Erzeugenden  des 
Berührungspunktes  unzweifelhaft  stattflndet. 

1)  Wenn  man  in  einem  Ellipsoid  mit  der  mittleren  Halb- 
axe  als  Radius  eine  concentrische  Kugel  beschreibt, 
so  berührt  diese  die  F'läche  in  den  Endpunkten  der 
mittlem  Axe  und  schneidet  sie  in  zwei  ebenen  Cur- 
ven,  welche  als  Kugelschnitte  Kreise  sind  — den 
Diametralkreisschnitten  der  Fläche. 

2)  Kann  diess  für  die  übrigen  Flächen  zweiten  Grades, 
welche  Kreisschnitte  zulassen,  angew'endet  werden? 
Insbesondere  wie  für  Kegelflächen  mit  gegebenen 
Hauptebenen  ? 

3)  Wenn  die  Axen  eines  Ellipsoids  den  Projectionsaxen 
parallel  sind,  so  wird  dasselbe  von  einem  geraden 
Kreiscylinder  um  ihre  zm  OZ  parallele  Axe  und  mit 
einem  der  kleinem  unter  den  zu  XOY parallelen  Axen 
gleichen  Durchmesser  in  den  Endpunkten  dieser  Letz-  . 
teren  berührt  und  daher  in  zwei  ebenen  Curven  ge- 
schnitten, deren  erste  Projectionen  mit  dem  Grund- 
kreis des  Cylindcrs  zusammenfallen,  indess  die  zweiten 
als  gerade  Linien  durch  das  Centrum  erscheinen.  Man 
hat  so  die  beiden  Stellungen  von  Hilfsebe- 
nen bestimmt,  welche  zweite  projicierende 
Ebenen  und  für  die  die  ersten  Projectionen 
der  .Schnittcurven  Kreise  sind;  ihre  Spuren  sind 
S|*  und  «2*.  Die  Mittelpunkte  derselben  finden  sich 
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in  den  zu  den  Stellungen  dieser  Ebene  conjugierten 
Durchmessern  d*,  also  in  der  ersten  Projection  insbe- 
sondere in  dem  Durchmesser,  welcher  zu  OX  pa- 
rallel ist. 

Das  System  dieser  llilfsebenen  dient  bequem  bei 
der  Constniction  des  ebenen  Schnittes  der  Fläche;  etc. 
Die  Figur  179.  zeigt  die  Darstellung  des  ebenen 


Kig.  179. 


Schnittes  S.  Die  Benutzung  der  Affinität  in  der  zwei- 
ten Projection  wird  der  Erklärung  nicht  bedürfen. 
Von  den  beiden  Systemen  von  Hilfsebenen  sind  die- 
jenigen benutzt,  welche  auch  in  der  zweiten  Projec- 
tion scharfe  Schnitte  liefern,  die  Punkte  1,  2,  • • • 6 
sind  so  ermittelt.  Die  Berührungspunkte  der  Schnitt- 
curve  mit  den  Umrissen  als  Schnitte  der  Ebene  S mit 

24* 
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den  beiden  Hauptschnitten  ABCD  und  CDEF  sind 
direct  bestimmt. 

Man  entwickele  die  Constniction  der  Tangenten 
der  Schnittcurve  in  den  so  bestimmten  Punkten. 

4)  Wie  ist  das  Verfahren  für  die  Hyperboloide  zu  mo- 
dificieren?  Lässt  sich  dasselbe  auf  die  Bestimmung 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  zwei  conjugierte 
Diamctralschnitte  im  Allgemeinen  erweitern? 

5)  Wenn  durch  einen  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades 
P g^egenen  Kegelschnitt  K eine  zweite  Fläche  zwei- 


ten Grades  P*  gelegt  wird,  so  schneidet  sie  die  erste 
in  noch  einem  zweiten  Kegelschnitt  K*  und  beide 
Flächen  berühren  einander  in  den  Punkten  G,  H, 
welehe  die  Schnittlinie  s der  Ebenen  von  K,  K*  mit 
denselben  und  den  Flächen  gemein  hat.  Jede  solche 
Fläche  P*  ist  durch  K , K*  und  einen  ihrer  Punkte 
ausserhalb  dieser  Curven  bestimmt. 

(i)  ZweiFlächcn  zweiten  G tades,  dieeineebene 
Curve  gemein  haben,  oder  dem  nämlichen 
Kegel  eingeschrieben  sind,  können  im  All- 
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gemeinen  "als  collincare  Figuren  in  centri- 
scher Lage  betrachtet  werden.  Die  Ebene  der 
gemeinsamen  Curve  ist  die  Collineationscbene , die 
Spitze  des  gemeinsamen  Tangentenkegels  das  Colli- 
ncationsccntrum. 

7)  Sind  S und  S*  die  Pole  der  Geraden  s in  Bezug  auf 
die  beiden  Kegelschnitte  A'  und  AT*  des  Textes,  so 
ist  die  Reihe  SS* MM*  also  auch  das  Ebenenbüschel 
s • SS* MM*  harmonisch.  Wenn  geht  durch  beide  Ke- 
gelschnitte ein  Cylinder?  Wenn  ist  s für  den  einen 
von  ihnen  ein  Durchmesser? 

8)  Zwei  Rotationsflächen  zweiten  Grades,  welche  einen 
gemeinsamen  Brennpunkt  haben,  schneiden  sich  in 
ebenen  Curven;  jeder  Rotnt  ionskegel  aus  dem  Brenn- 
punkt einer  Rotationsfläche  zweiten  Grades  schneidet 
sie  in  ebenen  Curven  und  umgekehrt. 

9)  Wenn  ein  Kegel  zweiten  Grades  eine  Fläche  zweiten 
Grades  in  einer  ebenen  Curve  schneidet,  so  ist  der 
Rest  der  Durchdringung  eine  zweite  ebene  Curve  und 
in  den  gemeinsamen  Punkten  von  beiden  Curven  findet 
zwischen  dem  Kegel  und  der  Fläche  zweiten  Grades 
Berührung  statt;  durch  beide  Curven  geht  noch  ein 
zweiter  Kegel  zweiten  Grades.  Was  ergiebt  sich 
daraus  für  den  Schlagschatten,  den  der  Rand 
einer  eben  abgeschnittenen  Hohlkiigcl,  die 
von  Lichtstrahlen  aus  einem  Punkte  oder  von 
parallelen  Lichtstrahlen  beleuchtet  wird,  in 
ihr  Inneres  wirft? 

Was  insbesondere  für  die  hohle  Halbkugel?  Man 
erkläre  die  Construction  in  Fig.  180.  In  welcher  Be- 
ziehung steht  die  Selbstschattengrcnze  zu  dem  hier 
constmierten  Schlagschatten? 

10)  Wenn  aus  einem  Punkt  einer  Fläche  zweiten  Grades 
ein  Kegel  zweiten  Grades  beschrieben  wird,  so  ist 
die  Schnittcurve  desselben  mit  der  Diaraetralcbenc, 
welche  dem  nach  seiner  Spitze  gehenden  Durchmesser 
conjugiert  ist,  dem  betreffenden  Diamctralschnitt  ähn- 
lich. 

11)  Die  Centralprojection  eines  Kugelkreises  AT 
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aus  einem  Punkte  C der  Kugoloberfläclic  auf 
die  Diamctralebeno,  welche  zum  Radius  des 
Punktes  normal  ist,  ist  ein  Kreis,  welcher 
(Fig.  181.)  das  Bild  M'  der  Spitze  M desjenigen 
Kegels  zum  Centrum  hat,  der  nach  dem  ge- 
gebenen Kreis  die  Kugel  berührt. 

Zieht  man  nämlich  MC*  parallel  Ä B'  bis  CA 
schneidet,  so  ist 

ÄM’  : C* M ■=  A' M'  : AM  = M C : MC 
d.  h.  A' M'  = coiisl- 

Oder  auch  es  ist  fUr  D als  den  Schnittpunkt  von  AB 
mit  der  Tangente  des  Kreises  in  C,  weil  D der  Pol 
von  MM'C  ist, 

{ABDM*)  = — 1 

und  somit  M'  die  Mitte  von  Ä B". 

Man  erkläre  hieraus  die  stereographische  Pro- 
jection  der  Erdoberfläche  und  verzeichne  die 
Bilder  der  Breiten-  und  Längenkreise  von  10  zu  10®, 
so  wie  die  der  Wende-  und  Polarkreise  der  gegen- 
überliegenden Halbkugel  a)  für  einen  Punkt  des  Aequa- 
tors,  b)  für  einen  Pol,  c)  für  einen  andern  Punkt  der 
Oberfläche  von  gegebener  Breite  und  Länge. 

12)  Der  Winkel  zweier  Kugeltangenten  in  demselben  Punkte 
ist  dem  Winkel  ihrer  stereographischen  Projectionen 
gleich. 

13)  In  der  Centralprojection  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
aus  einem  heliehigen  Punkte  des  Raumes  auf  eine 
beliebige  Ebene  als  Bildebene  projicieren  sich  alle 
ebenen  Schnitte  derselben  als  Kegelschnitte,  die  einen 
festen  Kegelschnitt  — den  Umriss  der  Fläche  — dop- 
pelt berühren  und  zwar  je  nach  einer  Sehne,  deren 
Pol  in  Bezug  auf  sie  die  Projection  des  Scheitels  des- 
jenigen Kegels  ist,  der  der  Fläche  nach  dem  hetref- 
fenden  ebenen  Querschnitt  umschrieben  wird. 

14)  Wenn  zwei  Flächen  zweiten  Grades  einander 
nach  einem  Kegelschnitt  umschrieben  sind, 
so  bestimmen  die  Tangentialebenen  der  einen 
in  jedem  ihrer  Kreispunkte,  welche  die  an- 
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derc  schneiden,  in  dieser  Kegelschnitte,  die 
je  den  betreffenden  Krcispiinkt  zum  Brenn- 
punkt haben. 

15)  Eine  Uotationsfläche  zweiten  Grades  wird  von  den 
Berührungsebenen  einer  ihr  eingeschriebenen  Kugel 
nach  Kegelschnittlinien  geschnitten,  die  den  Berührungs- 
punkt mit  jener  zum  Brennpunkt  haben.  (Vergl.  §70. ; 
4.)  Kann  man  beide  Brennpunkte  eines  solchen  Schnittes 
in  der  Weise  der  angezogenen  Stelle  bestimmen? 

16)  Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  derselben  dritten 
nach  ebenen  Curven  umschrieben  sind,  so  schneiden 
sie  sich  nach  zwei  ebenen  Curven,  deren  Ebenen  mit 
denen  der  Berührungscurven  ein  Büschel  bilden,  — 
denn  jede  durch  einen  Punkt  der  Durchdringung  und 
die  Schnittlinie  der  Ebenen  der  Berührungscurven  ge- 
legte Ebene  schneidet  beide  Flächen  in  identischen 
Kegelschnitten.  (Vergl.  oben  6.) 

1 7)  Man  weise  in  den  betrachteten  Specialfällen  der  Durch- 
dringung von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  nach,  dass 
vier  Kegel  zweiten  Grades  durch  die  Curve  hindurch- 
gehen. (Vergl.  § 86.) 

18)  Wenn  zerfällt  die  Raumeurve  dritter  Ordnung,  in 
welcher  zwei  einfache  Hyperboloide  sich  schneiden, 
die  eine  Erzeugende  gemein  haben,  in  drei  gerade 
Linien?  (Vergl.  § 93.;  9.) 

10)  Welchen  Bedingungen  muss  die  Darstellung  von  zwei 
einfachen  Hyperboloiden  mit  einer  gemeinsamen  Er- 
zeugenden in  Centralprojection  und  in  Parallelprojec- 
tion  respective  genügen,  damit  die  Durchdringung 
eine  cubische  Ellipse  oder  Hyperbel  werde? 

20)  Man  verzeichne  zu  einem  gegebenen  einfachen  Hyper- 
boloid ein  zweites,  welches  eine  Jirzeugende  mit  ihm 
gemein  hat  und  eine  cubische  Parabel  mit  ihm  her- 
vorbringt. 

100.  Wenn  die  Durchdringungscurvc  von  zwei 
Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Raumeurve  vierter 
Ordnung  ist  — wir  setzen  voraus,  dass  sie  keinen  Doppel- 
punkt besitze,  also  dass  keine  Berührung  der  Fläche  statt- 
findet und  dass  auch  nicht  die  eine  der  beiden  Flächen  eine 
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Kogclflächc  zweiten  Grades  ist,  deren  l^oppelpunkt  in  der 
andern  liegt  (vergl.  §85.)  — so  hesilzt  sie  für  sich  wie 
für  ilire  dcvcloppablo  Fläche  Symmetrie-Eigen- 
schaften, die  wir  auf  folgendem  Wege  erkennen. 

Wir  wissen,  dass  durch  centrische  Collineation  aus  der 
Kugel  alle  Eichtrcgelflächen  zweiten  Grades  und  aus  dem 
einfachen  liotationshyperboloid  das  allgemeine  einfache  Hyper- 
boloid und  das  hyperbolische  l’araboloid  abgeleitet  werden 
können  und  dass  bei  diesem  Uebergang  alle  projcctivischen 
Kigonschaften  ungestört  bleiben.  Wenn  wir  also  die  leicht 
erkennbaren  Symmetrien  entwickeln,  welche  die  Durchdringung 
einer  allgemeinen  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  einer  concon- 
Irischen  Kugel  besitzt,  so  gelangen  wir  durch  den  Uebergang 
zvir  ccntrisch  collinearon  Figur  dieses  Systems  zu  der  Er- 
kenntniss  der  allgemeinen  Symmetrie- Eigenschaften  der  Durch- 
dringung von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  von  denen 
wenigstens  die  eine  eine  Nichtregclflächc  i.st.  betrachten  wir 
dagegen  die  Durchdringung  einer  allgemeinen  Fläche  zweiter 
Ordnung  mit  einem  concentrisehen  einfachen  Kotation.shyper- 
boloid,  dessen  Rotationsaxe  mit  einer  Axe  der  erstem  Fläche 
zusammen  fällt,  so  erkennen  wir  daraus  die  Symmetriegesetze 
der  Durchdringung  von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  von 
denen  wenigstens  die  eine  eine  RegelHäche  ist. 

Die  Untersuchung  der  beiden  einfachen  — olfenbar  durch 
das  Vorhandensein  eines  beiden  Flächen  gcinein.'äamen  Qua- 
drupels harmonischer  Pole  in  den  Richtungen  der  drei  Axen 
und  dem  Mittelpunkt  characterisierten  — Fälle  eriordmi  aber 
wesentlich  die  gleichen  Mittel  und  giebt  die  gleichen  Resul- 
tate. Sei  die  allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  so  gestellt, 
ihiss  ihre  Axen  den  Projcctionsaxen  parallel  und  spcciell  die 
Rotationsaxe  parallel  OZ  ist,  so  schneidet  eine  zur  Ebene 
XOY  parallele  Hilfsebenc  die  eine  Fläche  in  einem  Kegel- 
schnitt mit  zu  O.V,  OY  respective  parallelen  Axen  und  die. 
andere  Fläche  in  einem  concentrisehen  Kreis.  Die  Schnitt- 
punkte beider  liegen  in  Paaren  auf  Parallen  zu  OX  und  01'; 
die  zugehörigen  Tangentialebenen  der  einen  wie  der  andern 
Fläche  schneiden  sich  in  Paaren  in  den  respective  zu  YOZ, 
XOZ  parallelen  gemeinsamen  Ilauptebencn.  Fügt  man  aber 
sodann  zu  dieser  Ililfsebene  eine  zweite  zu  XOY  parallele, 
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wclclie  vom  gemeinsamen  Mittelpunkt  M der  Flächen  ebenso 
weit  aber  nach  der  entgegengesetzten  Seite  abstcht,  wie  die 
vorige,  so  schneidet  dieselbe  die  allgemeine  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  einem  dem  vorher  gebildeten  gleichen  Kegelschnitt 
und  die  andere  in  einem  dem  vorigen  gleichen  Kreise,  welche 
beide  ihre  ersten  Projectionen  mit  den  vorigen  zusammen- 
lällend  haben ; für  ihre  Tangentialebenen  gelten  die  nämlichen 
Bemerkungen  wie  vorher.  Zwei  solche  Hilfsebenen  liefern 
somit  acht  Punkte  1,  2,  ...  8 (Tafel  XI.)  der  Durchdringungs- 
curve,  welche  die  Ecken  eines  rechtwinkligen  mit  seinen  Kan- 
ten den  Projectionsaxen  parallelen  Parallelepipcds  bilden,  also 
viermal  in  Paaren  je  auf  Geraden  parallel  den  Projectionsaxen 
und  respective  durch  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  .W  der 
Flächen  liegen.  Von  diesen  vier  Punkten  aus  wird 
somit  die  Durchdringung'scur ve  durch  Kegel  zwei- 
ten Grades  projiciert. 

Die  Tangentialebenen  der  einen  wie  der  andern  Fläche 
in  diesen  acht  Punkten  bilden  je  ein  Octaeder  ABCDEF, 
welches  seine  Ecken  jiaarweis  in  den  Axen 
und  seine  Kanten  zu  je  vier  in  den  gemeinsamen  Ilauptebenen 
hat.  Die  Durchschnittslinien  entsprechender  Paare  ihrer 
Flächen,  welche  die  Tangenten  der  Durchdringungscurve  in 
den  gewonnenen  Punkten  sind,  schneiden  sich  also  paarweis 
entweder  in  einer  der  Hauptebenen  oder  sic  sind  parallel, 
d.  h.  schneiden  sich  in  der  unendlich  fernen  Ebene.  Und 
zwar  ist  die  zu  XOY  parallele  Hauptebene  der  Ort  der  Sclmitt- 
ptinktc  der  Tangentenpaare  in  Punkten,  welche  auf  Geraden 
ans  der  Richtung  von  OZ  liegen,  die  zu  YOZ  parallele  von 
solchen,  deren  Berührungspunkte  .auf  Geraden  in  der  Rich- 
tung von  OX,  die  zu  ZOX  parallele  von  solchen,  deren  Be- 
rührungspunkte auf  Geraden  von  der  Richtung  der  OY  und 
die  unendlich  ferne  Ebene  von  solchen,  deren  Berührungs- 
punkte auf  Geraden  aus  M gelegen  sind.  Die  dcvclop- 
pable  Fläche  der  Durchdringungscurve  hat  also  in 
den  Hauptebenen  und  der  unendlich  fernen  Ebene 
vier  ebene  Doppelcurven.  In  der  Fig.  der  Tafel  XI.  sind 
die  Schnittpunkte  der  Tangenten  der  Durchdringungscurve  in 
den  Punkten  1,  •■•8  eingetragen  und  bezeichnet  durch  T^^, 
7*4 j 7.,.,  (diese  liegen  in  der  Ebene  y/ßA’F  und  entspre- 
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chcn  dem  doppelt  projicierendcn  Kegel  aus  dom  Scheitel  Y)] 
^I5>  ^37)  ^l<'  (in  der  Ebene  CDEF,  dem  Kegel  aus  X 

entsprechend);  T^^,  T^t,,  T^-,  (in  ABCD  für  den  Kegel 

aus  Z)  ? ^17  > ^38»  ^40  (unendlich  fern,  dem  Kegel  ans  Hl 

entsprechend).  Die  Curve  hat  vier  reelle  Punkte  I,  ••  IV  mit 
der  Ebene  A B CB  und  vier  reelle  Punkte  I*,  • • IV*  mit  der 
Ebene  ABEF  gemein,  indess  die  Punkte  derselben  in  den 
Ebenen  der  beiden  andern  Doppelcurvcn  nicht  reell  sind; 
jene  sind  die  Punkte  der  acht  reellen  stationären  Ebenen  der 
Curve.  (Vergl.  § 86.;  6.  und  Tafel  III.)  Die  Doppelcurvon 
gehen  von  da  nach  ^67»  ^33  > ^14  respcctivc  in  ABCD  und 
nach  jT.j,,  r,,  in  ABEF. 

Oder  die  Scheitel  der  doppelt  umschriebenen 
Kegel  der  Durchdringungscurve  sind  die  Punkte 
des  gemeinsamen  Quadrupels  harmonischer  Pole  in 
beiden  Flächen;  die  Ebenen  der  doppelt  einge- 
schriebenen Curven  der  Devcloppabeln  derselben 
sind  die  Ebenen  desselben  Quadrupels  und  zwar 
gehört  zu  jedem  Scheitel  die  Gegenfläche  des  Qua- 
drupels als  Ebene  der  bezüglichen  Doppclcurvc  und 
umgekehrt. 

Man  erhält  ganz  die  analogen  Resultate  für  zwei  allge- 
meine Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  concentrisch  sind, 
indem  man  Hilfsebencn  benutzt,  welche  zu  einer  der  Ebenen 
des  ihnen  gemeinsamen  Systems  conjugierter  Durchmesser 
(vergl.  § 97.;  17.,  18.)  parallel  und  symmetrisch  sind. 

Gehen  wir  sodann  von  dem  betrachteten  System  zu  einem 
ccntrisch  collinearen  System  über,  so  haben  wir  in  demselben 
zwei  allgemeine  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  dem  gemein- 
samen Quadrupel  harmonischer  Pole  3/,,  X,,  Y^,  Z^  — für 
.V, , ¥,,  Zf  als  die  Bilder  der  Richtungen  der  Axen  des  Ori- 
ginalsystems — und  ihre  Durchdringung,  mit  den  Scheiteln 
der  doppeltprojiciercnden  Kegel  in  ü/,,  JT, , Y\,  Zf  und  den 
entsprechenden  Ebenen  der  Doppelcurvcn  der  Devcloppabeln 
.1',  ¥f  Zf , Yf  Zf  Mf , Zf  Mf  Xf , Mf  .V,  Yf . Im  Einzelnen  treten  an 
Stelle  der  zu  XOY  parallelen  und  zum  Centrum  M symme- 
trischen Hilfsebenen  Ebenenpaare  des  Büschels  aus  A', , P, , 
welche  zu  den  Ebenen  Xf  P,  Z,  und  A',  P,  il/,  harmonisch  con- 
jugiert  sind;  die  zweimal  vier  Schnittpunkte  in  denselben 
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liegen  in  Paaren  je  viermal  auf  einerlei  Erzeugenden  der 
Kegel  von  den  Seheiteln  Z,  und  M,  und  die  zugehörigen 
Tangenten  der  Durchdringungscurve  schneiden  sich  in  ent- 
sprechenden Paaren  je  viermal  in  Punkten  der  Ebenen  .y,  Y^  Af, 
und  A'i  F|  Z, ; etc. 

Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Flächen 
zweiter  Ordnung  ist  also  identisch  mit  der  Durch- 
dringungscurve von  zwei  Kegeln  zweiter  Ordnung; 
es  lassen  sich  im  Allgemeinen  vier  solche  Kegel 
durch  diese  Durchdringungscurve  legen.  (Vergl.§  86.) 

1)  Nach  den  Entwickelungen  des  Textes  und  mit  Bezug 
auf  §§  83  f.  hat  die  Durchdringungscurve  von  zwei 
Flächen  zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen  die  Cha- 
ractere  m — 4,  y = 8,  r = 8(§  83.;  11.)  und  muss  also 
nach  den  Anmerk,  der  §§  83.  u.  84.  auch  deshalb  iden- 
tisch sein  mit  der  dort  studierten  Durchdringungs- 
curvc  von  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades. 

2)  Wenn  beide  Flächen  sich  in  einem  Punkte  berühren, 
so  ist  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Durchdringungs- 
curve und  ein  Punkt  der  Doppclcurvo  ihrer  Devclop- 
pabcln.  Die  Charactere  der  Durchdringung  sind  die 
in  §83.;  *11.  unter  a)  gegebenen.  Die  Fläche  zwei- 
ter Ordnung,  welche  je  ein  Punkt  des  Baumes  mit 
dieser  Curve  bestimmt,  ist  eine  Regelfläche  — die 
beiden  erzeugenden  und  einen  dritten  doppelt  um- 
schriebenen Kegel  zweiten  Grades  (vergl.  §§  81.,  85.) 
cingeschlossen.  Die  gemeinsame  Beruhrungsebene  aller 
dieser  Flächen  im  Doppelpunkt  schneidet  dieselben 
in  Paaren  erzeugender  Geraden,  welche  eine  Involution 
bilden,  deren  Doppelstrahlen  die  Tangenten  der  Curve 
im  Doppelpunkt  sind. 

3)  Eine  Fläche  zweiten  Grades  und  ein  Kegel  zweiten 
Grades,  dessen  Spitze  in  jener  liegt  und  der  von  der 
entsprechenden  Tangentialebene  der  Fläche  zugleich 
berührt  wird,  schneiden  einander  in  einer  Raumeurve 
vierter  Ordnung,  die  einen  Rückkehrpunkt  in  jenem 
Punkte  hat.  Ihre  Charactere  sind  die  unter  c)  am 
vorher  angeführten  Orte  gegebenen.  (Vergl.  § 85.) 

4)  Die  Raumeurve  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt 
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bestimmt  mit  jedem  Punkte  des  Raumes  eine  Regel- 
fläche zweiten  Grades.  Die  ihnen  allen  gemeinsame 
Berührungsebene  im  Rüfckkehrpunkt  M*  (vergl.  Fig. 
165.)  schneidet  diese  Flächen  in  Paaren  von  geraden 
Erzeugenden,  die  mit  den  Berührungserzeugenden  der 
Kegel  und  M*S^*  harmonische  Gnippcn  bil- 

den — oder  diese  sind  die  Doppelstrahlen  der  Invo- 
lution von  jenen.  Die  stationäre  Ebene  schneidet  sic 
in  einem  Büschel  von  Kegelschnitten,  die  sich  im  ent- 
sprechenden Punkte  vierpunktig  osculiren. 

5)  Die  Du  rch  dringungscur VC  von  zwei  Flächen 
zweiter  Ordnung  bestimmt  mitjedem  Punkte 
/’  des  Raumes  eine  Fläche  zweiter  Ordnung, 
welche  sic  ganz  enthält,  — denn  alle  die  Kegel- 
schnitte der  besagten  Fläche  mit  den  Ebenen  des 
Bündels  aus  P sind  linear  bestimmt,  nämlich  durch 
P und  die  vier  Punkte  der  Durclulringungscurvc  in 
der  betrachteten  Ebene.  Durch  eine  solche  Curvc 
gehen  also  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ordnung, 
deren  Gesammtheit  als  ein  Flächcnbüschel  zweiter 
Ordnung  bezeichnet  wird. 

6)  Eine  Raumeurve  dritter  Ordnung  und  eine  sic  zwei- 
mal schneidende  Gerade  bestimmen  mit  Jedem  Punkte 
fies  Raumes  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche 
beide  ganz  enthält.  Zwei  Flächen  dieses  Büschels 
sind  Kegclflächen,  alle  übrigen  Regclflächen  zweiten 
Grades.  (Vergl.  §81.)  Wie  moditiciert  sich  diess  für 
den  Fall,  dass  die  Gerade  dio  Raumeurve  berührt? 

7)  Von  einem  Punkte  P des  Raumes  aus  gehen  zwei  Gc- 
i'ade,  welche  die  Diirchdringungscurvc  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung  je  zweimal  schneiden  — nämlich  die 
beiden  Erzeugenden  der  Fläche  zweiter  Ordnung  aus 
P,  welche  von  der  Durchdringungscurve  bestimmt  ist. 
Also*  ist  h — 2.  (Vergl.  § 82.,  e.;  § 8.8.;  ’^ll.)  Man 
sieht  aber,  dass  die  Doppelpunkte  des  Bildes  einer 
solchen  Curve  auch  nicht  reell  sein  können,  und  ferner, 
dass  nicht  einer  von  ihnen  allen  reell  sein  kann;  sic 
sind  reell,  wenn  die  dimch  das  Projectionscentrum 
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nach  der  Curve  gehende  Fläche  zweiter  Ordnung  eine 
Kegelfläche  ist.  (Vergl.  Fig.  156.  und  Tafel  III.) 

8)  Die  Polarebenen  von  P in  beiden  Flächen  zweiter 
Ordnung  schneiden  sich  in  einer  Geraden  p,  welche 
mit  P eine  Ebene  bestimmt,  die  die  Durcbdringungs- 
curve  in  vier  Punkten  so  durchschneidet,  dass  die- 
selben zweimal  in  Paaren  auf  Geraden  aus  P liegen. 

9)  Die  Polarebenen 'eines  Punktes  P in  Bezug 
auf  alle  Flächen  eines  Flächenbüschels  zwei- 
ter Ordnung  bilden  ein  Ebenenbüschel,  d.  h. 
sie  schneiden  sich  in  einer  Geraden  p. 

10)  Die  Polarlinien  einer  Geraden  P^P^  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ord- 
nung bilden  die  eine  Regelschaar  eines  ein- 
fachen Hyperboloids  — denn  sie  liegen  in  den 
entsprechenden  Paaren  der  Ebenen  der  zwei  projec- 
tivischen  Ebcnenbüschel  von  den  Scheitelkanten  p, 
und  pj  (nach  9.),  der  Polarebenen  von  P,  und  Pj. 

11)  Die  Pole  einer  Ebene  PjPjPj  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  bil- 
den eine  Raumeurve  dritter  Ordnung  — denn 
sie  liegen  in  den  Temen  der  entsprechenden  Ebenen 
von  drei  projectivischen  Ebenenbüscheln  von  den 
Scheitelkäntcn  p, , p,,  Pg;  oder  sie  bilden  die  Durch- 
dringungscurve  von  zwei  einfachen  Hyperboloiden  mit 
einer  gemeinsamen  Erzeugenden,  z.  B.  p,,  wenn  die 
von  den  Büscheln  um  p, , P2 ; Pj , P3  erzeugten  gewählt 
sind.  (Vergl.  § 99.) 

12)  Wenn  von  den  Punkten  des  gemeinsamen  Quadrupels 
harmonischer  Polo  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
drei  bekannt  sind,  so  findet  man  den  vierten  als  den 
gemeinsamen  Pol  ihrer  Ebene  in  beiden  Flächen. 

13)  Wenn  von  den  Punkten  des  gemeinsamen  Quadrupels 
harmonischer  Pole  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
zwei  bekannt  sind,  so  liegen  die  beiden  andern  in 
der  Polare  ihrer  Verbindungslinie  für  beide  Flächen 
und  sind  das  gemeinsame  Paar  der  Involutionen 
haraonischer  Pole,  welche  die  Flächen  in  dieser  Ge- 
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raden  bestimmen.  Sie  sind  also  entweder  beide  reell 
oder  beide  nicht  reell.  (§  86.) 

. 14)  Wenn  von  den  Punkten  des  gemeinsamen  Quadrupels 
einer  bekannt  ist,  so  liegen  die  drei  andern  in  der 
gemeinschaftlichen  Polarebene  desselben  in  beiden 
Flächen  und  bilden  das  gemeinsame  Tripel  harmo- 
nischer Pole  (§  32.)  für  die  beiden  Kegelschnitte, 
welche  diese  mit  den  beiden  Flächen  gemein  hat. 

15)  Man  erläutere  die  Methode  der  Construction  der  Axen 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  § 97.  als  einen  Spe- 
cialfall der  vorigen  allgemeinen  Constniction.  (Vergl. 
§ 95.;  12.) 

IG)  Man  constniiert  das  gemeinsame  Quadrupel  har- 
monischer Pole  für  zwei  Flächen  zweiterUrd- 
nung,  indem  man  für  zwei  willkürlich  gewählte  Ebenen 
— die  eine  kann  als  die  unendlich  ferne  Ebene  ge- 
dacht werden  — die  cubischen  Raumeurven  ihrer  Pole 
(11)  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels  bestimrüt; 
da  dieselben  auf  dem  Hyperboloid  liegen,  w'elches 
nach  (10)  der  Durchschnittslinie  beider  Ebenen  ent- 
spricht, so  schneiden  sie  einander  und  die  Schnitt- 
punkte derselben  sind  die  Punkte  des  gemeinsamen 
Quadrupels.  Man  beweist  auch  leicht  direct,  dass 
solche  zwei  cubische  Raumeurven  nur  vier  Punkte 
gemein  haben  können.  Die  cubische  Raumeurve, 
welche  der  unendlich  fernen  Ebene  entspricht,  ist 
die  Ortscurve  der  Centra  der  Flächen  des 
Büschels  — in  welcher  die  Punkte  des  Quadrupels 
als  Centra  der  durch  die  Curve  gehenden  Kegelflächcn 
zweiten  Grades  liegen  müssen.  Man  bedarf  zur  Con- 
struction ausser  den  beiden  gegebenen  noch  eine 
Fläche  des  Büschels,  die  man  durch  drei  unendlich 
ferne  Punkte  und  einen  Punkt  im  endlichen  Raume 
gehen  lässt,  welche  dann  zugleich  als  Bestimmungs- 
punktc  der  beiden  Ebenen  dienen  werden. 

17)  Wenn  die  gegebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  sich  auf 
Curven  in'  einer  Ebene  reducieren  — durch  Reduction 
der  Längen  der  zu  dieser  Ebene  conjugierten  Durch- 
messer auf  Null  — so  ergiebt  sich  aus  der  vorigen 
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Construction  diejenige,  welche  zur  Bestinuuuiig  des 
gemeinsamen  Tripels  harmonischer  Pole  der  zwei  Ke- 
gelschnitte dient. 

18)  Wie  liegt  das  gemeinsame  Quadrupel  harmonischer 
Pole  in  den  besonderen  Fällen  der  Durchdringung 
mit  Doppelpunkt  unter  2)  und  mit  KUckkehrpunkt 
unter  3)V  (Vergl.  § 85.) 

19)  Ein  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  wird  von  einer 
Ebene  in  einem  Curvenbüschel  zweiter  Ordnung  ge- 
schnitten, d.  h.  in  einem  Büschel  von  Kegelschnitten, 
welche  durch  dieselben  vier  Punkte  gehen;  im  All- 
gemeinen sind  diese  von  einander  verschieden. 

20)  Enthielt  die  Ebene  eine  Tangente  der  Ourvc  vierter 
Ordnung,  welche  allen  Flächen  des  Büschels  gemein- 
sam ist,  so  wird  das  Büschel  von  solchen  Kegel- 
schnitten gebildet,  die  sich  in  einem  Punkte  berühren 
und  in  zwei  andern  Punkten  schneiden. 

21)  Enthält  die  Schnittebene  zwei  Tangenten  der  Curve 
vierter  Ordnung  oder  gehört  sie  als  Tangentenebene 
zu  einem  ihrer  doppelt projicierenden  Kegel,  so  besteht 
das  Büschel  aus  Kegelschnitten,  die  einander  in  zwei 
festen  Punkten  berühren. 

22)  Ist  die  Schnittebene  eine  Schmiegungsebene  der  Raum- 
curve  vierter  Ordnung,  so  haben  die  Kegelschnitte 
des  in  ihr  liegenden  Büschels  im  entsprechenden  Punkte 
der  Curve  eine  Osculation  und  schneiden  sich  über- 
diess  in  einem  andern  festen  Punkte. 

23)  Die  stationären  Ebenen  der  Raumeurve  vierter  (Jrd- 
nung  schneiden  das  zugehörige  Flächenbüschel  in 
Kegelschnitten,  die  im  entsprechenden  Punkte  der- 
selben eine  vierpunktige  Osculation  haben. 

24)  Die  gemeinsame  Tangentialebene  der  beiden  Kegel 
zweiten  Grades,  als  deren  Durchdringung  in  § 85. 
die  Curve  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  ent- 
stand, schneidet  das  entsprechende  Flächenbüschel 
zweiter  Ordnung  in  einem  Kegelschnittbüschel  aus 
Paaren  gerader  Linien  durch  den  RUckkehrpunkt, 
d.  h.  in  einer  Involution  von  Strahlen  (4),  welche 
die  entsprechenden  Kegelerzeugenden  zu  Doppelstrah- 
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len  hat.  Alle  Flächen  dieses  Büschels  sind  somit 
Regelflächen. 

25)  Man  weise  die  vorhergehenden  Arten  der  Kcgclschnitt- 
büschel  als  Schnitte  des  Flächcnbüschels  zweiter  Ord- 
nung, welches  durch  die  Curve  vierter  Ordnung  mit 
Rückkehrpunkt  bestimmt  ist,  mit  Ebenen  nach,  die 
die  eine  der  Spitzen  oder  beide  Spitzen  der  erzeu- 
genden Kegel  enthalten. 

2G)  Man  erläutere  die  stationäre  Berührung  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung  auf  Grund  des  Vorigen  in  der  Art, 
dass  man  die  eine  von  ihnen  und  den  stationären 
Punkt  in  derselben  als  gegeben  voraussetzt  und  die 
Bestimmungselemente  der  zweiten  bezeichnet. 

101.  Der  Vorgang  der  Untersuchung  der  letzten  §§  ist 
auch  für  das  Problem  der  Construction  der  gemeinsam 
umschriebenen  De veloppabeln  von  zwei  Flächen 
zweiten  Grades  vollkommen  anwendbar.  Wir  ziehen  es 
aber  vor,  die  Methode  — dasPrincip  der  Reciprocität 
(man  vergl.  § 23.  das  Princip  der  Dualität,  zu  welchem  sich 
das  der  Reciprocität  als  ein  Specialfall  von  besonders  an- 
schaulicher Verknüpfung  stellt)  — darzulegen,  durch  welche 
seine  allgemeine  Lösung  auf  die  bereits  gewonnenen 
des  Problems  der  Durchdringungscu r ve  zurückge- 
führt wird.  In  Bezug  auf  eine  feste  Fläche  zweiter  Ord- 
nung F — denken  wir  z.  B.  eine  Kugel  als  solche  — ent- 
spricht jedem  Punkte  des  Raumes  eine  Polarcbene,  jeder 
Ebene  des  Itaumes  ein  Pol;  den  Punkten  einer  Ebene  ent- 
sprechen die  Ebenen  durch  einen  Punkt,  etc.  (Vergl.  § 94.) 
Den  auf  einander  folgenden  Punkten  einer  ebenen  Curve  ent- 
sprechen als  Polarebenen  die  auf  einander  folgenden  Tangen- 
tialebenen einer  Kegelflächc,  deren  Spitze  der  Pol  der  Cur- 
venebene  ist,  und  umgekehrt,  den  Tangentialebenen  eines 
Kegels  die  Curve  ihrer  Pole  in  der  Polarebene  der  Spitze; 
den  Tangenten  der  ebenen  Curve  die  Erzeugenden  der  Kegel- 
fläche und  umgekehrt. 

Der  stetigen  Folge  der  Punkte  einer  Raumcurve  ent- 
spricht die  stetige  Folge  ihrer  Polarcbenen,  die  eine  deve- 
loppable  Fläche  bilden;  der  Folge  der  Tangenten  von  jener 
enlspriclit  die  der  Erzeugenden  von  dieser,  d.  h.  den  Ver- 
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bindungslinien  der  Nachbarpimkte  die  Sdinittlinien  der  Nauli- 
barebeiion.  Der  Keilie  der  Schmiegungsebenen  der  Curve 
entspriclit  die  Heihc  der  Punkte  der  Hückkelirkauto  der 
developpabeln  Fläche,  d.  i.  den  Verbindungsebenen  von  je 
drei  Nachbarpunkten  die  Schnittpunkte  von  Je  drei  Nachbar- 
ebenen. 

Einer  krummen  Fläche  entspricht  eine  andere  krumme 
Fläche;  die  Polarebenen  der  Punkte  der  ersten  sind  die  Tan- 
gentialebenen, die  Pole  der  Tangentialebenen  der  ersten  die 
Punkte  der  zweiten;  einem  ebenen  Schnitt  der  ersten  ent- 
spricht der  Berührungskegel  der  zweiten  aus  dem  Pol  der 
Ebene  und  umgekehrt  dem  Letztem  der  erste  in  der  Polarebcne 
der  Spitze.  Speciell  der  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Classc 
entspricht  wieder  eine  Fläche  zweiter  Classe  und  Ordnung. 

Sind  ein  Punkt  und  eine  Ebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiten  Grades  Pol  und  Polarebcne,  so  entsprechen  ihnen 
eine  Ebene  und  ein  Punkt,  die  in  Bezug  auf  die  entspre- 
chende Fläche  zweiten  Grades  Polarebene  und  Pol  sind. 

Zweien  Flächen  zweiten  Grades  F,,  P.^  entsprechen  also 
zwei  andere  Flächen  zweiten  Grades  P,*,  Pj*,  aber  den  Punk- 
ten der  einen  die  Tangentialebenen  der  andern.  Der  Gurve 
der  gemeinsamen  Punkto  der  ersten  Flächen  entspricht  die 
Dcvelopp.able  der  gemeinsamen  Tangentialebenen  der  Letz- 
teren. Sind  ein  l’unkt  und  eine  Ebene  in  Bezug  auf  beide 
erste  Flächen  zugleich  Pol  und  Polarebcne,  so  entsprechen 
ihnen  eine  Ebene  und  ein  Punkt,  die  in  I5ezug  auf  beide 
letztere  Flächen  zugleich  Polarebene  und  Pol  sind;  also  ent- 
spricht dem  gemeinsamen  Quadrupel  harmonischer  Pole  der 
erstem  das  gemeinsame  Quadrupel  harmonischer  Polarebenen 
der  Letztem  und  umgekehrt. 

Darum  ist  die  Ordnung  m der  Durchdringungscurve  der 
Flächen  P gleich  der  Classe  iv*  der  gemeinsam  umscliriebencn 
Developpabeln  der  Flächen  P*; 

m = n*  = 4. 

V'on  den  Tangenten  der  Durchdringungscurve  der  Flächen 
P haben  acht  mit  einer  beliebigen  Geraden  einen  Punkt  ge- 
mein; also  liegen  von  den  Erzeugenden  der  gemeinsam  um- 
schriebenen Developpabeln  der  Flächen  P’'  acht  mit  einer 
beliebigen  Geraden  in  je  einer  Ebene 
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r = r*  = 8. 

Von  den  Sclimiegungsebencn  derDurehdringnngsciirvc  der 
F gehen  zwölf  durch  einen  Punkt,  daher  liegen  von  den 
Punkten  der  Rückkehrkante  der  Developjjaheln  der  P*  zwölf 
in  einer  Ebene  ri  ==  m*  =12. 

Durch  einen  Punkt  gehen  zwei  (Jerade,  die  mit  der  ge- 
meinsamen Curve  der  P je  zwei  Punkte  gemein  haben;  also 
liegen  in  einer  Ebene  zwei  Gerade,  die  mit  der  gemeinsamen 
Developpaheln  der  P*  je  zwei  Ebenen  gemein  haben 
a = /,*  = 38. 


Die  Punkte  der  gemeinsamen 
Curve  der  P liegen  in  Paaren 
auf  den  Erzeugenden  von  vier 
Kegeln  zweiten  Grades,  deren 
Spitzen  die  vier  Punkte  des 
gemeinsamen  Quadnipels  har- 
monischer Pole  der  Flächen 
sind. 

Die  zugehörigen  Tangenten 
der  gemeinsamen  Curve  der  P 
schneiden  sich  in  Paaren  in 
den  Punkten  von  vier  Curven 
vierter  Ordnung,  deren  Ebenen 
die  vier  durch  das  Quadrupel 
bestimmten  Ebenen  sind 
y = 4 • 2,  ar  = 4 • 4. 
Den  Durchschnittspunkten 
der  gemeinsamenCur  ve  mit  die- 
sen vier  Ebenen  gehören  die  IG 
stationären  Ebenen  an,  -wo  vier 
auf  einander  folgende  Punkte 
der  Curve  in  einer  Ebene  lie- 
gen. Stationäre  Punkte  hat 
die  Curve  ira  Allgemeinen 
nicht 

„ = IG,  /3  = 0. 
Durch  diegemeinsanieCurve 
von  zwei  Flächen  zweiten  Gra- 
des gehen  unendlich  viele  an- 


Die  Ebenen  der  gemein- 
samen Developpaheln  der  P* 
gehen  in  Paaren  durch  dieTan- 
genten  von  vier  Curven  zwei- 
ten Grades,  deren  Ebenen  die 
vier  Ebenen  des  gemeinsamen 
Quadrupels  harmonischer  Po- 
larebencn  der  Flächen  sind. 

Die  zugehörigen  Erzeugen- 
den der  gemeinsamen  Develop- 
pabeln  der  P*  liegen  in  Paaren 
in  den  Ebenen  von  vier  Kegeln 
vierter  Classe,  deren  Spitzen 
die  vier  durch  das  Quadrupel 
bestimmten  Punkte  sind 
.T*  = 4 • 2,  y*  = 4 • 4. 
Den  Ebenen  der  gemeinsa- 
men Devel(^pabcln,  die  durch 
diese  Punkte  gehen,  gehören 
die  IG  stationären  Punkte  an, 
wo  vier  auf  einander  folgende 
Ebenen  der  Developpaheln 
durch  einen  Punkt  gehen.  Sta- 
tionäre Ebenen  hat  die  Deve- 
loppable  im  Allgemeinen  nicht 
P=1G,  «»  = (). 

Die  gemeinsame  Develop- 
pablc  von  zwei  Flächen  zwei- 
ten Grades  umhüllt  unendlich 
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(lere  Flächen  zweiter  ( )rtlnnng  viele  amlcre  Flächen  zweiten 
(Flächenhiischel  2.  Gra-  Grades  (Flächenschaar  2. 
des),  nämlich  durch  jeden  Grades),  nämlich  für  jede 
Funkt  im  Kaum  eine,  weil  Ebene  im  Kaum  eine,  weil  ihre 
ihre  Schnitte  mit  den  durch  Kerührungskegel  mit  den  in 
ihn  gehenden  Ebenen  bestimmt  dieser  liegenden  Punkten  be- 
sind;  vier  von  ihnen  sind  Ke-  stimmt  sind;  vier  von  ihnen 
gcl,  zwei  derselben  bestimmen  sind  Kegelschnitte;  zwei  der- 
die  Curve  (nach  § 86.).  selben  bestimmen  die  Deve- 

loppable.  (§84.;  11.  §85. ; 7.) 

Für  die  Construction  beider  Probleme  ergiebt  sich  spe- 
ciell  das  Folgende: 

Angenommen  das  gemeinsame  Quadrupel  der  Flächen  sei 
bekannt  (§  100.;  16.),  -V, , mögen  seine  Punkte  sein, 

die  gegenüberliegenden  Flächen, 
so  schneidet  ein  Ebenenpaar  so  bestimmt  ein  Punktepaar 
durch  die  Kante  yi/, , 4/j  z.  B.,  in  der  Kante  M,  M^,  z.  15.,  wel- 
welches  mit  den  beiden  durch  ehes  mit  den  beiden  in  ihr  lie- 
sie  gehenden  Flächen  des  Qua-  genden  Ecken  des  (Quadrupels 
drupels  M^,  M,  harmonisch  M^  harmonisch  conjugiert 

conjugiert  ist,  die  Flächen  in  ist,  mit  den  Flächen  Berühr- 
Kcgelschnitten,  welche  durch  ungskegcl,  welche  durch  ihre 
ihre  resj)ectivcn  Schnittpunkte  rcspcctivcn  gemeinsamen  Tan- 
aeht  Punkte  der  Durchdrin-  gentialebenen  acht  Ebenen  der 
gungscurvc  liefern,  die  viermal  Developpabeln  liefern,  die  vier- 
in Paaren  auf  Geraden  aus  den  mal  in  Paaren  sich  in  Geraden 
vier  Punkten  des  Quadrupels  auf  den  vier  Ebenen  des  Qua- 
liegen  und  für  welche  die  Tan-  dnipels  schneiden  und  für  die 
genten  der  Durchdringungs-  die  Erzeugenden  der  Develop- 
curve  sich  viermal  in  Paaren  pabeln  viermal  in  Paaren  auf 
in  den  vier  Ebenen  desselben  Ebenen  ajis  den  Punkten  des 
begegnen.  Quadrupels  liegen. 

Die  acht  Tangenten  in  den  Die  acht  Erzeugenden  in  den 
Punkten  einer  G nippe  (vcrgl.  Ebenen  einer  Gruppe  bestiin- 
§ 86.;  13.,  14.)  bestimmen  in  men  mit  jedem  Punkte  acht 
jeder  Ebene  als  ihre  Durch-  Tangentialebenen  einer  Kcgel- 
stosspunkte  acht  Punkte  eines  fläche  zweiten  Grades  und  mit 
Kegelschnitts  und  mit  jedem  jeder  Ebene  acht  Punkte  eines 
Punkte  acht  Tangentialebenen  Kegelschnitts;  sic  sind  somit 
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einer  Kegeltlächc  zweiten  Gra-  acht  Krzeugcnde  eines  ein- 
tles ; sie  sind  somit  acht  Er-  fachen  1 lyperboloids,  welclieni 
zeugende  eines  einfachen  Hy-  die  developpabele  FlUclie  uiii- 
perboloids,  welchem  die  Curve  schrieben  ist. 
auf  geschrieben  ist.  (§  92.;  2.) 

In  Bezug  auf  die  constructive  Bedeutung  des  Pro- 
blems von  der  gemeinsamen  De veloppabeln  bemerken 
wir  noch,  dass  \venn  eine  der  betrachteten  Flächen 
leuclitend  und  die  andere  das  beleuchtete  Object 
ist,  die  Berührungscurven  der  Developpabeln  "mit 
der  letztem  Fläche  die  Grenzlinien  des  Halbschat- 
tens und  des  Vol  Isc  ha  ttens  auf  derselben  sind,  wäh- 
rend die  Mäntel  der  developpabeln  Fläche  selbst 
auf  der  der  leuchtenden  Fläche  abgewendeten  Seite 
der  beleuchteten  die  Bäume  begrenzen,  welche  man 
als  Halbschatten-  und  Kernschaltenräum'e  bezeich- 
nen kann. 

1)  Man  erläutere  die  Oonstruction.  der  gemeinsamen  um- 
schriebenen Developpabeln  von  zwei  Kegelschnitten 
oder  von  zwei  ebenen  Curven  überhaupt  als  dualistisch 
entsprechend  oder  reciprok  zur  Construction  der  ge- 
meinsamen Curve  von  zwei  Kegelflächen. 

2)  Man  erörtere  die  constructiven  Bedingungen  für  djis 
Auftreten-  von  Doppelebenen  der  so  entstehenden  De- 
veloppabcln;  insbesondere  von  stationären  Ebenen  im 
Vergleich  zu  8 ^5.  (Vergl.  § 104.;  7.,  8.) 

3)  Man  zeige  aus  der  Construction,  dass  in  den  Ebenen 
der  Doppcikegelschnitte  der  Developpabeln  je  vier 
Erzeugende  derselben  liegen  und  ebenso,  dass  durch 
die  Spitzen  der  doppelt  berührenden  Kegel  zweiten 
Grades  der  Durchdringungscurve  je  vier  Tangenten 
derselben  gehen.  Diess  ist  in  Uebereinstimmung  einer- 
seits mit  r*  = 8,  anderseits  mit  r = 8. 

4)  Eine  beliebige  Ebene  E des  Raumes  enthält  zwei  Ge- 
rade, welche  mit  der  gemeinsamen  Developj)abcln  von 
zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  je  zwei  Schmiegungs- 
ebenen gemein  liaben  — nämlich  die  beiden  in  E 
gelegenen  Erzeugenden  derjenigen  Flilche  zweiter  Ord- 
nung, w-elche  E berührt  und  der  Developpabeln  ein- 
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geschrieben  ist.  Man  sicht,  dass  die  Doppeltangenten 
des  ebenen  Schnittes  der  Dcveloppabcln  auch  nicht 
reell  sein  können. 

5)  Wie  bedingt  man,  dass  diccincrsolchenDo- 
vcloppabcln  eingcschrie-bone  Fläche  zweiter 
Ordnung  eine  Regolflächo  wird?  Man  lässt  die 
sie  bestimmende  Ebene  durch  die  Schnittlinie  von  zwei 
Ebenen  der  Dcveloppabcln  gehen.  (Vcrgl.  § 100.;  7.) 

G)  Die  Pole  K einer  Ebene  E in  Uczug  auf  zwei  gege- 
bene Flächen  zweiter  Ordnung  liegen  in  einer  Gera- 
den c,  welche  mit  E einen  Funkt  bestimmt,  durch 
den  an  ihre  gemeinschaftliche  Developpable  vier  Ebenen 
gehen,  die  sich  zweimal  in  Paaren  auf  Geraden  in  E 
durchschneiden. 

7)  Man  entwickele  die  Erzeugung  der  Flächen  zweiten 
Grades,  welche  der  in  § 98.;  12.  gegehenen  rcciprok 
ist. 

8)  Man  bilde  zu  § 100.;  9— IG.  die  entsprechenden  Sätze 
und  Constructionen  nach  dem  Princip  der  Reciprocität. 

9)  Man  erläutere  die  Construction  der  gemeinsam  um- 
schriebenen dcveloppabcln  Fläche  für  zwei  Kegel- 
schnitte A'i , in  verschiedenen  Ebenen  M,  und  M, 
und  die  Bestimmung  der  Ebenen  der  beiden  übrigen 
Kegelschnitte  auf  derselben. 

10)  Man  characterisicrc  die  gemeinschaftlich  umschriebene 
Dcvclopp.able  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  für 
den  Fall,  dass  sich  diese  in  einem  Punkte  berühren 
und  erläutern,  wie  dieselbe  durch  zwei  Kegelschnitte 
in  doppelter  Weise  erzeugt  werden  kann.  (Vcrgl. 
§ 100.;  2.,  § 85.  und  § 81.) 

11)  Wenn  besitzt  die  gemeinsam  umschriebene  Dcvelop- 
pablc  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  eine  statio- 
näre Ebene  und  wie  kann  eine  solche  als  Grenzfläche 
des  Halbschattens  und  Kernschattens  erzeugt  werden, 
den  eine  leuchtende  Kegelschnittfläche  mit  einem  an- 
dern Kegelschnitt  bildet?  (Vergl.  § 85.) 

12)  Die  Developpable  der  Raumeurve  vierter  Ordnung  mit 
Rückkehrpunkt  ist  die  gemeinsam  umschriebene  von 
unendlich  vielen  Flächen  zweiten  Grades,  die  in  dem 
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der  stationären  Ebene  entsprechenden  Curvenpunktc 
nach  jener  in  stationärer  Berührung  sind  — so  wie 
die  Curvc  selbst  die  gemeinsam  eingeschriebene  von 
unendlich  vielen  Flächen  zweiten  Grades,  die  im  sta- 
tionären Punkt  in  stationärer  Berührung  sind. 

13)  Wenn  für  eine  dcveloppable  Fläche  vierter  Glasse  die 
eine  der  Doppelcurvcn  ein  gegebener  Kegelschnitt  A', 
und  die  andere  A'j  ein  Kreis  in  der  unendlich  fernen 


Kig.  ISS, 


Ebene  ist,  der  die  Richtung  der  Normalen  zur  Ebene 
von  A'j  zum  Mittelpunkt  hat,  so  sind  alle  Erzeugen- 
den und  Tangentialebenen  der  Developpabcln  gegen 
jene  Normale  und  gegen  die  Ebene  des  Kegelschnitts 
yi'i  von  gleicher  Neigung.  Ist  die  letztere  horizontal, 
so  kann  man  die  fragliche  Dcveloppable  als  eine 
solche  von  gleichem  Falle  durch  einen  hori- 
zontalen Kegelschnitt  bezeichnen,  sowie  die  de- 
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vcloppablc  Schraubenflächc  die  Dcvcloppablc  von  glei- 
chem Falle  durch  eine  horizontale  Kreis  - Evolvente 
ist.  Man  zeige,  dass  die  beiden  andern  Kegelschnitte 
auf  der  Developpabeln  in  denjen%en  Ebenen  liegen, 
welche  durch  die  Axen  von  A',  normal  zu  seiner  Ebene 
gehen  und  bestimme  sie. 

14)  Man  bestimme  die  Lage  der  beiden  Kegclschnittebenen 
für  die  Devcloppable  gleichen  Fallens  durch 
einen  Kegelschnitt  in  schräger  Ebene  — der 
Mittelpunkt  des  unendlich  fernen  Kreises  ist  die  llieh- 
tung  der  Verticalen. 

15)  Man  zeige,  dass  für  den  Doppclkegelschnitt  A",  als 
IIy])erbel  die  Devcloppable  von  gleichem  Fallen  vier 
reelle  Erzeugende  in  der  unendlich  fernen  Ebene  hat. 

16)  Die  Erzeugenden  der  Developpabeln  werden  durch 
die  drei  im  endlichen  Kaumo  gelegenen  Doppclkegel- 
schnittc  derselben  in  gleichem  Verhältniss  gctheilt. 

17)  Die  einer  solchen  Developpabeln  eingeschriebenen 
Flächen  zweiten  Grades  sind  concentrisch. 

18)  Ist  der  unendlich  ferne  nicht  reelle  Kreis  die 
eine  der  Doppelcurven,  so  sind  alle  die  der  de- 
veloppabeln Fläche  eingeschriebenen  Flächen  zweiter 
Ordnung  concentrisch  und  haben  dieselben  Haupt- 
ebenen;  die  Doppelcurven  liegen  in  diesen  und  zwei 
derselben  sind  reell. 

Weil  nach  9)  § KX).  die  Pole  einer  Ebene  in  Be- 
zug auf  alle  der  Developpabeln  eingescbricbcncn  b’lä- 
chen  zweiter  Ordnung  eine  Gerade  bilden,  und  nach 
12)  § 94.  eine  Ebene  und  eine  Gerade  oder  zwei  Ge- 
rade conjugiert  sind  in  Bezug  auf  den  nicht  reellen 
unendlich  fernen  Kreis,  wenn  sie  normal  zu  einander 
sind,  so  liegen  die  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf 
die  Flächen  der  Schaar  auf  einer  zur  Ebene  normalen 
Geraden. 

In  Folge  dessen  haben  die  Hauptschnitte  aller 
dieser  F'lächcn  dieselben  Brennpunkte  (vergl.  § 35.); 
man  nennt  sic  confocalc  Flächen  zweiten  Gra- 
des und  bezeichnet  die  Doppelkegelschnitte  als  ihre 
Focalcurvcn.  Die  Figur  182.  zeigt  die  Focalcur- 
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vcn  P, , F;;  lies  Ellip»oi(l.s  von  den  Axon  At>,  CD, 
EF  — dinsB  ist  auch  ihre  Ordnung  nach  der  Grösse. 
Es  sind  ö’, , //,  die  llrennpunktc  des  llauptschnittes 
ADCD,  C.^  H 2 die  von  ABEF  und  11^  die  von 
CDEF’  die  Eocalcllipse  P,  in  der  Ebene  ßCi)  geht 
durch  6', //j tPj //;,  und  C,,  //,  sind  ihre  Brennpunkte; 
die  Foealhyperbel  Pj  in  der  Ebene  ABEF  geht  durch 
//,  und  hat  die  Brcnn|iunktc  ö'j,  sic  dringt 
in  den  Punktepaaren  A, , Aj,  den  Kreispunkten,  aus 
der  Eliielie  heraus.  Die  entsprechenden  Diamctral- 
krcisschnittc  sind  A',*,  A^*. 

19)  Durch  jeden  Punkt  im  Uaiime  gehen  drei  Flächen 
von  der  Schaar  der  Confocalen,  die  zu  einander  recht- 
winklig sind;  ihre  Tangentialebenen  in  diesem  Punkte 
sind  die  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen, 
welche  zugleich  in  Bezug  auf  die  gegebene  Fläche 
zweiter  < trdnung  oder  die  gegebene  Doppelcurve  der 
Devcloppabeln  einander  conjugiert  sind. 

2<))  Die  Focalcurven  bilden  den  Ort  der  Scheitel  derjenigen 
Kotationskegel,  welche  den  Flächen  der  Schaar  um- 
schrieben werden  können;  sie  durclischneiden  daher 
die  Flächen)  normal  in  ihren  Nabelpunkten,  wo  der 
Kotationskegel  sich  in  die  Tangentialebene  reduciert, 
und  jede  geht  durch  die  Brennpunkte  der  andern. 
(Vcrgl.  § 70.;  7.) 

21)  Das  Cent  rum  derCollineation  zwischen  einer 
Kugel  und  einer  Fläche  z w eit  er  Ordnung  liegt 
auf  einer  Focalcurvc  der  Letzteren,  der  nach 
dem  Centrum  der  Kugel  gehende  Collinea- 
tionsstrahl  ist  die  bezügliche  Tangente  von 
jener  (vcrgl.  §98.);  in  der  Figur  dieser  Collineation 
(Fig.  176.,  177.)  ist  daher  die  eine  der  Focalcurven 
durch  fünf  Punkte  und  ihre  Tangenten  bestimmt. 

22)  Die  Durchdringungscurve  von  zwei  confocalen  Flächen 
zweiten  Grades  ist  eine  Kaumcurvc  vierter  Ordnung 
von  der  Eigenschaft,  dass  die  Normalen  der  einen 
Fläche  in  den  auf  einander  folgenden  Punkten  der 
Curvc  sich  schneiden,  weil  sic  in  der  bezüglichen 
Tangentialebene  der  andern  Fläche  liegen;  mau  nennt 
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sic  die  Krümniiinf»slinien  der  Fläclic.  (Vcrgl. 
§ 78.;  5.,  6.) 

2;})  Durch  jeden  Punkt  einer  Flüche  zweiter  Ordnung 
gehen  zwei  Krüminungslinien  und  diese  sind  recht- 
winklig zu  einnnder. 

24)  Die  orthogonalen  Projcctioncn  der  Krümmungslinien 

' einer  Fläche  zweiter  Ordnung  auf  ihre  llauptebencn 

sind  Kegelschnitte,  deren  Axen  mit  denen  dieser 
Hauptschnitte  zusammenfallen;  etc. 

25)  Die  Grenzen  des  Halbschattens  und  Vollschattens  an 
einer  Fläche  zweiten  Grades,  welche  durch  eine  andre 
Fläche  zweiten  Grades  bcleuehtet  wird,  sind  Kaum- 
curven  vierter  Ordnung. 

2ß)  filan  bilde  die  Reciproken  zu  den  in  101.;  19 — 25. 
gegebenen  Sätzen  und  Aufgaben. 

102.  Die  Fläehen  zweiten  Grades  erläutern  einfach  und 
vollständig  die  doppelte  Entsteh ungs weise  einer  krum- 
men Fläche  als  Ort  von  Punkten,  sagen  wir  von  auf- 
geschricbenen  Curven,  und  als  Envcloppe  von  Ebe- 
nen, sagen  wir  von  umschriebenen  Developpabcln.  Sic 
ermitteln  zugleich  den  Beweis,  dass  diese  beiden  An- 
schauungsweisen der  krummen  Fläehen  als  doppelt  un- 
endliche Reihen  von  Punkten,  und  als  doppelt  unendliche 
Schaaren  von  Ebenen  — im  Gegensatz  zu  den  Curven  und 
developpabcln  Flächen  als  einfach  unendlichen  Reihen  und 
Schaaren  — für  alle  Flächen  gültig  sind  und  liefern 
dabei  ein  für  die  daretcllcnde  Geometrie  wichtiges  Theorem 
über  dieselben.  Ist  P ein  Punkt  der  krummen  Fläche  F und 
P die  zugehörige  Tangentialebene  derselben  und  zieht  man 
in  P durch  P nach  drei  verschiedenen  unendlich  nahen  Punk- 
ten P, , Pj,  Pj  die  Geraden  PPj,  PP^,  PP^,  welche  also  Tan- 
genten von  P in  P sind,  so  denke  man  durch  P,  P, , Pj  eine 
Fläche  zweiten  Grades  gelegt,  die  somit  P in  P berührt  und 
also  auch  P,  enthält.  Legt  man  dann  durclt  die  Geraden 
PP|,  PP.^,  P P-i  — etwa  nach  einem  beliebigen  Punkte  des 
Raumes  drei  Ebenen,  so  schneiden  diese  die  Fläche  in  drei 
Curven,  deren  zu  P, , Pj,  P^  rcspcctivc  benachbarte  Punkte 
wir  P|*,  Pj*,  Pj*  nennen  wollen  und  die  vorerwähnte  Fläche 
zweiter  Ordnung  Pj  kann  auch  durch  'diese  drei  Punkte  ge- 
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führt  werden.  Sic  liat  dann  die  Eigenschaft,  dass  alle  ihre 
ebenen  Schnitte  durch  V die  entsprechenden  Schnitte  der 
Fläche  F in  diesem  Punkte  P drcipiinktig  berühren  oder  os- 
culieren  — denn  der  Punkt  P muss  nach  den  gegebenen  Be- 
dingungen in  ihrer  Schnittcurvc  mit  der  Tangentialebene  ein 
dreifacher  Punkt  sein.  Man  sagt,  dass  die  Fläche  zweiten 
Grades  F.^  selbst  die  Fläche  F in  P osculiere  und  sieht  aus 
der  Betrachtung,  dass  in  jedem  Punkte  einer  krummen  Fläche 
unzählig  viele  sie  osculierende  Flächen  zweiten  Grades  be- 
stimmt werden  können. 

Immer  aber  haben  in  Folge  der  Construction  beide  Flächen 
F und  Fj  nicht  nur  in  P,  .sondern  auch  in  allen  dem  Punkte 
P unendlich  nahen  Punkten  P, , P.^---  einerlei  Tangentialebenen 
und  die  Beziehungen  der  Tangentialebenen  und  Tangenten 
der  Flächen  zweiten  Grades  um  einen  Punkt  herum  stimmen 
sonach  mit  denen  der  Tangentialebenen  und  Tfingenten  der 
Fläche  F in  den  zu  P unendlich  nahe  benachbarten  Punkten 
vollständig  überein.  Also  haben  die  InHexions-  oder  Haupt- 
tangenten  der  Fläche  F in  P je  drei  Punkte  mit  der  besag- 
ten Fläche  F^  gemein,  d.  h.  sie  sind  ihre  Erzeugenden  für 
den  Punkt  P.  Und  so  wie  die  Tangenten  der  Fläche  Fj 
in  P paarweis  conjugiert  sind  (§94.;  13,),  so  dass  die 
Tangentialebenen  aus  den  nächstfolgenden  Punkten 
der  einen  an  die  Fläche  durch  die  andere  hindurch 
gehen,  so  sind  es  auch  die  Tangenten  der  krummen 
Fläche  F;  diese  Paare  bilden  eine  Involution,  welche 
die  Inflexionstangenten  von  F oder  die  Erzeugen- 
den der  Fläche  zweiten  Grades  Fj  in  P zu  ihren 
Doppclstrahlen  hat. 

Legen  wir  parallel  der  Tangentialebene  P in  P und  in 
unendlich  kleiner  Entfernung  von  ihr  eine  die  Fläche  F und 
F,  schneidende  Ebene  P*,  so  enthält  dieselbe  die  der  Tan- 
gentialebene unendlich  nahen  Punkte  P*  und  da  dieselben  der 
Fläche  F und  der  osculierenden  Fläche  F.^  gemeinsam  sind, 
so  schneidet  sie  Fj  und  zugleich  F in  einem  Kegelschnitt; 
d.  h.  der  der  Tangentialebene  einer  krummen  Fläche 
unendlich  nahe  und  ihr  parallele  ebene  Schnitt  der- 
selben ist  als  ein  unendlich  kleiner  Kegelschnitt  A 
anzusehen.  Ist  dairti  M der  Mittelpunkt  der  Fläche  Fj,  so 
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liegt  der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  iin  Durehselmitt 
des  .der  Ebene  P eonjugierten  Durehniesserti  iVP  mit  der 
Schnittebene;  weil  alle  Parallelsehnitte  von  P.^  zu  einander 
ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind,  so  bilden  die  eonjugierten 
Durchmesser  von  A'  eine  Involution,  welche  der  Involution 
der  eonjugierten  Tangenten  der  Flächen  P.j  und  F in  /*  gleich 
ist  und  deren  Doppelstrahlen  den  ihrigen  parallel  sind.  Der 
Kegelschnitt  K ist  also  eine  Ellipse,  so  lange  P ein  ellip- 
tischer Punkt  und  er  ist  eine  Hyperbel,  sobald  P ein  hy- 
perbolischer Punkt  ist;  dann  geben  seine  Asymptoten  die 
Lage  der  Haupttangenten  in  P.  Er  ist  endlich  eine  Pa- 
rabel, wenn  P ein  parabolischer  Punkt  der  Fläche  ist  und 
die  Axenrichtung  giebt  dann  die  Haupt  taugen  te  in  /’. 
Deshalb  hat  mau  den  unendlich  kleinen  Kegelschnitt  A'  die 
Indicatrix  der  Fläche  P im  Punkte  P genannt. 

1)  Ist  der  Punkt  P ein  parabolischer  Punkt  in  der  Fläche 
P,  so  dass  seine  InHoxionstangenten  zusammen  fallen, 
so  ist  die  osculicrende  Fläche  zweiten  Grades  P.^  noth- 
wendig  ein  Kegel.  Ist  dann  P,  der  zu  P nächste 
Punkt  in  der  InHexionstangentc  oder  der  Erzeugen- 
den des  Kegels,  so  berührt  die  Tangentialebene  in  P 
den  Kegel  und  folglich  auch  die  Fläche  P noch  in 
Pi]  d.  h.  die  Tangentialebene  der  krummen  Fläche 
in  einem  parabolischen  Punkt  berührt  die  Fläche  in 
zwei  auf  einander  folgenden  Punkten  und  wird  daher 
eine  stationäre  Tangentialebene  derselben  ge- 
nannt. 

2)  Ist  P ein  parabolischer  Punkt  in  der  Fläche  P,  so 
gehen  die  Tangentialebenen  der  Fläche  in  den  zu  P 
nach  allen  Seiten  unendlich  nahen  Punkten  derselben 
durch  die  Haupttangentc  in  P und  bilden  somit  ein 
Büschel. 

.3)  Ist  P ein  Nabclpunkt  (Umbilicus)  in  der  osculierenden 
Fläche  Pj,  so  ist  er  auch  ein  solcher  in  der  Fläche 
P;  unter  den  osculierenden  Flächen  zweiten  Grades 
ist  dann  eine  Ktigel. 

4)  Berühren  zwei  krumme  Flächen  P,  P*  einander  in 
einem  Punkte  P,  d.  h.  haben  sie  in  diesem  Punkte 
dieselbe  3'angentialcbcnc  P,  so  giebt  es  ira  Allge- 
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inoinen  in  P ein  geineinsanics  Paar  con  jugiertcr  Tan- 
genten derselben.  (§  .31.;  13.) 

5)  Wenn  von  einem  Punkte  M im  Kaum  an  eine  krumme 
Fläelie  P zwei  Tangenten  unter  iinendlicli  kleinen 
Winkeln  zu  einander  gelegt  werden,  die  in  P,  P,  die- 
selbe berttbren,  so  dass  PP^  ein  Curvcnelcmcnt  auf 
der  Fläche  F ist,  so  sind  PP^,  PM  für  die  in  P an 
P osculicrendc  Fläche  zweiter  Ordnung  F.^  und  also 
für  die  Fläche  F selbst  ein  Paar  von  conjugiei’ten 
Tangenten  uud  dieselben  bilden  daher  mit  den  In- 
flexions-  oder  llaupttangentcn  der  Fläche  P in  P eine 
harmonische  Gruppe. 

ti)  h'ür  eine  der  krummen  Fläche  P nach  einer 
Curvc  C umschriebene  developpable  Fläche 
D sind  in  einem  Punkte  P von  C die  Tangente 
t von  6’,  die  Erzeugende  e von  D und  die  In- 
flexionstango n ton  vonP  in  P zwei  Paare  eines 
harmonischen  Büschels. 

7)  Wird  der  krummen  Fläche  von  einem  Punkte  M im 
Raume  aus  ein  Bcrührungskcgcl  umschrieben,  so  ist 
in  jedem  Punkte  P der  Bcrührungscurvo  derselben 
mit  der  Fläche  die  Tangente  der  Letzteren  conjugiert 
harmonisch  zu  der  Erzeugenden  des  Kegels  in  Bezug 
auf  die  llaupttangenten  der  Fläche  oder  sie  bilden 
mit  irgend  zwei  Paaren  von  conjugierten  Durchmes- 
sern der  Indicatrix  der  Fläche  in  P eine  Involution. 

8)  DerKcgel  der  Tangenten  von  J/ an  eine  Fläche 
P wird  zugleich  umhüllt  von  den  Tangential- 
ebenen der  Fläche  aus  M.  Die  Classo  des  Be- 
rührungskegcls  ist  die  Classo  der  Fläche  P. 

K)3.  a)  Wenn  nach  dem  Vorigen  jede  Fläche  ebenso 
durch  aufgeschriebene  Curven  als  Ort  wie  durch  umschrie- 
bene Developpable  als  Envcloppc  erzeugt  werden  kann,  so 
entspringt  aus  dem  Vorhergehenden  naturgomäss  die  Frage 
nach  denjenigen  Curven  auf  einer  Fläche,  deren 
Developpable  dieselbe  Fläche  umhüllen  oder  ihr  zu- 
gleich umschrieben  sind;  denn  solche  hat  die  Theorie  der 
Flächen  zweiten  Grades  in  den  Haupttangenten  oder  Erzeu- 
genden der  Fläche  hervortreten  lassen. 
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Man  sieht,  dass  die  allgemeine  Antwort  auf  die  Frage 
lauten  muss:  Diese  Curven  sind  diejenigen  Raum- 
curven  auf  der  Flüche,  deren  Schiniegungsebenen 
die  Fläche  berühren.  Und  daraus  lässt  sich  die  Lage 
dieser  Curven  auf  der  Fläche  anschaulich  bestimmen.  Wir 
sahen  in  § 87.,  dass  jeder  durch  eine  Haupttangente  der 
Fläche  geführte  ebene  Schnitt  derselben  diese  Gerade  zur 
InHexionstangente  im  Berührungspunkt  hat,  d.  i.  dass  er  drei 
unendlich  nahe  Punkte  mit  ihr  gemein  hat.  Denken  wir  also 
.auf  der  Fläche  eine  Curve,  welche  in  jedem  ihrer  Punkte  die 
eine  der  entsprechenden  Haupttangentcn  der  Fläche  berührt, 
so  besitzt  dieselbe  für  jede  ihrer  Schmiegungsebenen  die  ge- 
forderte Eigenschaft,  die  Fläche  zu  berühren. 

Geht  man  also  von  Irgend  einem  Anfangspunkt  in  der 
Fläche  aus  um  ein  unendlich  kleines  Element  in  der  Richtung 
der  einen  Ilaupttangente  fort,  um  am  Ende  desselben  in  die 
Richtung  der  neuen  Ilaupttangente  einlenkend  ein  neues  un- 
endlich kleines  Element  in  dieser  zu  durchlaufen  etc.,  so 
erhält  man  eine  Curve  der  Haupttangenten  oder  eine 
asymptotische  Curve  der  Fläche  — in  der  letztem 
Weise  benannt  n.aeh  ihrer  Berührung  mit  der  Asymptote  der 
Indicatrix  der  Fläche  in  jedem  ihr  angehörenden  Punkte. 

Man  sieht,  dass  durch  jeden  Punkt  der  krummen  Fläche 
im  Allgemeinen  zwei  solche  Curven  gehen,  dass  also  zwei 
Schaaren  solcher  Curven  auf  der  Fläche  möglich  sind; 
jede  dieser  Schaaren  erzeugt  diese  Fläche  ebensowohl  als 
Ort,  wie  auch  als  Envcloppe  ihrer  Schmiegungsebenen.  Man 
sieht  .aber  auch,  dass  diese  Curven  nur  für  die  hyper- 
bolischen Punkte  der  krummen  Flächen  reell  sind, 
und  dass  sich  ihre  Paare  für  die  parabolischen  Punkte 
derselben  in  je  eine  vereinigen.  Von  den  Flächen  zwei- 
ten Grades  haben  nur  die  RegclHächen  reelle  asymptotische 
Linien  in  ihren  Erzeugenden,  die  Kegeltlächen  zeigen  die 
Vereinigung  derselben  in  eine  einzige  Schaar. 

b)  Im  Gegensatz  dazu  haben  wir  schon  bei  den  develop- 
pabcln  Flächen  (§  72.)  aber  nicht  nur  für  diese,  sondern 
allgemein  gesehen,  dass  die  geodätischen  Linien  zwischen 
beliebigen  Punktepaaren  einer  krummen  Fläche  dadurch  cha- 
racterisiert  sind,  dass  ihre  Schmiegungsebenc  in  jedem 
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Punkt  zur  Fläche  normal  ist,  oder  die  zugehörige  Nor- 
male der  Fläche  enthält. 

c)  Endlich  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  des  vorigen  §, 
dass  für  die  Axenrichtungen  der  Indicatrix  >uid 
nur  für  diese  die  Eigenschaft  stattfindet,  dass  die 
in  unendlich  nahe  benachbarten  Punkten  der  Fläche 
auf  ihr  errichteten  Normalen  sich  in  einem  Punkte 
schneiden  oder  in  einer  Ebene  liegen. 

Denn  die  Normalen  der  Fläche  in  den  Punkten  der  In- 
dicatrix projicieren  sich  auf  der  Ebene  derselben  nach  dem 
Satz  von  den  conjugierten  Tangenten  als  Normalen  der  In- 
dicatrix in  jenen,  während  die  Normale  im  betrachteten  Punkt 
ihre  Projcction  im  Mittelpunkt  der  Indicatrix  selbst  hat;  die 
Letztere  kann  sonach  nur  von  denjenigen  Normalen  benach- 
barter d.  h.  in  <ler  Indicatrix  gelegener  Punkte  gesehnitten 
werden,  deren  Projectionen  durch  den  Mittelpunkt  gehen, 
was  bekanntlich  nur  für  die  den  Scheitelpunkten  des  Kegel- 
schnitts entsprechenden  der  Fall  ist. 

Wenn  man  also  von  einem  Punkte  der  Fläche  aus  in  der 
einen  Axenrichtung  der  Indicatrix  um  ein  Element  fortgeht, 
um  am  Ende  desselben  in  die  Axenrichtung  der  neuen  ent- 
sprechenden Indicatrix  einzubiegen  etc.,  so  erhält  man  eine 
(Jurve  auf  der  Fläche,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die 
Normalen  der  Fläche  in  ihren  Punkten  eine  developpable 
Fläche  bilden. 

Man  sicfht,  dass  es  auf  jeder  Fläche  zwei  stets  reelle 
Schaaren  von  Curven  dieser  Art  giebt,  die  sich  überall  recht- 
winklig durchschneiden  — die  Krüminungslinicn  der 
F 1 ä c h e.  D i c K i c h t u n g c n d e r b e i d e n K r ü m m u n g 8 1 i n i e n 
in  einem  Punkte  der  Fläche  halbieren  die  Winkel, 
welch  e die  Richtungen  der  beiden  Curven  der  Haupt- 
tangenten in  demselben  Punkte  mit  einander  bilden. 

d)  Denken  wir  sodann  alle  Normalen  einer  Fläche  in  den 
Punkten  derselben,  die  einem  gegebenen  Punkte  P unendlich 
nahe  benachbart  sind,  so  lässt  sich  über  ihre  Vertheilung  im 
Raume  Folgendes  erkennen:  Wir  construieren  eine  die  Fläche 
in  P osculierende  Fläche  zweiten  Grades,  welche  zugleich 
den  Punkt  P zum  Scheitel  hat,  so  dass  die  Indicatrix  der 
gegebenen  Fläche  für  P ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist  zu 
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dem  zur  bctretfenden  Axe  der  osciilicrenden  Flüche  zweiten 
Grades  normalen  llauptsehnitt,  während  ihre  Axen  die  Ge- 
raden sind,  in  welchen  die  heidcn  andern  Ilauptcbenen  die 
Ebene  der  Indicatrix  schneiden.  Dann  sind  alle  dem  Punkte 
P unendlich  nahen  Punkte  der  Fläche  in  den  beiden  durch  J‘ 
gehenden  Hauptebenen  derselben  in  P selbst  projiciert  und 
alle  zugehörigen  Normalen  der  Fläche  werden  die  Gerade 
schneiden,  die  im  Durchschnittspunkt  der  Normalen  des  Ilaupt- 
schnitts  in  den  zu  P unendlich  nahen  Nachbarpunkten  des- 
selben d.  h.  im  zugehörigen  Krümmungsraittelpunkt  K des- 
selben auf  seine  Ebene  projiciert  erscheint  oder  dort  zu  ihr 
normal  ist. 

Nennen  wir  also  die  beiden  durch  die  Flächennormale  n 
in  P in  der  liichtung  der  Krümtnungslinien  oder  der  Axen 
der  Indicatrix  der  Fläche  geführten  Schnitte  N, , ITj  der 
Fläche  die  Hauptnormalschnitte  derselben  in  P und  be- 
zeichnen wir  die  Krümmuugsmittelpunkte  dieser  .Schnitte  d.  i. 
auch  der  Hauptschnitte  der  oseulierenden  Fläche  zweiter  Ord- 
nung für  den  Punkt  P,  welche  in  der  Normale  n liegen,  durch 
h\  und  A'j,  so  schneiden  die  Normalen  der  Fläche  in 
den  um  P herum  unendlich  nahe  gelegenen  Punkten 
de  r selbensämmtlichdiebeidcnG  er  ade  n //,  ,gij, welche 
in  A'i , Aj  respcctive  normal  zu  den  Ebenen  N, , N,, 
stehen.  Auch  daraus  folgt  wieder,  dass  die  Normale  w nur 
von  den  Normalen  in  den  Scheitelpunkten  der  Indicatrix  ge- 
schnitten wird. 

Wären  die  Krümmungsmittclpunktc  A', , A’j  der  Ilaupt- 
normalschnitte  in  P bekannt,  so  orgiebt  sich  aus  dem  gefun- 
denen Satze  die  Construetion  der  Flächennormale  in  jedem 
Punkte,  welcher  dem  Punkte  unendlich  nahe  ist.  (Vcrgl. 
§ lOÖ.;  a)  4.) 

1 ) Der  Berührungskegel  einer  knimmen  Fläche  aus  einem 
Punkte  hat  jede  Erzeugende  zur  Kückkehrerzeugenden, 
welche  mit  einer  Haupttangente  der  Fläche  in  ihrem 
Berührungspunkte  zusamraenfällt  — nach  § 84.,  a. 

2)  Wie  lautet  der  dualistisch  entsprechende  Satz? 
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Von  (Ion  windsoliiofon  ICo^cIfliu-hon. 


104.  Einfacli  unendliche  Koihcn  von  Punkten  waren  die 
Kauincurven,  einfach  unendliche  Hchaaren  von  Ebenen  die 
devcloppabeln  Elächen ; einfach  unendliche  Systeme  von  Strah- 
len oder  Geraden  sind  die  Jicgelfläehen  allgemeiner  Art, 
d.  i.  die  durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie  entstehen- 
den Flächen.  Die  nicht  entwickelbarcn  unter  ihnen  sind  hier 
zuerst  näher  zu  betrachten.  Man  nennt  sic  die  windschie- 
fen Regel  flächen.  Die  speciellsten  Formen  derselben,  das 
einfache  Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Paraboloid,  sind 
als  Flächen  zweiten  Grades  schon  hervorgetreten. 

Zwei  Erzeugungsweisen  liegen  für  diese  Flächen  gleich 
nahe;  man  kann  sie  auffassen  als  Ort  der  Lagen  einer  Ge- 
raden c (als  Punktreihe) , welche  mit  drei  festen  (Jurven  C^ , 
6j,  den  Leite urven,  stets  je  einen  Punkt  gemein  hat, 
und  ebenso  als  den  Ort  der  Lagen  einer  Geraden  e (als 
Ebenenbüschel),  welche  mit  drei  festen  entwickelbaren  Flächen 
D,,D.^,D;,,  den  Leit-Dev eloppabeln,  stets  je  eine  Ebene 
gemein  hat. 


Sind  die  drei  Leitcurven  C, , 
Cj,  F3  dureh  Projection  gege- 
ben, so  erhält  man  die  ver- 
schiedenen Erzeugenden  c der 
Fläche,  indcm'iuan  einen  Punkt 
M^  die  erste  Curvc  durchlau- 
fen lässt  und  in  jeder  seiner 
Lagen  die  beiden  Kegelflächen 
und  ihre  gemeinsamen  Erzeu- 
genden construiert,  die  er  mit 
den  beiden  andern  Gurven  C.j, 
C.,  bestimmt;  diese  gemein- 
samen Erzeugenden  sind  die 
Erzeugenden  der  Regelfläche 
aus  . Jeder  Punkt  P einer 


Sind  die  drei  Lcit-Develop- 
paheln  D,,  D^,  Dj  durch  Pro- 
jection gegeben,  so  erhält  man 
die  verschiedenen  Erzeugen- 
den c der  Fläche,  indem  man 
eine  Ebene  M,  die  erste  Deve- 
loppable  D|  umhüllen  lässt  und 
in  jeder  ihrer  Lagen  die  bei- 
den ebenen  Gurven  und  ihre 
gemeinsamen  Tangenten  con- 
struiert, die  sie  mit  den  bei- 
den andern  Devcloppabeln  D, 
und  Dj  bestimmt;  diese  ge- 
meinsamen Tangenten  sind  die 
Erzeugenden  der  Kegelfläche 
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solchen  Erzeugenden  ist  ein  in  M, . Jede  Ebene  P durch 
Punkt  der  Fläche  und  die  Tan-  eine  solche  Erzeugende  ist  eine 
gentialebene  derselben  in  ihm  Tangentialebene  der  Fläche 
ist  im  Allgemeinen  einzig  und  und  der  Berührungspunkt  der- 
bestimmt;  die  Erzeugende  e selben  ist  im  Allgemeinen  ein 
ist  selbst  die  eine  Ilaupttan-  zig  und  bestimmt;  die  Erzeu- 
gente der  Fläche  in  P und  die  gende  e ist  die  eine^Haupttan- 
andere  Hiiupttangente  t kann  gentederFlächeinPunddiean- 
gefunden  werden,  indem  man  dere  llaupttangente  / kann  ge- 
sie  als  die  von  P ausgehende  funden  werden,  indem  man  sie 
Transversale  der  unendlich  als  die  in  P liegende  Transver- 
naho  zu  e benachbarten  Er-  sale  der  unendlich  nahe  zu  e 
zeugenden  e,  und  betrach-  benachbarten  Erzeugenden  r| 
tet;  die  Ebene  e/  ist  die  Tan-  und  e.^  betrachtet;  der  Punkt 
gentialebene.  ei  ist  der  Berührungspunkt. 

Eine  windschiefe  KegelHäche  hat  also  zu  den  einfachsten 
aulgeschriebenen  Curven  die  Puiiktreihen  in  ihren  geradlinigen 
Erzeugenden  und  zu  ihren  einfachsten  umschriebenen  Deve- 
loppabein  die  Ebenenbüsphel  durch  dieselben.  Diess  ist  die 
Quelle  der  zweckmässigsten  Methoden  zu  ihrer  graphischen 
Behandlung. 

Wir  werden  im  Folgenden  die  Erzeugung  aus  drei  Leit- 
eurven  vorzugsweis  benutzen  und  auf  die  andere  nur  gele- 
gcntlicli  zurück  kommen. 

1)  Man  erläutere  beide  Constnietionsmethoden  für  das 
einfache  Hyperboloid  und  hyperbolische  Paraboloid. 

2)  Man  zeige,  in  welcher  Weise  die  Punkte  der  Leit- 
curven  und  die  Ebenen  der  Leitdeveloppabeln  eine 
Ausnahme  von  der  Bestimmtheit  der  Tangentialebene 
rcspective  des  Berührungspunktes  machen  müssen  und 
lege  dar,  warum  eine  solche  Ausnahme  beim  Hyper- 
boloid wegfällt. 

3)  Die  Leitcurven  sind  vielfache  Curven  der  Fläche  und 
zwar  ist  der  Grad  der  Vielfachheit  einer  jeden  von 
ihnen  — d.  i.  die  Zahl  der  Erzeugenden,  die  durch 
jeden  ihrer  Punkte  gehen  — ausgedrückt  durch  das 
Product  der  Ordnungszahlen  der  beiden  andern  Leit- 
eiirven  — vorausgesetzt  natürlich,  dass  dieselben  alge- 
braische Curven  .sind.  Denn  jene  Erzeugenden  sind 
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die  gemeinschaftlichen  Geraden  zweier  eoncentrischer 
Kegel  von  diesen  Ordnungszahlen. 

Ebenso  sind  die  Leit-Developpabeln  vielfach  um- 
schriebene Developpabeln  der  Fläche  und  der  Grad 
der  Vielfachheit  einer  jeden  von  ihnen  ist  durch  das 
Froduct  der  Classenzahlen  der  beiden  andern  ausge- 
drückt. 

4)  Man  erläutere  für  die  durch  zwei  Ebencnbüschel  und 
eine  Kegcifläche  zweiten  Grades  als  Leit-Developpable 
erzeugte  windschiefe  Kegelfläche  die  Natur  derEbeaen- 
büschel  als  doppelt  umschriebener  Developpabeln  der 
Fläche. 

5)  Denken  wir  — um  die  Vorstellung  zu  fixieren  — die 
zweite  und  dritte  Leitcurve  als  Kegelschnitte,  so  haben 
die  concentrischen  Kegel  über  ihnen  aus  einem  Punkte 
der  ersten  Leitcurve  zu  ihren  vier  gemeinsamen  Er- 
zeugenden entweder  a)  vier  reelle^  Gerade  oder  b)  zwei 
reelle  und  zwei  nicht  reelle  oder  c)  vier  nicht  reelle 
Gerade  — je  nach  der  Lage. des  Scheitels.  Man  kann 
darnach  die  Theile  der  ersten  Leitcurve  als  vierfache, 
zweifache  und  als  nicht  mitwirkende  oder  parasitische 
unterscheiden.  Diese  drei  Fälle  gehen  aber  stetig  in 
einander  über  und  es  ist  lohnend,  sich  den  Ueber- 
gang  näher  zu  vergegenwärtigen.  Es  findet  beim 
Uebergang  a)  zu  b)  und  bei  dem  von  b)  zu  c)  im 
Wesentlichen  das  Gleiche  statt,  der  Schnitt  der  Kegel 
geht  durch  die  Berührung  hindurch  in  den  Fall  des 
Nichtschneidens  über,  d.  h.  bei  jeder  derartigen  Ueber- 
gangsstelle  treten  zwei  Erzeugende,  die  in  der  nächst- 
vorhergehenden Lage  zwei  verschiedenen  Mänteln  an- 
gehören, in  eine  zusammen,  die  den  Character  einer 
Grenzlinie  oder  Kückkohrerzeugenden  hat.  ln  dem 
Punkte  der  ersten  Leitcurve,  für  welchen  diess  statt- 
findet, schneiden  sich  die  auf  einander  folgenden  Er- 
zeugenden, die  Begrenzungen  des  unendlich  schma- 
len Streifens,  längs  welches  die  Kegel  sich  berühren ; 
er  hat  also  einen  ausnahmsweisen  Character  unter 
den  Punkten  der  Kegelfläche.  Und  wenn  die  Leit- 
linien nicht  Inflexionspunkte  oder  Kückkehrpinikte 
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haben,  so  enistelien  die  bezeichneten  siiiguliiren  Punkte 
der  KegelHilehe  nur  in  dieser  Art. 

0)  Das  dem  Vorigen  dualistiscli  entsprechende  Kaisonne- 
ment  zeigt,  dass  auch  die  I^eitdeveloppabeln  in  glci- 
cher  AVeise  sich  in  vielfache  der  verschiedenen  gera 
den  Grade  und  parasitische  'l'heile  mit  analogen  Ueber- 
gängen  zerlegen.  Im  Uebergang  schneidet  die  Ebene 
der  ersten  die  zweite  und  dritte  Leitfläche  in  Curven, 
welche  sich  berühren,  so  dass  zwei  ihrer  in  der  vor- 
hergehenden Lage  gemeinsamen  Tangenten  sich  ver- 
einigen, um  in  der  nächstfolgenden  zu  verschwinden, 
ln  den  bezeichneten  Ebenen  liegen  also  vereinigte 
benachbarte  Erzeugende,  für  welche  der  Berührungs- 
punkt jener  Gurven  als  Schnitt  zu  betrachten  ist. 
(Man  vergl.  § 100.) 

7)  Die  vorigen  Betrachtungen  erläutern  Vorkommnisse 
bei  der  Entstehung  von  Raumeurven  und  develop- 
pabeln  Flächen,  die  früher  nicht  in  diesem  Sinne  her- 
vorgehoben worden  sind.  Wenn  eine  Kaumeurve  saramt 
ihrer  Developpabeln  als  Schnitt  von  zwei  Kcgelflächen 
d.  i.  als  Ort  ihrer  gemeinsamen  Punkte  und  der  Ver- 
bindungslinien der  benachbarten  unter  ilmeu  entsteht, 
und  wenn  eine  developpable  Fläche  und  Kaumeurve 
durch  zwei  ebene  Curven  als  Enveloppe  ihrer  ge- 
meinsamen Tangentialebenen  und  der  Schnittlinien 
<ler  benachbarten  unter  ihnen  gebildet  wird  (g  101.), 
so  ist  diess  ein  Spccialfall  der  allgemeinen  Erzeugung 
der  Kcgelflächen  durch  die  Bedingung,  dass  die  auf 
einander  folgenden  Erzeugenden  sich  schneiden  oder 
in  einer  Ebene  liegen;  die  Erzeugende  des  einen 
Kegels  schneidet  Erzeugende  des  andern  und  die  zu- 
gehörigen Tangentialebenen  liefern  durch  ihren  Schnitt 
die  Erzeugende  der  Fläche  im  ersten  Falle,  die  Tan 
gente  der  einen  (Jurve  schneidet  Tangenten  der  an- 
dern und  die  zugehörigen  Berühningspunkte  liefern 
durch  ihre  Verbindungslinie  die  Erzeugende  der  Fläche 
im  zweiten  Falle.  Die  Zahl  der  Schnitte,  welche  eine 
Erzeugende  oder  Tangente  dabei  liefert,  geht  im  All- 
gemeinen von  0 auf  2,  auf  4,  etc.  und  umgekehrt 
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und  in  den  Momenten  des  Uebergangs  findet  ein  Be- 
rühren der  Erzeugenden  des  einen  Kegels  mit  dem 
andern  Kegel,  andernfalls  ein  Schneiden  der  Tangente 
der  einen  Ctirve  mit  der  andern  Curve  statt.  Die 
Hilfsebene  durch  die  Kegelspitzen  berührt  dann  den 
einen  Kegel,  der  Hilfspunkt  in  der  Schnittlinie  der 
Ebenen  liegt  auf  der  einen  Curve.  Einer  solchen 
Uebergangsstelle  entspricht  es,  dass  drei  auf  einander 
folgende  Erzeugende  der  Developpabeln  oder  vier 
folgende  Punkte  der  Kaumeurve  in  einer  Ebene  lie- 
gen, respective,  dass  drei  folgende  Erzeugende  der 
vier  folgenden  Ebenen  der  Developpabeln  durch  einen 
Punkt  gehen,  d.  h.  diese  Uebergänge  liefern  die  sta- 
tionären Ebenen  und  stationären  (Rückkehr-)  Punkte 
der  developpabeln  Flächen  und  der  Raumeurven. 

8)  Man  erläutere  diess  des  Nähern  an  Fig.  Tafel  III.  der 
Durchdringung  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  mit 
gemeinsamer  Hauptebene  und  füge  die  dualistisch  ent- 
sprechende Construction  und  ihre  Erläuterung  hinzu. 
Die  Rückkehrkante  der  Developpabeln  geht  durch 
jeden  Uebergangspunkt  in  einer  ihrer  Leitcurven. 

105.  Im  Anschluss  an  das  einfache  Hyperboloid,  welches 
aus  drei  geradlinigen  Reihen  als  Leitcurven  oder  .aus  drei 
Ebenenbüscheln  als  Leit- Developpabeln  entsteht,  lassen  sich 
drei  Haupt-Typen  der  windschiefen  RegelHäciien  bilden, 
nämlich 

a)  Rcgclflächen  mit  zwei  Leitgeraden  9.,  und  einer 
Leitcurve  C,  oder  mit  zwei  Leitbüscheln  G^,  und  einer 
Leit- Developpabeln  D, . 

Bei  ihrer  Construction  betrachtet  man  die  Punkte  der 
Leitcurve  6j  oder  die  Ebenen  der  Leit-Developpabeln  D, , da 
dieselben  einfach  sind  und  nur  je  eine  Erzeugende  bestimmen. 

Ist  eine  der  Geraden  g unendlich  fern  d.  h.  durch  eine 
Ebene  vertreten,  deren  Stellung  sie  ist,  so  werden  windschiefe 
RegelHäciien  von  diesem  Typus  insbesondere  Conoide  genannt, 
und  wenn  speciell  von  beiden  Geraden  g die  endliche  normal 
ist  zur  unendlich  fernen  d.  h.  normal  zur  vorbezeiehneten 
Richtungsebene,  so  wird  das  Conoid  noch  specieller  als  ein 
gerades  bezeichnet. 
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Als  wichtige  Beispiele  gerader  Conoidc  sind  hervorzuheben: 


1)  die  Fläche  der 
flachgängigen  Schraube 
(Fig.  183.)  und 

2)  die  Wölbfläche  des 
Eingangs  in  den  runden 
Thurm.  (Fig.  184.) 

Bei  jener  sind  die 
Leitcurven  eine  cylin- 
drische  Schraubenlinie  C|, 
die  Axe  derselben  g.,  und 
die  Stellung  der  Normal- 
ebenen  zu  dieser  ^3;  durch 
jeden  Funkt  der  Schrau- 
benlinie geht  eine  Erzeu- 
gende der'Fläche,  dieNor- 
male  von  ilim  zur  Axe 
derselben. 

Die  Wülbfläehe  hat 
eine  auf  dem  Mantel  eines 
geraden  verticalen  Kreis- 


Fig.  1S3. 


cylinders  verzeichncte  zu 
einer  Erzeugenden  des- 
selben orthogonal  symme- 
trische Curve  C, , die  Axe 
des  Cylinders  g.^  und  die 
Stellung  der  Normalebe- 
nen  derselben  ^3  zu  Leit- 
curven, die  Erzeugenden 
e aus  den  Punkten  von  C^ 
sind  wieder  die  Normalen 
von  denselben  zur  Axe 
g.y  Die  Fläche  wird  ge- 
wöhnlich durch  einen  mit 
dem  ersten  coaxialen  ge- 
raden Kreiscylinder  nach 
innen  begi'enzt. 

3)  Ein  schräges  Co- 
noid  einfacher  Art  be- 


Fig.  184. 
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stiinnien  ein  zu  einer 
Projectionsebene  -V  0 Z 
paralleler  Kreis  C,  — 
oder  statt  dessen  eine 
Kugel,  die  die  Erzeu- 
gende stets  berühren 
muss  — eine  schräge 
Gerade  und  die  Stel- 
lunggij  der  andern  Pro- 
ieetionsebene  X 0 V. 
(Fig.  185.) 

4)  Eine  Fläche  vom 
nämlichen  Typus,  die 
aber  kein  Conoid  ist, 
entsteht  für  einen  Ke- 
gelschnitt C,  und  zwei 
zu  seinen  Axen  paral- 
lele die  Normale  seiner 
Ebene  aus  seinem  Mit- 
telpunkt schneidend(‘ 
(Gerade  imd  g.^  als 
Leitlinie.  (Fig.  18fi.) 
^Vi^wollcn  sie  in  Erin- 
nerung an  die  Ergeb- 
nisse des  § 103.  unter 
d)  das  Normalenbün- 
del nennen. 

b)  Regelflächen  mit 
einer  Leitgeraden  g^ 
und  zwei  Leitcurven 
C|  und  — oder  mit 
einem  Leitbüschel  und 
zwei  Leit-Developpa- 
beln.  Man  betrachtet 
zur  Construction  die 
Punkte  der  einen  Leit- 
curve  und  erkennt  die- 
selbe als  von  einer  der 
Ordnungszahl  der  an- 
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dem  gleichen  Vielfacliheit.  (\  crgl.  § 104.;  ö.,  (5.  ) Als  erstes 
wichtiges  Beispiel  von  diesem  Typus  erwÄhnen  wir 
1)  die  Fläche  der  Fig.  ist. 


scharfgäng.  Schraube, 
für  welche  eine  cylin- 
drische  Schraubenlinie 
C, , die  Axe  des  Schrau- 
bcncylinders  und  ein 
Kreis  Cj  in  der  unend- 
lich fernen  Normal- 
ebene  zur  Axe  und  aus 
der  Richtung  dersel- 
ben als  Centrum  oder 
mit  andern  Worten  der 
Fluchtkreis  eines  ge- 
raden Rotationskegels 
— des  Richtungske- 
gels — mit  der  Axe 
die  Leitlinien  sind 
(Fig.187.).  Für  jeden 
Punkt  der  Schrauben- 
linie erhält  man  zwei 
Erzeugende  parallel 
denjenigen  Erzeugen- 
den des  Richtungske- 
gels, welche  in  der  zur 
Schraiibenaxe  norma- 
len Ebene  den  Ra- 
dius jenes  Punktes  im 
Grundkreis  zu  ihrer 
Projection  haben;  die 
Figur  giebt  nur  die 
eine. 

2)  DieWölbflächc 
des  schiefen  Eingangs 
fbiais  passe),  bei  der 
(Fig.  188.)  zwei  gleiche 
Kreise  C^,  in  pa- 
rallelen Ebenen  und  diejenige  Normale  g.^  derselben,  welche 
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die  Centraldistanz  der  beiden  Kreise  hälftet,  die  Leitlinien 
sind.  Man  betraehtet  die  Punkte  M des  einen  Kreises  C, 
und  erhält  als  Schnittlinien  der  Ebene  Mg.^  mit  dem  Kegel 
zweiten  Grades  MC.^  je  zwei  Erzeugende,  von  denen  die 
eine  stets  durch  die  Mitte  der  Centraldistanz  der  Kreise  6’,,  . 
C.^  geht;  d.  h.  es  entsteht  in  Folge  der  symmetrischen  Anord- 
nung der  Leitlinien  neben  der  windschiefen  Kegelfläehe  eine 
developpable,  nämlich  ein  schiefer  Kreiskegel;  die  Figur  ent- 
hält sie  nicht. 

;5)  Das  Cylindroid,  das  man  so  bildet:  Zwei  Curven  C^, 
C.,*  (Fig.  189.)  sind  nicht  parallele  Verticalschnittc  desselben 
(.'ylinders,  die  Punktepaare  M^^,  jVj,,  iW^,,  .iWjj*;  ••• 

sind  Punktepaare  derselben,  welche  je  in  der  nämlichen  Er- 
zeugenden des  Cylinders  liegen;  denkt  man  nun  die  eine  die- 
ser Curven  Cj*  parallel  sich  selbst  um  eine  gewisse  Höhe 
nach  Cj  gehoben  und  die  entsprechenden  Punktepaare  von 
vorher  in  der  neuen  Lage  durch  gerade  Linien  verbunden, 
so  entsteht  aus  diesen  das  Cylindroid.  Die  dritte  Leitlinie' 
ist  die  Stellung  g.^  einer  zur  Durchschnittslinie  der  Ebenen 
von  C, , Cj  und  zu  den  Erzeugenden  des  Cylinders  parallelen 
Ebene. 

c)  KegclHächcn,  welche  drei  Leiteurven  C, , 6’,,  oder 
drei  Leit-Dcvcloppable  D, , D.,,  D,  haben.  Ihre  Construction 
aus  den  einen  oder  andern  ist  in  § 104.  gegeben. 

Alle  Entwickelungen  sollen  sich  auf  diesen  allgemeinsten 
l'ypus  beziehen. 

106.  Die  Ordnung  einer  windschiefen  Regcl- 
fläche  ist  gleich  der  Classe  derselben.  Denn  wenn 
eine  Gerade  die  Fläche  m’"  Ordnung  in  m Punkten  schnei- 
det, so  geht  durch  jeden  dieser  Punkte  eine  Erzeugende 
der  Fläche,  die  mit  der  Geraden  eine  Tangentialebene  der- 
selben bestimmt;  in  der  Geraden  liegen  also  ebenso  viel 
Schnittpunkte  mit  der  Fläche  als  durch  sie  Tangentialebenen 
an  die  Fläche  gehen.  Man  spricht  daher  von  Regelflächcn 
a*'"  Grades.  (Vergl.  § 94.;  10.) 

Die  Zahl  n,  welche  den  Grad  einer  Regelfläche  ausdrückt, 
lässt  sich  aus  den  Ordnungszahlen  ihrer  Leiteurven  bestim- 
men; sie  ist  für  m,,  »ij,  m,  als  die  respcctivcn  Ordnungszah- 


Digitized  by  Google 


Curveu  und  Fliklion. 


400 


len  von  C, , C.^,  — die  also  als  algebraische  Ciirvcn  ge- 

dacht werden  — n = 2 m,  mjwiß. 

Denn  n ist  die  Zahl  von  Schnittpunkten,  .die  eine  Ge- 
rade g mit  der  Fläche  bildet  d.  h.  die  Zahl  von  Erzeugenden 
der  Fläche,  denen  sie  begegnet;  bildete  man  aber  mit  €’j,  C3,  g 
sils  Leitlinien  eine  Ke- 
gelfläche, so  würde  man 
jene  nämlichen  Schnitt- 
punkte als  die  Schnitt- 
punkte derselben  mit 
der  Curve  t’,  von  der 
Ordnung  m,  erhalten*), 
d.  h.  nach  dein  in  § 80. 
ausgesprochenen  Prin- 
cip , dass  ihre  Zahl 
gleich  sei  dem  Product 
der  Gradzahl  n,  dieser  / 

Fläche  in  die  Ordnungs- 
zahl der  Curve  C, , d.h. 
n = m,  fl| . 

Nach  der  nämtichen 
Schlussweisc  ist  aber 
M,  = m.^  • «2,  wenn 
die  Gradzahl  einer  Re- 
gelflächc  ist,  welche  die 
Curve  Cj  und  zwei  Ge- 
rade g,  l z\x  Leitlinien 
hat;  und  endlich  ist 
th^  = 2m^,  weil  der  Grad 
der  durch  drei  gerade 
Leitlinien  bestimmten 
Regelflächc  gleich  zwei  ist.  Man  erhält  also  durch  succcssivc 
Substitution 

n = 2 m,  ffij  m.f . 

Der  Grad  der  Kegelfläche  ist  kleiner  als  2m,mjm.,,  wenn 
die  Leitcurven  gemeinschaftliche  Punkte  besitzen;  denn  jeder 

*)  Ein  eilifaclieg  Beispiel  zur  ErUiuterung  dieses  Schlusses  findet  man 
in  § 120.;  6. 
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l’inikt,  der  zweien  derselben  gcmuinselmftlieh  ist,  giebt  als 
Spitze  einem  Kegel  über  der  dritten  Leitcurve  Entstehung, 
welcher  nur  uneigentlich  der  Rcgelfläche  angehört.  Sind  also 
Schnittpunkte  der  Leitcurvenpaare  C^ , 6'j ; C, , C.^ ; Cj , C,  in 
den  Anzahlen  s,,  Sj  vorhanden,  so  wird  die  Gradzahl  der 
Fläche  um  den  Betrag  von 

s,  m,  + -f- Sj/n., 

Einheiten  vermindert.  Zugleich  rcducicrcn  sich  die  Zahlen, 
welche  die  Vielfachheit  der  Leitcurven  C,,  C.,,  Cj  (§  104.;  3.) 
in  der  Fläche  ausdrücken,  von  ihren  allgemeinen  Werthen 
auf  wijOT.,  — Sj,  m^ntf  — s^,  mj  nij  — rcspective. 

Solche  Reductionen  durch  das  Auftreten  von  developpa- 
beln  Flächen  können  auch  durch  besondere  Symmetrien  in 
der  gegenseitigen  Lage  der  Leitcurven  hervorgerufen  werden. 

1)  Die  Regelflächen  vom  Typus  a)  haben  im  Allgemeinen 
den  Grad  n = 2m^,  wenn  m^  die  Ordnungszahl  ihrer 
Leitcurve  ist;  die  vom  Typus  b)  haben  den  Grad 
;i  = 2w,mj,  wenn  ra, , Wj  die  Ordnungszahlen  ihrer 
beiden  Leitcurven  bezeichnen. 

. 2)  Die  Regelfläche,  welche  ein  Kegelschnitt  A'  und  zwei 

Gerade  als  Leitlinien  erzeugen,  ist  im  Allge- 

meinen vom  Grade  ;i  = 4 und  die  beiden  Geraden 
sind  Doppellinien  derselben.  So  im  Falle  des  Nor- 
malenbündels. 

Schneidet  eine  der  Geraden  z.  B.  den  Kegel- 
schnitt K einfach,  so  wird  a = 3 und  nur  die  Gerade 
ist  noch  eine  doppelte  Gerade  der  Fläche. 

Schneidet  aber  jede  der  Geraden  den  Kegelschnitt 
in  einem  Punkte,  so  entsteht  eine  Kegelfläche  zweiten 
Grades  und  für  dieselbe  ist  keine  der  Leitlinien  dop- 
pelt. Schneiden  endlich  die  Geraden  einander  und 
jede  den  Kegelschnitt,  so  entsteht  keine  windschiefe 
Kegelfläche,  cs  ist  n = 0. 

3)  Man  erörtere  den  Fall,  wo  die  eine  Gerade  g.^  den 
Kegelschnitt  K zweimal  schneidet. 

4)  Für  zwei  Kegelschnitte  A',  und  A'j  und  eine  Gerade 
g^  ist  der  Grad  der  Rcgelfläche  a = 8;  die  Kegel- 
schnitte sind  zweifach,  die  Gerade  ist  vierfach.  Re- 
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ducttoiif'n  treten  ein  aiit’  ii  — 7,  wenn  die  Kcgclselinilte 
einen  gemeinsamen  Punkt  haben ; dann  ist  die  Gerade 
nur  dreifach  in  der  Regelfläche.  Auf  n — G,  w-enn 
7.,  den  einen  Kegelschnitt  ckifach  schneidet,  wobei 
die  Gerade  vierfach,  der  Kegelschnitt  A'j  zweifach 
bleibt,  der  Kegelschnitt  A‘,  aber  einfach  wird;  oder 
wenn  die  Kegelschnitte  A',  und  A'^  zwei  Punkte  mit 
einander  gemein  haben,  indem  zugleich  die  Gerade 
^3  zur  nur  zweifachen  Linie  der  Fläche  wird.  Auf 
>1=4,  wenn  jr,  beide  Kegelschnitte  einfach  trifft, 
wodurch  dieselben  einfache  Linien  der  Fläche  werden; 
oder  wenn  die  Kegelschnitte  ein.ander  zweifach  schnei- 
den und  der  eine  auch  mit  3.3  einen  Punkt  gemein 
hat,  wobei  A",  einfach  wird,  während  und  173  Dop- 
pellinien in  der  Fläche  sind.  Auf  n = 3,  wenn  jedes 
Paar  der  Leitlinien  einen  gemeinsamen  Punkt  hat; 
die  Gerade  ist  zweifach,  die  Kegelschnitte  werden 
einfach  in  der  Fläche.  Endlich  auf  n = 2,  wenn  die 
Kegelschnitte  einander  zweifach  schneiden  und  je  einen 
Punkt  mit  der  Geraden  gemein  haben.  Wenn  tritt 
die  Reduction  auf  « = 5 ein? 

5)  Man  erörtere  den  Fall  von  drei  Kegelschnitten  als 
Leitcurven  und  die  dabei  möglichen  Reductionen ; 
wenn  wird  speciell  die  erzeugte  Regelfläche  vom  zwei- 
ten Grade? 

(>)  Eine  Raumeurve  dritter  Ordnung  Cj  mit  zwei  Geraden 
g, , erzeugt  im  Allgemeinen  eine  Regelfläche  sechsten 
Grades  mit  den  Geraden  als  dreifachen  Linien.  Schnei- 
det C3  die  Gerade  g,  oder  beide  Geraden  g,  und  g.^ 
einfach,  so  wird  n = 5,  respective  n = 4;  schneidet 
C3  die  Gerade  g,  doppelt,  n = 4;  schneidet  sie  g, 
doppelt  und  g^  einfach,  « = 3 und  wen'n  sie  beide 
zweifach  schneidet  « = 2.  Im  Falle  « = 3 ist  die 
Gerade  g,  eine  doppelte  Gerade  der  Fläche. 

7)  Welche  Regelflächcn  verschiedener  Grade  entstehen  aus 
einer  Raumeurve  dritter  Ordnung  Cg,  einem  Kegel- 
schnitt A'j  und  einer  Geraden  g,  als  Leitcurve? 

8)  Wie  kann  man  eine  Regelfläche  dritten  Grades  durch 
Leit-Developpablc  erzeugen?  Es  geschieht  auf  Grund 
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von  Bctraclitimgen,  die'  den  im  Text  gegclmnen  naidi 
dem  Gesetz  der  Dualität  entsprechen. 

9)  Die  Wölbfliiche  des  schiefen  Eingangs  (ij  105. ; b)  2.) 
wäre  als  duroli  zwei  Kegelschnitte  und  eine  Gerade 
als  Leitlinie  erzeugt  vom  Grade  8;  weil  aber  Kreise 
in  parallelen  Ebenen  die  unendlich  fernen  nicht  reellen 
Kreispunkte  gemein  haben,  so  scheiden  zwei  nicht 
reelle  Ebenen  aus  der  Kegellläche  aus,  es  wird  n = 6 
fiii*  alle  Kegelflächen  durch  eine  Gerade  und  zwei 
Kreise  in  parallelen  Ebenen.  Durch  die  Gleichheit 
der  Kreise  und  die  symmetrische  Lage  der  Leitgc- 
' raden  zu  ihnen  im  Falle  des  schiefen  Eingangs  wird 

ein  Kegel  zweiten  Grades  aus  der  Mitte  der  Ccntral- 
linie  über  den  Kreisen  als  Thcil  der  Fläche  erzeugt; 
die  windschiefe  RcgelHäche,  welche  als  Wölbfläehe 
dient,  ist  also  nur  vom  vierten  Grade.  Der  nämliche 
Character  kann  ihr  auch  bei  ungleichen  Kreisen  er- 
halten bleiben. 

107.  Auf  einer  Erzeugenden  der  Kegelfläche  liegen  un- 
endlich viele  Punkte,  die  unmittelbar  bestimmt  sind,  jeder 
durch  seine  Projection,  wenn  die  Erzeugende  selbst  durch 
Projection  bestimmt  ist;  es  gehen  auch  durch  die  Erzeugende 
unendlich  viele  Tangentialebenen,  gegeben  durch  ihre  Spuren. 
Diese  Punkte  und  Ebenen  gehören  paarweis  als  Berührungs- 
punkt und  Tangentialebene  zusammen  und  cs  ist  zunächst 
das  Gesetz  dieser  Zusammengehörigkeit  zu  ermitteln. 

Wir  denken  dazu  drei  unendlich  nahe  auf  einander  fol- 
gende Erzeugende  der  Fläche  e, , Cj  und  in  der  ersten 
die  Punktreihe  A^2,  •••,  so  ist  für  jeden  derselben 

r,  die  erste  Inflexionstangente  der  Fläche  und  die  bezügliche 
zweite  Inflexionstangente  kann  direct  bestimmt  werden  als 
die  Gerade '<1,,  welche  von  dem  Punkte  Au  ausgeht  als  die 
Transversale  von  <•.,  und  Cj,  die  ihm  entspricht.  Die  Gc- 
sammtheit  dieser  Geraden  aus  den  Punkten  von  bildet  ein 

einfaches  Hyperboloid,  das  in  allen  Punkten  von  c^  mit  der 
gegebenen  Kcgclfläche  dieselbe  Tangentialebene  hat  und  von 
dem  wir  daher  sagen,  dass  es  sich  der  Regelfläche  längs  r, 
anschmiegt;  diese  Geraden  bestimmen  in  den  Nachbar- Erzeu- 
genden r j , Cj  Puiiktrcihen  -^21»  “^25  > •’^ai  "'i  -^33  > 
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welche  zu  der  Reihe  A^^,  A^^,  projeetivisch  sind  und 

luaii  hat  auch 

(c,  ■ A.ji  A.,.j  = (AjiA.,^Aj.,--‘)  = (AiiAfjAi^---), 

d.  h.  das  HUschci  der  Berührungseheneu  durch  eine 
Erzeugende  der  Regelfläche  ist  projeetivisch  zur 
Reihe  der  Berührungspunkte  derselben  auf  dieser 
Erzeugenden. 

Daraus  folgt  sofort,  dass  durch  drei  Berührungsebenen 
dui'ch  eine  Erzeugende  und  die  zugehörigen  Berührungspunkte 
auf  derselben  für  alle  übrigen  Berührungsebenen  durch  sie 
die  Berührungspunkte  und  für  alle  übrigen  Punkte  auf  ihr 
die  Berührungsebenen  linear  bestimmt  sind. 

Sind  also  drei  Leitcurven  C, , Cj,  gegeben,  mit  denen 
die  Erzeugende  e die  Punkte  , P.,,  gemein  hat  und  sind 
/,,  <2,  die  zugehörigen  Tangenten  derselben,  so  sind  ri,, 
el.^,  die  Tangentialebenen  P, , Pj,  Pj  der  Regclflächc  in 
P, , Pj,  P3  rcspective  und  die  Tangentialebene  P,-  in  einem 
beliebigen  Punkte  P,  derselben  Erzeugenden  bestimmt  sich 
nach  der  Projectivitäts  - Relation 

(e-P,P.2P3P,)=(P,P.2P3P,); 

ebenso  der  Berührungspunkt  P,  der  beliebigen  Ebene  P,-  durch 
dieselbe  Erzeugende. 

Sind  ebenso  drei  Leit-Developpablc  D^D.^,  D3  gegeben, 
mit  denen  die  Erzeugende  e die  Ebenen  P,,  P,,  P3  gemein 
hat  und  sind  , t.^,  ij  die  zugehörigen  Erzeugenden  derselben, 
so  sind  f.l^,  c/j,  c/3,  •••  die  Berührungspunkte  P,,  Pj,  P3,  ••• 
der  RegelHiiche  in  diesen  Ebenen  respective  und  der  Be- 
rührungspunkt Pi  in  einer  beliebigen  Ebene  P,-  durch  dieselbe 
wird  durch  die  Relation 

(CP,P2P3P,)=(P,P.,P3P.) 
bestimmt  und  umgekehrt. 

Das  Büschel  der  Tangentialebenen  bestimmt  also  z.  B. 
als  Reihe  der  entsprechenden  Axenschnittpunkte  in  OX  eine 
zur  Reihe  der  Berührungspunkte,  also  auch  zur  Reihe  ihrer 
ersten  oder  zweiten  Projectionen  projectivisclie  Reihe.  In 
Eig.  190.  sind  s,',  s,^,  s,*  die  Ilorizontalspuren  der  bezeich- 
neten  Tangentialebenen;  für  die  Reihe  ihrer  Schnitte  mit  der 
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Axe  a;  und  die  Reihe  der  Grundrisse  der  Berührungspunkte 
ist  die  perspectivische  Axe,  mit  deren  Hilfe  für  den  Be- 
rührungspunkt P auf  e die  Tangentialebene  P bestimmt  ist, 
welche  die  Spuren  s,,  hat.  (Vergl.  § 91.,  Fig.  168.) 

Die  Wölbfläche  des  schiefen  Eingangs  (§  105.;  b)  2.), 
für  welche  die  Leitkreise  6'| , C.^  in  zur  zweiten  Projections- 

ebene  parallelen  Ebe- 
nen und  somit  die  ge- 
rade Leitlinie  paral- 
lel zur  Axe  0 Y liegen, 
giebt  für  jede  Erzeu- 
gende e in  den  Punkten 
P, , i’.j , P,  derselben 
auf  den  Leitlinien  die 
als  Tangenten  der 
Kreise  6', , Cj  in  P, , P^ 
und  <3  als  mit  ^3  iden- 
tisch, damit  also  die 
Tangentialebenen  e , 

c <3  , fj  . 

Mittelst  der  Reihe 
derAxenschnittpunkte 
derselben  in  OX  sind 
dann  in  Fig.  191.  für 
den  Punkt  P^  der  Er- 
zeugenden e die  Tnn- 
gentialebenePjUnd  für 
die  durch  sie  gehende 
Ebene  Pj  der  Berührungspunkt  Pj  constniiert. 

1)  Wenn  zw’ei  Regelflächen  eine  Erzeugende  <■  gemein- 
sam enthalten  und  in  drei  Punkten  derselben  die  näm- 
lichen Berührungsebenen  haben,  oder  umgekehrt,  so 
haben  sie  in  «llen  Punkten  von  e einerlei  Berührungs- 
ebenen und  für  alle  Ebenen  durch  e einerlei  Be- 
rührungspunkte. (Vergl.  § 91.;  11.) 

2)  Zu  einer  windschiefen  Regelfläche  lassen  sich  für  jede 
Erzeugende  e unzählig  viele  längs  derselben  sich  ihr 
anschmiegendc  einfache  Hyperboloide  und  hyperbo- 
lische Parabolüide  bestimmen,  nämlich  je  ein  Hyper- 
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boloid  durch  eine  willkürlich  gewählte  Gerade  e*, 
welche  mit  e nicht  in  einer  Ebene  liegt.  (§  91.;  12.) 
Urei  Tangentialebenen  P,,  P.^,  P^  der  llegelfläche  in 
Punkten  P,,  Pj,  Pj  von  e bestimmen  mit  e*  drei  Punkte 
P.,*,  P.,*  und  die  geraden  Linien  P,  P,*,  P.P.,*,  P^P* 
sind  drei  Erzeugende  der  zweiten  die  e nicht  ent- 
haltenden Kegel-Schaar  des  Hyperboloids.  Es  giebt 
also  auch  unzählig  viele  Hyperboloide,  die  einen  be- 
stimmten Punkt  enthalten  oder  eine  bestimmte  Ebene 


Vig.  CU. 


berühren  und  einer  Kegeltläche  längs  einer  gegebenen 
Erzeugenden  sich  anschmiegen  — nämlich  so  viele 
als  Gerade  durch  diesen  Punkt  oder  in  dieser  Ebene 
möglich  sind.' 

Wie  ist  im  letztem  Falle  der  Berührungspunkt 
aut',  respectivc  die  Berührnngsebene  durch  e*  be- 
stimmt ? 

3)  Ist  e*  eine  unendlich  lerne  Gerade,  d.  h.  die  Stellung 
einer  Ebene,  so  bestimmt  sie  ein  anschiuiegendes 
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hyperbolisches  Paraboloid,  für  welches  durch  diese 
Stellung  die  eine  Kichtungsebene  bestimmt  ist.  Wie 
bestimmt  sich  die  Axenrichtung  des  Paraboloids? 

4)  Die  Schnittlinien  einer  Schaar  von  Parallelebenen 
durch  die  Punkte  einer  Erzeugenden  mit  den  ent- 
sprechenden Tangentialebenen  der  Uegelfläche  bilden 
ein  derselben  sich  längs  jener  anschiniegendes  hyper- 
bolisches Paraboloid.  (Vergl.  § 91.;  15.)  Wie  erzeugt 

Fig.  1!«. 


man  auf  analoge  Weise  ein  anschmiegendes  Hyper- 
boloid V 

Die  Fig.  192.  enthält  dasjenige  längs  einer  Er- 
zeugenden /,  des  NormalenbUndels  über  der  Ellipse 
von  den  Scheiteln  /fj  B und  C mit  den  geraden  Leit- 
linien g,  h — die  erste  normal  zur  zweiten  Projee- 
tionsebene,  die  letztere  in  derselben  parallel  der  Axe 
X — sich  demselben  anschmiegende  Hyperboloid, 
welches  die  Axe  AB  der  Lcitellipse  oder  die  Projec- 
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tionsaxe  x ciitliält.  Für  die  clnä' l’iniktc  , 1'.,,  7'j 
der  Erzeugenden  /,  in  den  Leitlinien  liefert  die  Ver- 
bindung mit  den  respeetiven  Selinittpunkteu  der  Tan- 
gentialebenen der  Fläehe  in  ihnen  mit  All  die  Er- 
zeugenden y,,  des  Selimiegungs-llyperboloids; 

man  hat  dann  die  Erzeugende  /j  desselben  ermittelt, 
wclehe  dureli  den  Punkt  3 von  y.^  geht  und  damit 
bereits  die  Umrisse  respective  die  erste  und  zweite 
Spur  des  Hyperboloids  — letztere  natürlich  Paare 
von  Geraden  — bestimmt.  Mittelst  der  perspee- 
tivisehen  Axc  I.,  der  projectivischen  Keihcn,  welche 
dureh  f/, , y.^  in  , l.,  gegeben  sind,  lassen  sich 

andere  Erzeugende  der  Schaar  y finden.  Der  Um- 
riss des  Hyperboloids  in  der  zweiten  Projection  ist 
eingezeichnet;  er  berührt  f,"  in  P.,'\ 

n)  Die  Tangentialebene  der  HegelHäche  in  dem  unendlich 
fernen  Punkte  von  e — welche  nach  der  Methode  des 
Textes'  bestimmt  wird  — enthält,  weil  sie  eine  asym- 
ptotische Ebene  für  die  anseh miegendeu  Hegelllächeu 
zweiten  Grades  ist,  die  Mittelpunkte  aller  dieser 
Flächen.  Man  kann  also  unendlich  viele  in  a sich 
anschiniegende  Hyperboloide  bestimmen,  deren  Mit- 
telpunkte in  einer  festen  Ebene  und  stets  eines,  dessen 
Mittelpunkt  in  einer  festen  Geraden  liegt. 

G)  Für  tlie  längs  c der  Kegelfläche  sich  anschmiegenden 
hyperbolischen  Paraboloide  ist  die  zu  c gehörige 
asymptotische  Ebene  der  Kcgclfläche  — d.  i.  die  sie 
in  der  Uichtung  von  e berührende  Ebene  — die  eine 
ihnen  allen  gemeinsame  Kichtungsebene. 

7)  Man  kann  ein  längs  e sich  anschmiegendes  hyper- 
bolisches Paraboloid  mit  gegebener  Axcnrichtung  nur 
construieren , wenn  diese  Axcnrichtung  in  der  «Stel- 
lung der  zu  c gehörigen  asymptotischen  Ebene  ent- 
halten ist. 

■S)  .Je  zwei  einfache  Hyperboloide,  welche  sich  längs 
derselben  Erzeugenden  e einer  gegebenen  Kcgclfläche 
anschmiegen,  schneiden  sich  in  zwei  Erzeugenden 
der  andern  Kegelschaar  (vergl.  § U3.;  lü.)  und  diese 
bestimmen  mit  der  Erzeugenden  c zwei  >Schnitt])unkle, 
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in  denen  sich  beide  Hyperboloide  und  in  denen  sie 
daher  auch  die  KegclHäche  osculieren.  (§  102.) 

9)  Man  construicre  die  Tangentialebenen  einer  flach- 
gängigen Scliraubenriächc  in  drei  Punkten  einer  Er- 
zeugenden f,  wenn  die  Scliraubcn.axe  parallel  zu  0 7. 
ist;  ebenso  die  Berührungspunkte  für  diejenigen  bei- 
den Tangentialebenen,  welche  mit  der  Neigung 
z.  B.  gleich  45®  durch  die  Erzeugende  c gehen  und 
für  die  zu  den  Projectionsebenen  rcspective  normalen. 

10)  Man  führe  das  Analoge  aus  a)  für  die  Wölbfläche  dos 
Eingangs  in  den  ninden  Thurm,  wenn  die  Axe  des- 
sellx-n  der  Axe  07.  par.allel  ist;  b)  für  die  scharf- 
gängige  Schraubenflächc  mit  gleicher  Lage;  c)  für 
d.as  Kugel-Oonoid  von  § 105.;  a)  3.;  d)  für  das  Nor- 
malenbündel ibid.  a)  4. ; c)  für  das  Cylindroid  von 
§ 105.;  b)  .3.,  wenn  als  Stellung  der  zweiten  Pro- 
joctionsebene  gewählt  ist. 

11)  Man  construierc  für  die  Erzeugende  r einer  durch 
drei  Leitlinien  gegebenen  liegolfläche  ein  anschmie- 
gendes Hyperboloid,  welches  a)  die  Axe  OY  des  Pro- 
jectionssystems  oder  b)  die  projicierende  Tafelnormale 
entliält  — in  Centralprojcction. 

12)  Man  construierc  für  die  Erzeugende  c einer  dureb 
drei  Leitlinien  gegebenen  Itegclflächc  z.  B.  die  scharf- 
gängige  Schraubenfläche  das  anschmiegende  Parabo- 
loid,  welches  die  Bildebene  oder  rcspective  eine  der 
Projectionsebenen  zur  Kichtungsebene  hat. 

In  Fig.  193.  ist  für  die  Erzeugende  aus  dein 
Punkte  /',  der  Schraubenlinie  zuerst  das  Schmiegungs- 
paraboloid  nach  der  Ebene  XOY,  sodann  auch  das 
nach  der  Ebene  X07.  construiert;  die  Erzeugenden 
des  Ersten  sind  durch  y und  l,  die  des  Letztem  durch 
g*  und  l*  bezeichnet.  Die  Tangentialebenen  in  P, , 
P.^  und  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Erzeugen- 
den haben  die  Spuren  s,',  rcspective  s.^', 

. s/ ; die  Ebene  s"  ist  gemeinschaftliche  Richtungsebene 
beider  Paraboloide,  zu  ihr  sind  die  t und  die  l*  pa- 
rallel. Die  Punkte  P, , P^  liefern  für  das  erste  die 
Erzeugenden  g,,g2,  für  das  zweite  g^*,  y.,*.  Für  das 
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erste  i’araboloid  ist  dann  aus  dem  Punkte“  D in  g., 
die  Erzeugende  /,  eonstruiert  und  damit  Erzeugende 
•••  1/s  Schaar  g\  der  horizontale  Umriss  ist 
ersichtlich.  Eür  das  zweite  Paraboloid  ist  für  den 


riss  in  der  Verticalprojection  erscheint. 

108.  Wenn  wir  durch  eine  Erzeugende  c einer  wind- 
schiefen llegelfläche  Paare  von  Ebenen  normal  zu  einander 
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legen,  so  bilden  dieselben  ein  involiitorisches  Büschel  aus  e 
und  somit  ihre  Herührungspunkte  eine  involutorische  Keibe 
in  c;  in  derselben  ist  der  Centralpnnkt  derjenige,  dessen 
Tangentialebene  normal  ist  zur  asyinptotisclien  Ebene  der 
Erzeugenden,  d.  h.  (§  10.;  er  ist  derjenige  Punkt  der  Er- 
zeugenden, in  welchem  sie  der  unendlich  nahe  benachbarten 
folgenden  Erzeugenden  der  Fläche  am  nächsten  kommt;  er 
ist  also  der  der  Erzeugenden  c ungehörige  Punkt  der  Slric- 
tionslinic  der  Rcgelflächo.  (Vergl.  § 91.) 

Für  die  Berührungspunkte  von  zwei  zu  einander  nor- 
malen Ebenen  durch  die  Erzeugende  e oder  für  die  Paare 
von  Punkten,  wo  je  die  nämliche  Ebene  die  Fläche  berührt 
und  zu  derselben  normal  ist,  ist  das  Product  ihrer  Entfer- 
nungen vom  Centralpunkt  constant  — die  projectivische  Po- 
tenz der  Erzeugenden  e.  (Vergl.  §§  li3.,  20.)  Wenn  die  Erzeu- 
gende e die  nächstfolgende  Erzeugende  der  licgelfläche  schnei- 
det, so  gehört  der  Schnittpunkt  zur  Strictionslinie  der  Fläche; 
die  Ebene  beider  Erzeugenden  berührt  dann  die  Fläche  in 
allen  Punkten  derselben,  diese  besitzt  ein  ebenes  Element 
oder  ist  längs  dieser  Erzeugenden  developpabel.  Wir  haben 
in  § 104.  (.5.,  G.)  die  Herkunft  solcher  singulärer  Erzeugenden 
bereits  betrachtet,  sie  sind  hier  nur  noch  für  specielle  Fälle 
zu  erörtern.  Die  Conoide  mit  geschlossener  Leiteurve  bieten 
in  der  geraden  Leitlinie  im  endlichen  Kaum,  w'elche  ihre 
Doppellinie  ist,  den  Uebergang  von  reellen  zu  parasitischen 
Punkten  dar  — er  findet  in  den  Punkten  statt,  wo  dieselbe 
von  den  zur  Kichtungsebene  parallelen  Ebenen  geschnitten 
wird,  welche  die  Leiteurve  berühren.  Die  durch  sie  gehen- 
den Erzeugenden  schneiden  die  unendlich  nahe  benachbarten 
in  diesen  l'unkten.  Dasselbe  Beispiel  zeigt  aber  eine  Spe- 
cialität  dieses  Characters.  Denken  wir  diejenigen  Tangenten 
der  Leiteurve,  welche  der  geraden  Leitlinie  des  endlichen 
Kaumes  begegnen,  so  gehen  durch  ihre  Bcrühningsounkte  an 
der  Curve  Erzeugende,  welche  den  unendlich  nahe  benach- 
barten olfenbar  parallel  sind.  Man  muss  bemerken , dass  in 
diesem  besondern  Falle  die  Richtung  der  benachbarten  Er- 
zeugenden nicht  zur  Strictionslinie  der  Fläche  gehört,  weil 
die  kürzeste  Entfernung  derselben  überall  stattfindet. 

1)  Die  Normalen  einer  windschiefen  Regelfiäche  in  den 
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Punkten  einer  Erzeugenden  bilden  ein  hyperbolisches 
Piiraboloid,  das  zugehörige  Normalcnparabolöid  der 
Fläche;  die  Normalebcne  der  Erzeugenden  ist  die 
eine,  die  durch  die  Erzeugende  selbst  gehende  Nor- 
inalebcne  ihrer  asymptotischen  Ebene  ist  die  andere 
Kiehtungsebene  desselben;  cs  ist  also  gleichseitig. 
(§  IK). ; Iß.)  Der  Centralpunkt  der  Erzeugenden  ist 
der  Scheitel  dieses  Paraboloids. 

2)  Man  stelle  das  Normalenparaboloid  für  eine  gegebene 
Erzeugende  einer  scharfgiingigen  und  ebenso  für  die 
einer  flachgängigen  SehraubenHiiehe  dar. 

3)  Wenn  ein  einfaches  Kotationshyperboloid  sich  einer 
gegebenen  windschiefen  Rcgclfläche  längs  einer  Er- 
zeugenden anschiniegt,  so  liegt  sein  Mittelpunkt  in 
der  iin  Centralpunkto  der  Erzeugenden  auf  der  Fläche 
errichteten  Normale. 

4)  Jlan  soll  für  eine  gegebene  Erzeugende  einer  wind- 
schiefen RcgelHächc  ein  anschmiegendes  Rotations- 
hypcrboloid  so  bestimmen , dass  dasselbe  eine  gege- 
bene Ebene  zu  einer  seiner  Axe  parallelen  Tangen- 
tialebene hat. 

.'))  Wenn  zwei  Rotationshyperboloide  für  eine  Erzeugende 
e des  einen  und  eine  Erzeugende  <•*  des  andern 
gleiche  projcctivischo  Potenz  haben,  so  können  sie 
in  eine  solche  Lage  gebracht  werden,  dass  das  eine 
sich  dem  andern  längs  der  Erzeugenden  e anschmiegt; 
man  hat  die  Erzeugenden  c,  c*  so  zur  Deckung  zu 
bringen,  dass  ihre  Ccntralpunkte  zusammcnfallen. 
Was  ergiebt  sich  daraus  für  zwei  beliebige  Regel- 
flachen? 

fi)  Man  construierc  Punkte  der  Strictionslinie  für  das 
Normalcnbündel.  (J?  106.;  a)  4.) 

7)  Die  Strictionslinie  der  flachgängigen  sowohl  als  der 
scharfgängigen  Schraubenfläche  fällt  mit  der  Schrau- 
benaxe  zusammen.  Mit  welchem  Unterschied  ? 

5)  Die  Strictionslinie  eines  geraden  Conoids  ist  die  ge- 
rade Leitlinie  desselben  im  endlichen  Raume;  die 
orthogonale  Projection  der  Strictionslinie  eines  belie- 
bigen Conoids  auf  seine  Richtungsebene  ist  die  En- 
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vclojipo  der  entsprechenden  Projcctioncn  seiner  Er- 
zeugenden. 

d)  Die  Strictionslinic  einer  Rcgelfliiclic  mit  einer  geraden 
Leitlinie  und  einem  Kichtungskegel,  der  ein  mit  die- 
ser Leitlinie  als  Axe  beschriebener  Rotationskcgel  ist, 
ist  eben  diese  gerade  Leitlinie. 


Fig  I!t4. 


10)  Man  construiere  die  sich  schneidenden  und  die  paral- 
lelen Nachbarerzeugenden  desKugel-Conoids.  Welches 
sind  diese  Erzeugenden  beim  Kreis-Conoid  Fig.  185., 
§ 105.,  a)? 

Es  sind  hier  die,  welche  in  jenen  Berührungs- 
ebenen der  Kugel  liegen,  die  durch  die  geraden  Leit- 
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linicn  f^elien.  In  Fig.  194.  ist  das  Kugel -Conoid  in 
erster  und  zweiter  Projectiun  unter  der  Annahme  ver- 
zeiclmet,  dass  die  gerade  heitlinie  y im  endlichen 
Räume  zu  XOZ  parallel  und  die  gerade  Leitlinie  im 
Fnendlichcn  die  Stellung  von  XOY  ist.  Dann  ist  die 
eine  Gruppe  jener  Geraden  — welche?  — gebildet 
von  der  höchsten  und  tiefsten  Erzeugenden  e„,  e„,  die 
andere  von  den  Erzeugenden  e und  e*,  welche  von 
den  Berührungspunkten  Ä und  B der  Kugel  mit  durch 
g gehenden  Ebenen  ausgehen. 

11)  Man  zeige,  dass  ein  Cylindroid  zwei  Erzeugende  hat, 
die  zu  ihren  näehstbenachbarten  parallel  sind. 

12)  Die  WölbHäche  des  schiefen  Durchgangs  hat  zwei 
Erzeugende,  die  ihre  benachbarten  schneiden  und 
zwei  andere  die  zu  ihren  benachbarten  parallel  sind ; 
man  construiere  dieselben. 

109.  Die  Punkte  einer  windschiefen  Rcgelflächc,  in  wel- 
chen ausnahmsweise  zwei  benachbarte  Erzeugende  sich  schnei- 
den, erscheinen  natürlich  inbegriffen  unter  den  Punkten  der- 
selben, in  welchen  überhaupt  zwei  Erzeugende  derselben  zu- 
samtnen  treffen.  Es  ist  evident,  dass  solche  Punkte  im  All- 
gemeinen auf  jeder  Erzeugenden  existieren.  Legt  man  nämlich 
durch  die  Erzeugende  c der  Fläche  eine  beliebige  Ebene,  so 
berührt  dieselbe  die  Fläche  in  einem  Punkte  und  schneidet 
sie  ausser  in  der  Erzeugenden  in  einer  Curve  von  der  Ord- 
nung (n  — 1)  — wenn  die  Kegellläche  als  eine  algebraische 
vom  n’™  Grade  gedacht  wird  — , welche  mit  e ausser  dem 
Berührungspunkt  der  Ebene  — darin  liegt  die  Bestimmung 
der  zweiten  Haupttangente  der  Fläche  in  einem  gegebenen 
Punkt  derselben  (vcrgl.  unten  5 f.)  — noch  (n  — 2)  andere 
Schnittpunkte  bestimmt,  in  deren  jedem  offenbar  die  Erzeu- 
gende c einer  andern  Erzeugenden  der  RegclHäche  begegnen 
muss,  d.  h.  eine  Regelfläche  Grades  enthält  im  Allge- 
meinen eine  Doppelcurve,  die  mit  jeder  Erzeugenden  (h  — 2) 
Punkte  gemein  hat.  Die  Fläche  hat  in  den  Punkten  dieser 
Curve  im  Allgemeinen  zwei  von  einander  verschiedene  Tan- 
gentialebenen; die  besondern  Punkte  der  Fläche  aber,  in 
denen  zwei  benachbarte  Erzeugende  sich  treffen,  haben  in 
der  Doppelcurve  die  auszeichnende  Eigenschaft,  dass  ihnen 
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nur  jo  eine  Tangentialebene  ontsprielit,  dass  sich  also  die 
l>()|>l)(!leurvc  in  ihnen  wie  die  Uückkchrk.'fnte  einer  devclop- 
pabeln  Fliiche  verhält. 

Wählt  man  anderseits  in  der  Erzeugenden  e einen  Punkt 
und  legt  durch  ihn  nach  allen  Firzeugcnden  der  RegelHäche 
Ebenen,  so  berühren  dieselben  die  Fläche  und  umhüllen  einen 
Kegel  von  der-(n  — 1)''"  Classe,  welcher  mit  der  Geraden  r 
ausser  der  llcrübrungsebcnc  der  Fläche  im  gewählten  Punkt 
noch  («  — 2)  andere  Ebenen  gemein  hät;  d.  h.  cs  giebt  zu 
jeder  llcgclflächc  Grades  im  Allgemeinen  eine  Devclop- 
pable,  die  als  doppelt  umschriebene  Devcloppable  der 
Fläche  zu  bezeichnen  ist  und  welche  mit  jeder  Erzeugenden 
(n  — 2)  Ebenen  gemein  hat.  Die  Fläche  hat  mit  den  Ebenen 
dieser  Devclo])pabeln  iin  Allgemeinen  je  zwei  verschiedene 
Herührungspunkte;  nur  die  besondern  Ebenen  der  Fläche, 
welche  zwei  benachbarte  Erzeugende  derselben  enthalten, 
liefern  nur  je  einen  Berührungspunkt. 

Endlich  enthält  eine  durch  drei  Leitcurven  , t\,  C.^ 
erzeugte  Kcgelflächc  im  Allgemeinen  eine  Anzahl  von  geraden 
Erzeugenden,  welche  doppelt  sind,  d.  h.  in  denen  je  zwei 
nicht  auf  einander  folgende  Lagen  der  erzeugenden  Geraden 
sich  decken ; jede  Gerade,  welche  die  eine  Leitcurve  zweimal 
schneidet,  während  sic  zugleich  die  andern  Ijeilcurvcn  je 
einfach  triQ't,  ist  eine  solche.  Sei  (7,  die  Leitcurve,  welche 
zweimal  geschnitten  werden  soll,  so  ist  die  Zahl  solcher  Ge- 
raden die  Zahl  der  Durchschnittspunktc  der  Curve  C.,  mit 
derjenigen  Regclflächc,  welche  durch  die  Geraden  erzeugt 
wird,  die  mit  C,  je  zwei  Schnittpunkte  und  mit  C,  je  einen 
Punkt  gemein  haben  und  diese  Zahl  ist  das  »i._,faehc  der  Zahl, 
die  den  Grad  einer  Regelfläche  angicht,  für  welche  f,  eine 
von  jeder  Erzeugenden  zweifach  geschnittene  und  eine  ge- 
rade Linie  eine  einfache  Leitlinie  ist;  giebt  cs  dann  für  die 
Curve  6’|  durch  jeden  Punkt  im  Raum  //,  Gerade,  die  sie 
zweimal  schneiden  (vcrgl.  § 82.;  e.),  so  ist  der  (Jrad  der 
Ictzthezeichnetcn  Fläche  und  die  Zahl  der  aus  C^  entspringen- 
den doppelten  Erzeugenden  respcctivc 

_ »,  + "iii'p ')  ,,„d  _ . 
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In  Folge  dessen  besitzt  die  windseliicte  Kegelfliicbe  ans  drei 
F^eitcurven  mit  den  Charaeterzahlen  «ii,//,; 

wi,,  Ä.,  doppelte  Erzeugende  in  der  Anzahl 


+ ”»•.>  + 


",t  — *1 


+ 


w., 


1)  Weil  in  der  Ucgclfläche  vom  Grade  aus  den 

Leitcurven  C,,C\,  C,  von  den  rcspcctiven  < >rdnungen 
(«I,  , »ij  diese  (Jurven  selbst  einfach  sind  in  den 

Graden  »i.jWi;,,  so  begegnet  Jede  Erzeu- 

gende in  den  Leitcurven  selbst  bereits 

-|-  m.,m|  -(-  »n,  OTj)  — 3 

andern  Erzeugenden  der  Fläche  und  hat  somit  ausser 
diesen,  also  in  der  Doppclcurve  der  Textbetrachtung, 
noch  Schnittpunkte  mit  andern  Erzeugenden  der  Ke- 
gelHäche  in  der  Anzahl 

2/n,  -f-  1 — (OT|  ot,  -(-  -f- 

Setzen  wir  m,  = m-,  = 1 , so  wird  diese  Zahl  Null, 
d.  h.  Regeltlächen,  welche  zwei  gerade  Leitlinien  ent- 
halten, können  ausser  diesen  Leitlinien  selbst,  welche 
vielfach  sind,  keine  eigentliche  Doppclcurve  enthalten; 
dicss  gilt  z.  B.  vom  Nornialenbiindcl,  von  der  flach- 
gängigen Schraubcnflächc , von  den  Conoiden.  Die 
windschiefe  Rcgelfläche  sechsten  Grades,  welche  aus 
einer  Raumeurve  dritter  Ordnung  und  zwei  Geraden 
entsteht,  enthält  keine  Doppclcurve,  aber  sie  hat  vier 
doppelte  Erzeugende. 

2)  Die  windschiefe  Rcgelfläche  dritten  Grades  (§  1()6.) 
kann  nur  eine  doppelte  Gerade  enthalten  — wie  auch 
daraus  hervorgeht,  dass  in  einer  ebenen  Curvc  dritter 
Ordnung  nur  ein  Doppelpunkt  möglich  ist.  (Vergl. 
8 114.) 

3)  Die  Fläche  des  schiefen  Durchgangs  (tj  105.)  hat  paar- 
weis ])arallele  Erzeugende,  besitzt  also  in  unendlicher 
Ferne  eine  Doppclcurve,  die  als  ein  Kegelschnitt  an- 
zuschen  ist. 

4)  Man  erläutere  die  Natur  der  Doppclcurve  einer  wind- 
schiefen Rcgelfläche  an  dem  Beispiel  der  scharfgängigen 
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SchriUlbenriiiflic;  dieselbe  ist  ein  System  von  Schrau- 
benlinien von  derselben  Axe  und  Ganghöhe  mit  der 
Schraube  selbst.  (Fig.  187.  erlaubt  sie  zu  verfolgen.) 
.b)  Man  verzeichnet  die  zweite  InHcxionstangcntc  der 
Uegelfläche  in  einem  Punkte  der  Erzeugenden  <r,  in- 
dem inan  den  Schnitt  der  Fläche  mit  ihrer  Tangen- 
tialebene in  diesem  Punkte  construiert,  als  die  be- 
treflende  Tangente  dieses  Letzteren. 

Flg.  W5. 


6)  Giebt  man  für  drei  Punkte  P^,  P.,,  P.^  einer  Erzeu- 
genden e der  windschiefen  Regclfläche  diese  zw'eiten 
Inflexionstangenten  an,  so  sind  sie  die  Erzeugenden 
der  einen  Schaar  eines  einfachen  Hyperboloids , wel- 
ches die  Fläche  längs  der  Erzeugenden  c so  berührt, 
dass  es  in  allen  ihren  Punkten  ihre  zweite  Inflexions- 
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tangontc  zu  seiner  zweiten  Erzeugenden  iiat  (vorgl. 
§ 102.)  oder  sie  in  allen  osculiert.  Dicss  ist  die  Con- 
struction  des  osculicrenden  einfachen  Hyperboloids  für 
eine  Erzeugende  e der  windschiefen  Kegelflächc.  In 
Eig.  11)5.  ist  für  die  Erzeugende  I,  einer  KegelHiiche 
dritten  Orades  von  den  Leitlinien  — Kreis  K in  der 
Bildebene,  Gerade  oder  S,  f),',  welche  den  Kreis 
trifft,  und  Gerade  g.^  oder  S.^  welche  weder  ihn  noch 
g^  schneidet  — das  osculierende  einfache  Hyperboloid 
constniicrt.  Man  hat  für  dasselbe,  die  Erzeugende  /, 
und  die  Geraden  g^ , g.^  als  Erzeugende  der  andern 
Schaar  und  es  bleibt  sonach  eine  Erzeugende  g^  der 
Letztem  zu  ermitteln.  Man  hat  dazu  die  Tangential- 
ebene sg'  der  Kegclfläche  iiu  Punkto  A von  /,  con- 
struiert  — vergl.  § 107.  — - und  den  Kegelschnitt  be- 
stimmt, welchen  sie  ausser  /,  mit  der  Fläche  gemein 
hat;  von  demselben  sind  die  Punkte  B,  C im  Kreis 
und  auf  s und  in  der  Geraden  g^  a priori  bekannt 
und  zwei  weitere  D und  E sind  als  Schnittpunkte  der 
Ebene  mit  dem  Paar  von  Erzeugenden  aus  F in  g^ 
erhalten;  dadurch  ergiebt  sich  die  Tangente  dieses 
Kegelschnitts  in  A,  die  zweite  Haupttangente  dieses 
Punktes,  und  die  dritte  Erzeugende  j/.,  der  Schaar  g 
des  Hyperboloids.  Ermittelt  man  dann  eine  zweite 
Erzeugende  seiner  Schaar  /,  z.  B.  die  durch  0 in  gf 
gehende  l.^,  so  sind  Spur,  Fluchtlinie  und  Umriss  des 
osculicrenden  Hyperboloids  bestimmt;  in  der  Fig.  195. 
ist  die  Umrissellipse  angedeutot,  die  perspectivisebe 
Axe  t-j  der  von  g^,  g.^,  g.^  in  /, , bestimmten  pro- 

jectivischen  Reihen  giebt  zu  /, , die  Berührungs- 

punkte im  Umriss.  Die  fünf  Punkte  S,  • ■ ■ be- 
stimmen die  elliptische  Spur;  etc. 

Dieselbe  Regelfläche  ist  in  Fig.  196.,  p.  442.  noch- 
mals vollständiger  dargestellt,  und  die  Erzeugende  /, 
oder  SQ'  ist  dort  ebenso  bezeichnet. 

7)  Wenn  zwei  windschiefe  Rcgelflächen  sich  längs  einer 
Erzeugenden  berühren  (§  107.),  so  schneiden  sic  sich 
im  Allgemeinen  in  einer  Curve,  welche  die  Berührungs- 
erzeugende in  den  zwei  Punkten  schneidet,  in  wel- 
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chen  diese  Fliidien  einander  oseulieren.  Die  zweiten 
Haupttangenten  in  diesen  Punkten  sind  die  bezüg- 
lichen Tangenten  der  Sclinitteurve.  (Vcrgl.  §93.;  10.) 

S)  Wenn  wird  das  oseulicrcndc  Hyperboloid  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid?  Insbesondere  in  welchen  der 
Fälle  des  § 105.? 

9)  Jede  windschiefe  Kcgelflächc  enthält  eine  Schaar  auf- 
geschriebener  Raiuncurvcn,  für  welche  sic  zugleich 
entsprechend  der  doppelten  Erzeugung  des  § 104.  die 
Enveloppe.  ihrer  dcvcloppabcln  Flächen  ist.  (Vcrgl. 
§ 103.,  a.)  Man  nennt  sie  die  Curvon  der  Haupt- 
tangenten. Sie  gehen  durch  die  Schnittpunkte  be- 
nachbarter Erzeugenden  und  berühren  dieselben  in 
ihnen. 

10)  Da  die  Haupttangenten  der  windschiefen  Kegclfläche 
in  den  Punkten  derselben  Erzeugenden  e ein  Hyper- 
boloid bilden,  welches  die  unendlich  nahe  Erzeugende 
e^  enthält  und  die  Stücke  derselben  zwischen  e und 
(’i  Elemente  der  Curven  der  Haupttangenten  sind,  so 
erhält  man  den  Satz:  Die  Curven  der  Haupttangen- 
ten einer  windschiefen  llcgeliläche  bestimmen  auf  den 
Erzeugenden  derselben  projcctivische  Reihen.  Es  ist 
der  allgemeine  Satz  zu  dein  spceicllen  für  das  ein- 
fache Hyperboloid.  Durch  drei  Curven  der  Haupt- 
tangenten  auf  einer  windschiefen  RcgclÜäche  sind  alle 
übrigen  linear  bestimmt,  wenn  je  ein  Punkt  derselben 
bekannt  ist. 

11)  Ist  unter  den  Leitlinien  einer  windschiefen  RegelHäche 
eine  unendlich  ferne  Gerade,  so  bilden  die  Curven 
der  Haupttangenten  in  den  Erzeugenden  derselben 
ähnliche  Punktreihen.  Diess  ist  der  allgemeine  Satz 
zu  dem  spcciellen  für  das  hyperbolische  Paraboloid. 
Zwei  jener  Curven  bestimmen  linear  alle  übrigen  aus 
je  einem  Punkte. 

12)  Wie  bestimmt  man  mit  Hilfe  der  Haupttangente  in 
einem  Punkte  der  windschiefen  Regclfl.äche  die  Rich- 
tungen der  Krümmungslinicn?  (Vcrgl.  § 103.;  c.) 

1 10.  Der  Querschnitt  der  Rcgelflächo  Grades  mit 
einer  beliebigen  Ebene  ist  eine  Curve  von  der  Ordnung  n. 
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deren  Punkte  als  die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  den  Er- 
zeugenden der  FlUclie  und  deren  Tangenten  als  ihre  Schnitt- 
linien mit  den  zugehörigen  Tangentialebenen  der  Fläche  be- 
stimmt sind.  Sie  enthält  eine  gewisse  Anzahl  von  Doppel- 
punkten, indess  Rückkohrpunkte  in  ihr  mir  ausnahmsweise 
aiif'treten,  nämlich  wenn  die  Ebene  einen  jener  singulären 
Punkto  der  Fläche  enthält,  in  welchen  zwei  benachbarte  Er- 
zeugende derselben  zusammen  tretfen. 

Diese  Construction  und  diese  Characteristik  gelten  ins- 
besondere von  den  Spuren  der  Regeltlächcn  in  den  Projec- 
tionsebenen,  respcctivo  der  Bildebene,  oder  in  der  Ilalbierungs- 
ebene 

Der  Borülirungskegel  der  Fläche  aus  einem  beliebigen 
also  insbesondere  nicht  auf  ihr  gelegenen  Punkte  ist  ein  Ke- 
gel m'"  Classe,  der  die  Verbindungsebenen  des  Punktes  mit 
den  Erzeugenden  der  RegelHäche  zu  seinen  Tangentialebenen 
und  die  nach  den  entsprechenden  Berührungspunkten  gehen- 
den Strahlen  zu  seinen  Erzeugenden  hat.  Derselbe  besitzt 
eine  gewisse  Anzahl  von  Doppcltangcntialebenen , aber  nur 
in  spcciellen  Fällen  Rückkehrtangcntialebencn,  nämlich  dann, 
wenn  der  gewählte  Punkt  in  einer  der  singulären  Ebenen 
liegt,  in  denen  zwei  benachbarte  Erzeugende  der  Fläche  lie- 
gen. In  solcher  Weise  bestimmen  sich  die  Umrisse  der  Re- 
geldäehe  in  den  Projcctionenj  sic  sind  umhüllt  von  den  ent- 
sprechenden Projectionen  der  Erzeugenden  und  man  erhält 
die  zugehörigen  Berührungspunkte,  indem  man  sie  als  ent- 
sprechende Projectionen  der  Berührungspunkte  der  projicie- 
renden  Ebenen  durch  die  respectiven  Erzeugenden  bestimmt. 
So  erhält  man  auch  die  Schlagschattengrenze  einer  solchen 
Fläche  auf  einer  Ebene  speciell  Projectionsehene  für  Licht 
aus  einem  endlich  oder  unendlich  entfernten  Punkte;  dann 
ist  die  Curve  der  Berührungspunkte  der  vom  Leuchtpnnkt 
an  die  Fläche  gehenden  Tangentialebenen  die  Trennungslinie 
des  beleuchteten  und  unbeleuchteten  Theils  der  Fläche  oder 
die  Schattcngrenzc.  Man  wird  nach  § 102.;  5.  ihre  Tangente 
in  einem  ihrer  Punkte  bcstimincn  können,  wenn  man  für  die- 
sen Punkt  die  beiden  Inflcxionstangenten  der  Fläche  kennt 
und  hat  also  dafür  die  zweite  dieser  Inflexionstangenten  zu 
bestimmen  nach  § 109.;  i». 
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1)  Man  verzeichne  die  Spur  eines  Cylindroids  (§  105.)  in 
der  Projectionsebene  XOV  und  zeige,  dass  alle  die 
Schnitte  desselben  mit  Ebenen,  welche  durch  die 
Schnittlinie  der  Ebenen  der  beiden  Leitcurven  gehen, 
mit  den  entsprechenden  Schnitten  des  Originalcylin- 
ders  congruent  sind  5 also  beispielsweise  Kegelschnitte 
für  den  Cylinder  zweiten  Grades. 

2)  Man  construiere  einen  ebenen  Schnitt  der  Fläche  des 
schiefen  Durchgangs  normal  zur  geraden  Leitlinie 
desselben. 

3)  Man  zeige,  dass  der  Schnitt  der  Fläche  der  scharf- 
gängigen  SchraTibc  mit  einer  zu  ihrer  Axe  normalen 
Ebene  eine  Archiiued'sche  Spirale  ist.  Wie  construiert 
man  dieselbe  mit  Hilfe  der  Evolvente  des  Grundkreises? 
(Vergl.  i?  111.) 

*4)  Die  Schnitte  derselben  Regeldäche  mit  verschiedenen 
Ebenen  sind  im  Allgemeinen  Curven  von  solcher  Be- 
schailenhcit,  dass  jedem  Punkte  und  jeder  Tangente 
der  einen  ein  Punkt  und  eine  Tangente  der  andern 
entsprechen;  sie  sind  also  nach  § 02.  Anmerkung*) 
von  demselben  Geschlecht,  d.  h.  es  ist  für  sie 

(^-1)0.^2)  (,_i)(,_2) 

' 2 2 

eine  constantc  Zahl;  kennt  man  dieselbe  für  einen 
dieser  Querschnitte,  so  hat  man  damit  für  alle  andern 
eine  Relation  ihrer  characteristi.schen  Zahlen  und  es 
genügt,  zwei  derselben  zu  wissen,  um  sie  alle  zu  be- 
stimmen, also  z.  B.  X = 0,  was  nach  dem  Obigen  im 
Allgemeinen  stattlindet  und  die  Ordnungszahl. 

*5)  Die  Ordnung  der  Doppelcurve  einer  Regelfläclie  ist 
der  Classe  ihrer  doppelt  umschriebenen  Developpa- 
beln  gleich. 

Denn  ist  jene  a:,  und  diese  so  ist  der  der 
Fläche  aus  einem  beliebigen  Punkte  umschriebene 
Kegel  von  der  Classe  n und  hat  keine  Ruckkehr- 
tangentialebenen,  aber  x.^  Doppcltangentialcbenen , so 
dass  seine  Ordnungszahl 

= «(«  — 1)  — 2xj 
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ist;  diese  ist  aber  zuglcieli  die  Cla.ssenzahl  eines  durch 
den  gewählten  Punkt  geführten  ebenen  Querschnitts 
der  Fläche  und  dieser  ist  von  der  n'®"  Ordnung  und 
enthält  .t,  Doppelpunkte  aber  keine  Uückkehrpunkte, 
d,  h.  seine  Classe  Ist  ausgedrückt  durch 

— 2.T,; 

cs  ist  also  auch  x,  = Xj. 

C)  Man  construiere  die  Grenze  des  Selbstschattens  für 
paralleles  Licht  an  den  beiden  windschiefen  Schrau- 
benflächen. 

7)  Die  Durchschnittspunkte  benachbarter  Erzeugenden 
der  Kcgellläche  liegen  für  jederlei  IJeleuchtung  auf 
der  Grenze  des  Sclbstschaltcns  und  die  zugehörige 
Erzeugende  berührt  diese  Letztere  daselbst  — sic 
verhalten  sich  analog  den  Spitzen  der  KegclHächcn 
und  den  Punkten  der  Kückkehrkante  der  Develop 
pabeln.  Ihre  Bilder  liegen  für  jede  Projection  iin 
entsprechenden  Umriss  der  Fläche. 

8)  Man  construiere  die  Grenze  des  Selbstschattens  an 
der  Wölbflächc  des  schiefen  Eingangs  und  an  der 
des  Eingangs  in  den  runden  Thurm  und  erläutere  für 
die  erste,  dass  die  Erzeugenden  derselben,  welche 
ihren  unendlich  nahe  benachbarten  parallel  sind  (§108.; 
12.),  Asymptoten  der  Schattengrenze  sein  müssen. 

9)  Wenn  inan  ilas  osculierende  Hyperboloid  der  Fläche 
für  die  Erzeugende  e kennt  (d.  h.  drei  seiner  Erzeu- 
genden) , so  ist  die  Tangente’  der  Schattengrenze  in 
dem  auf  e gelegenen  Punkte  nach  § 102.;  5.  eon- 
struierbar;  sie  ist  harmonisch  conjugiert  zum  Licht- 
strahl in  Bezug  auf  den  Umrisskegelschnitt  des  Hy- 
perboloids. 

10)  Die  Construction  der  Asymptote  der  Schattengrenze, 
also  ihrer  Tangente  in  einem  Punkte,  dessen  Tangen- 
tialebene den  Leuchtpunkt  enthält,  soll  daraus  abge- 
leitet werden.  Von  der  harmonischen  Theilung  aus 
kommt  man  zu  den  Sätzen:  Fiu"  den  Berührungs- 
kcgel  eines  Conoids  liegen  der  Scheitel  und  eine 
Asymptote  der  Berühningscurve  gleich  entfernt  von 
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der  Erzeugenden  der  asymptotischen  Ebene  der  Fläche, 
die  durcli  den  Sclieitcl  geht.  Für  den  Berührungs- 
eylinder  einer  windscliiel'en  Regelfläche  liegt  dieAsyin- 
ptote  der  Berührungscurve  in  der  die  Richtung  de.s 
Cy  linders  enthaltenden  asymptotischen  Ebene  der  Fläche 
gleich  entfernt  von  der  Erzeugenden  der  Fläche,  und 
der  zweiten  ilir  angehörigen  Erzeugenden  des  oscii- 
lierenden  Hyperboloids. 

1 1)  Man  construiere  die  Umrisscurve  der  Fläche  der  scharl- 
gängigen  Schraube  in  einer  zu  ihrer  Axe  parallelen 
Ebene.  Sie  hat  zwei  Schaaren  äquidistanter  zur  Axe 
symmetrischer  Parallelen  zu  ihren  Asymptoten.  (\^ergl. 
§111.) 

12)  Die  Zahl  und  Lage  der  Asymptoten  eines  ebenen 
Schnittes  der  Regelfläche  bestimmt  sich  durch  die 
Beziehung  der  Schnittebene  zum  unendlich  fernen 
ebenen  Schnitt  der  Fläche.  Man  erörtere  diess  für 
die  Fälle  a)  1,  2,  .3;  b)  1,  3 in  § 105,  Die  Beispiele 
geben  unendliche  Aeste  der  Schnittcurve  von  zweierlei 
Ursprung:  Solche  aus  zur  Schnittebene  parallelen  Er- 
zeugenden und  solche  aus  unendlich  fernen  Erzeugen- 
den. Für  den  entsprechenden  allgemeinen  Satz  bctrolTs 
der  Berülmungskegel  ist  das  Folgende  zu  beachten. 

111.  Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Rjiuines 
zu  den  auf  einander  folgenden  Erzeugenden  einer  Regelfläche 
Parallelen  zieht,  so  bilden  dieselben  einen  Kegel,  der  als 
Richtungskegcl  der  Fläche  bezeichnet  werden  kann. 
Diese  Bezeichnung  gilt  jedoch  hier  in  eingeschränkterem 
Sinne  als  bei  den  developpabeln  Flächen  (§  75.).  Die  Tan- 
gentialebene des  Richtungskegels  längs  einer  seiner  Erzeu- 
genden ist  parallel  nur  zu  der  im  unendlich  fernen  Punkt 
berührenden  Ebene  der  windscliiefen  Regelflächc  oder  der 
asymptotischen  Ebene  für  die  parallele  Erzeugende  dieser 
Letzteren. 

Der  Richtungskegel  ist  am  unmittelbarsten  hervorgetreten 
bei  der  Fläche  der  scharfgängigen  Schraube,  wo  er  ein  ge- 
rader Kreiskegel  mit  der  Schraubenaxe  als  Axe  ist ; er  er- 
setzt immer,  wie  in  diesem  Falle,  eine  unendlich  ferne  also 
ebene  Lcitcurve. 
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Für  joden  ebenen  Schnitt  der  Fläche  bestimmt  er  die 
unendlichen  Aeste  und  die  Asymptoten;  denn  er  liefert  zu- 
nächst in  den  Richtungen  der  zur  Schnittebene  parallelen 
Erzeugenden  die  Richtungen  der  Asymptoten,  sodann  mit 
den  zugehörigen  Tangentialebenen  die  Stellungen  der  ent- 
sprechenden asymptotischen  Ebenen  der  Fläche,  also  diese 
selbst;  die  Durchschnittslinien  der  Letztem  mit  der  Schnitt- 
ebene sind  aber  die  Asymptoten  der  Schnittcurve. 

Nach  dem  unendlich  fernen  ebenen  Schnitt  der  Kegel- 
Häche  ist  derselben  eine  developpable  Fläche  umschrieben, 
deren  Tangentialebenen  also  die  asymptotischen  Ebenen  der 
Regeliläche  sind;  man  kann  dieselbe  die  asymptotische 
Developpable  der  Regelfläche  nennen.  Ihre  Erzen-, 
genden  sind  denen  des  Richtung^skegels  und  der  Fläche  pa- 
rallel. Sie  berührt  die  Regelfläche  offenbar  längs  derjenigen 
singulären  Erzeugenden , welche  von  ihren  benachbarten  ge- 
schnitten werden.  Ihre  Tangentialebenen  durch  einen  Funkt 
gehören  zu  den  Erzeugenden  der  Regelfläche,  welchen  die 
unendlichen  Aeste  der  Berührungscurve  des  ihr  aus  jenem 
Punkt  umschriebenen  Kegels  angehören  und  bestimmen  ihre 
Asymptoten.  (Vergl.  § 110.;  10.) 

1)  In  centralprojectivischer  Darstellung  ist  die  Flucht- 
linie der  Regelfläche  zugleich  die  ihres  Richtungs- 
kegels und  ihrer  asymptotischen  Developpabeln. 

2)  Zwei  windschiefe  Regelflächen  berühren  sich  längs 
einer  gemeinsamen  Erzeugenden,  wenn  sie  in  zwei 
Punkten  derselben  die  nämlichen  Tangentialebenen 
haben  und  ihre  Richtungskegel  aus  demselben  Cen- 
tmm  sich  in  der  gleichgßrichteten  Erzeugenden  be- 
rühren. 

3)  Wenn  hat  eine  ebene  Schnittcurve  der  windschiefen 
Regelfläche  einen  parabolischen  Ast  und  wenn  hat  die 
Berührungscurve  derselben  mit  einem  umschriebenen 
Kegel  einen  solchen? 

4)  Man  erläutere  Verhalten  und  Einfluss  der  asympto- 
tischen Developpabeln,  wenn  der  unendlich  ferne  ebene 
Schnitt  der  Fläche  eine  Doppelcurve  derselben  ist  — 
z.  B.  im  Falle  der  Fläche  des  schiefen  Durchgangs. 
(Vergl.  Fig.  188.,  § 105.;  b)  2.) 

Fiedler,  DantttHeude  Geomolric. 
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r>)  Für  (las  einfache  HypcTboloid  fällt  der  liiehtungskegel 
aus  dem  Mittelpunkt  mit  der  asymptotischen  Deve- 
loppabeln  zusanimen.  Immer  ist  der  Richtungskegcl 
der  UegelHäehc  auch  der  ihrer  lusymptotischen  Üeve- 
loppabeln. 

l!)  Der  liiehtungskegel  der  WölbHäche  des  schielen  Durch- 
gaugs  schneidet  die  Nornialcbenen  zu  der  geraden  Leit- 
linie derselben  in  Kreisen. 

7)  Die  asymptotische  Developpable  der  Fläche  der  scharf- 
gängigen Schraube  ist  eine  developpable  Schraubeu- 
fläche.  Und  allgemein;  Wenn  der  liiehtungskegel  der 
liegelHäche  ein  Ilotationskegcl  ist,  so  ist  die  liück- 
kehrkante  ihrer  asymptotischen  Develuppabeln  eine 
Schraubenlinie  auf  einem  Cylinder,  dessen  Erzeugende 
zur  Axe  des  Itichtungskegels  parallel  ist. 

8)  Man  construiere  durch  eine  gegebene  Curve  C eine 
windschiefe  liegelHäche  mit  einem  gegebenen  Kegel  A’ 
als  ihrer  asymptotischen  Fläche  — indem  man  die 
Schnitti>unkte  der  Tangentialebenen  von  A'  mit  der 
Uurve  ('  betrachtet.  IV'ie  kann  für  eine  LeitHäehe  F 
dasselbe;  geleistet  wea-denV 

9)  ln  welcher  ßeziehung  steht  die  asymptotische  Deve- 
loppable zu  der  developpabeln  Fläche,  welche  einer  lie- 
gelHächo  nach  ihrer  Strietionslinic  umschrieben  wird? 

10)  Wenn  eine  getrade  Linie  sich  so  bewegt,  dass  sie  um 
eine  beliebige  Derade  des  liiuimes  als  Axe  sich  gleich- 
förmig dreht,  während  alle  ilire  Punkte  gleichzeitig  pa- 
rallel jener  Axe  gleichförmig  vorrücken,  so  entsteht  als 
Ort  der  Ueraden  eme  windschiefe  liegelHäche,  welche 
man  eine  Schraubenregelfläche  nennen  mag;  eine 
Fläche,  auf  der  durch  jeden  ihrer  Punkte  eine  Gerade 
und  eine  Scliraubeidinie  geht.  Alle  diese  Schrauben- 
linien haben  die  feste  Gerade  zur  Axe  und  einerlei 
Ganghöhe;  alle  die  Geraden  sind  dtm  Erzeugenden 
eines  geraden  Kreiskegels  um  jene  Axe  parallel.  Die 
asymptotische  Developpable  der  Fläche  ist  die  Tan- 
gentenfläche der  .Schraubmilinie,  welche  der  der  Axe 
nächstgelegene  Punkt  der  erzeugenden  Genxden  be- 
schreibt. I )iese  Linie  ist  die  HIrictionslinie  der  Fläche. 
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Ks  ist  für  diese  Uegelfiäche  die  Erörterung  der 
bislier  behandelten  Hauptaufgaben  durchzuführeii. 

1 12.  Eine  gerade  Linie  g hat  mit  einer  windsehiefen 
Kegelfläehe  vom  h''"  Grade  n Punkte  /'  und  n Tangential- 
ebenen T gemein.  Man  construiert  jene,  indem  man  den 
Schnitt  der  Fliielu!  mit  einer  die  Gerade  enthaltenden  Ebene 
zeichnet  (§  IIÜ)  als  diejenigen  l’unkte  /',  welche  die  Gerade  <j 
mit  dieser  Curve  gemein  hat;  in  Panillelprojection  wird  man 
eine  projicierende  Ebene  von  y zu  diesem  Zwecke  benutzen. 

^lan  construiert  dagegen  die  der  Fläche  mit  y gemein- 
samen Tangentialebenen  T,  indem  man  für  einen  beliebigen 
Punkt  der  Geraden  y den  Rerührungskcgcl  der  Fläche  be- 
stimmt, als  diejenigen  Ebenen,  welche  der  Geraden  ^ und  dieser 
KegelHäche  gemeinsam  sind;  man  kann  stets  den  der  Geraden 
parallelen  Berührungscylinder  der  Fläche  dafür  benutzen. 

Die  Punkte  /’  führen  aber  auch  zur  Bestimmung  der 
Ebenen  T,  weil  diese  oH'enbar  die  durch  y mit  den  respectiven 
Erzeugenden  der  Regelflächc  für  die  /'  bestimmten  Ebenen 
sein  müssen;  und  umgekehrt  lassen  die  Ebenen  T die  Punkte  P 
hiulen,  als  die  durch  y mit  den  in  den  respectiven  T liegen- 
den Erzeugenden  der  Uegelfiäche  bestimmten  Punkte.  (§  Od.) 

Ist  die  Gerade  y unendlich  fern  oder  die  Stellung  einer 
Ebene,  so  sind  die  ihr  angehörigen  Punkte  der  Kegelfläehe  die 
Uichtungen  derjenigen  Erzougiuiden  derselben,  welche  dieser 
Ebene  juirallcl  sind;  diese  Erzeugenden  bestimmen  mit  </ ilic- 
jenigen  Tangentialebenen  der  Fläche,  deren  Bestimmung  di<‘ 
Aufgabe  ferner  verlangt. 

1)  Man  construiere  zur  ersten  Projection  eines  Punktes 
tler  Uegeltläche  die  zweite  Projection  desselben  — 
z.  B.  für  die  WölbHüche  des  schiefen  Durchgangs  oder 
für  das  Mormalonbündel. 

2)  Wie  vereinfacht  sich  die  Bestimmung  der  andern  Pro- 
jeetion  eines  Punktes  der  windsehiefen  Kegelfläche  zu 
(*iuer  gegebenen,  w(mn  die  Fläche  eine  Leitlinie  be- 
sitzt, die  mit  der  ejitsprcchcnden  projicierenibm  Ge- 
raden in  einer  Ebene  liegt? 

Man  discutiere  die  Fälle  der  Schraubenflächen  und 
d«!r  Wülbfläche  des  Eingangs  in  den  runden  Thurm 
bei  zu  uz  paralleliu’  Axe  für  gegebene  erste  Projection 

■,'S* 
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und  den  Fall  des  schiefen  Durchgangs  mit  zu  oy 
paralleler  Axe  für  die  zweite  Projcction. 

3)  Man  bestimme  die  zur  ersten  respective  zweiten  Pro- 
jectionsebene  parallelen  Tangentialebenen  einer  wind- 
schiefen Kegelöäche. 

4)  Man  soll  für  Beleuchtung  durch  parallele  Strahlen  die 
hollsten  Punkte  einer  windschiefen  Regelflächc  finden 
d.  h.  die,  wo  der  Lichtstrahl  in  die  Normale  der  Fläche 
fällt.  Man  "bestimmt  mit  Hilf«  des  Kichtungskegels 
die  zur  Normalebene  des  Lichtstrahls  parallelen  Er- 
zeugenden und  erhält  auf  ihnen  die  fraglichen  Punkte 
als  Berührungspunkte  der  Fläche  mit  den  durch  sie 
gehenden  zum  Lichtstrahl  normalen  Ebenen. 

113.  Die  Verbindung  einer  windschiefen  Regelfläche  mit 
jeder  der  bisher  behandelten  Flächenarten,  also  mit  einer 
developpabeln  Fläche,  mit  einer  krummen  Fläche  zweiten 
Grades  oder  mit  einer  andern  windschiefen  Regelfläche,  giebt 
Anlass  zu  einer  grossen  Reihe  von  Problemen , von  denen  nur 
einige  hervorgehoben  werden  sollen. 

Eine  Kegel-  oder  Cylinderfläche  hat  mit  der  Regelfläche 
eine  Gurve  gemein,  und  unter  ihren  Erzeugenden  sind  im 
Allgemeinen  Tangenten  der  Regelfläche,  sowie  unter  ihren 
Tangentialebenen  Tangentialebenen  derselben.  Legt  man  durch 
die  Spitze  des  Kegels  oder  parallel  den  Erzeugenden  des 
Cylinders  eine  Ebene  nach  einer  Erzeugenden  e der  Regel- 
fläche, so  enthält  diese  eine  Gruppe  ■ von  Erzeugen- 

den des  Kegels  oder  Cylinders  und  einen  aus  der  Erzeugen- 
den e und  einer  Curve  (n — l)'“’’  Ordnung  Cn—i  zusammenge- 
setzten Schnitt  der  Kegelfläche;  die  Punkte,  welche  die  Gruppe 
der  Ci  mit  der  Verbindung  der  e und  C„.i  gemein  hat,  gehören 
zur  Durchdringungscurve;  die  zugehörigen  Tangenten  der- 
selben sind  die  Schnittlinien  der  bezüglichen  Tangentialebenen 
des  Kegels  und  der  windschiefen  Regelflächc.  Man  erkennt, 
dass  die  Ordnungszahl  der  Durchdringungscurve  das  Product 
der  Gradzahlen  des  Kegels  und  der  Regelfläche  ist. 

Für  die  constructive  Durchführung  erscheint  es  zumeist 
bequemer,  immer  nur  die  Schnittpunkte  der  Erzeugenden  e 
mit  den  Linien  der  Gruppe  der  r,-  zu  beachten,  da  man  auch 
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so  alle  Punkte  der  Durchdringung  hekonimt,  wenn  man  alle 
Erzeugenden  nach  einander  benutzt. 

Construiert  man  für  dieselben  Ebenen  je  den  Berührungs- 
punkt P mit  der  RegelHäche,  so  erhält  man  gleichzeitig  den 
aus  der  Spitze  des  gegebenen  Kogels  der  Fläche  umschrie- 
benen Berührungskegol  und  seine  Berührungscurvc  mit  der 
Fläche;  dieselbe  enthält  die  Doppelpunkte  der  vorher  erörter- 
ten Durchdringungscurve.  Die  gemeinsamen  Erzeugenden 
beider  Kegel  sind  die  Tangenten  der  Fläche  unter  den  Er- 
zeugenden des  gegebenen.  Ebenso  sind  die  gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen  unserer  beiden  Kegel  die  Tangentialebenen 
der  Fläche  unter  denen  des  gegebenen  Kogels. 

Eine  developpable  Fläche  D mit  Rückkohrkante  C hat 
mit  der  windschiefen  Rcgeliläche  H eine  Curve  gemein,  in 
welcher  einzelne  Punkte  der  Rückkehrkante  gelegen  sind  und 
sie  hat  imter  ihren  Erzeugenden  Tangenten  und  unter  ihren 
Schmiegungsebenen  Tangentenobenen  der  Regelflächc.  Man 
wird  die  gemeinsame  Curve  constniieren , indem  man  die 
Schnittpunkte  der  aufeinanderfolgenden  Erzeugenden  der  deve- 
loppabeln  Fläche  mit  der  Regelfläche  bestimmt. 

Wenn  man  dagegen  der  windschiefen  Regelfläche  eine 
Developpable  D*  umschreibt,  welche  mit  der  gegebenen  D 
den  nämlichen  Richtungskegel  hat,  so  müssten  die  gemein- 
samen Ebenen  dieser  beiden  Devoloppabeln  die  die  Regelflächc 
berührenden  Ebenen  von  D sein.  Und  die  Constructiun  von 
D*  ist  nach  dem  Vorigen  ausführbar,  da  jede  Tangente  der 
Fluchtlinie  von  D einige  Tangentialebenen  der  windschiefen 
Regelfläche  von  der  durch  sie  bestimmten  Stellung  liefert  und 
die  auf  einander  folgenden  Tangenten  die  nächstfolgenden 
Gruppen  dieser  Ebenen  und  die  zugehörigen  Erzeugenden  der 
Devoloppabeln  D*  ergeben.  Man  kann  auch  die  Gruppen  der 
Schraiegungsebenen  dieser  Devoloppabeln  construieren,  welche 
eine  bestimmte  Erzeugende  der  Fläche  enthalten,  da  ihre 
Stellungen  die  Tangenten  der  Fluchtlinie  der  gegebenen  De- 
veloppabeln  aus  dem  Fluchtpunkt  der  Erzeugenden  sind. 

Mit  einer  andern  krummen  Fläche  P endlich  hat  eine 
windschiefe  Regelfläche  B eine  aufgeschricbene  Curve  C und 
eine  umschriebene  Developpable  D gemein.  Man  wird  jene 
construieren  als  den  Ort  der  Punkte,  in  welchen  die  Erzeu- 
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{»enden  der  Regclfläehe,  die  andere  krumme  Fliielie  schneiden 
nnd  ilire  Tiiugenten  erhalten  als  die  Schnittlinien  der  Tangential- 
ebenen beidoi-  Flächen  in  diesen  Punkten.  Man  bestimmt  die 
Dcveloppable  D anderseits  als  die  Enveloppe  der  Ebenen,  die 
durch  Erzeugende  der  KegelHäche  berührend  an  die  andere 
Fläche  gehen  nnd  ihre  Erzeugenden  als  die  geraden  Verbin- 
dungslinien der  Punkte,  in  welchen  die  betrachtete  Ebene  die 
beiden  Flächen  berührt: 

1)  Eine  Raunicurve  C ist  durcli  ihre  erste  mul  zweite 
Projection  gegeben;  man  soll  ihre  Durchschnittspimktc 
mit  einer  durch  drei  Leitlinien  bestimmten  Regelfläche 
eonstruiereu  — mit  Hilfe  des  ersten  projicierenden 
Cylinders  derselben  und  seines  Schnittes  in  der  Fläche. 

2)  Man  lege  an  die  Wölbflächc  des  schiefen  Durchgangs, 
an  eine  scharfgängige  Sehraubcnfläche  oder  allgemeine 
Schraubenregelfläche  durch  einen  gegebenen  Punkt  die- 
jenigen Tangenten  nnd  Tangentialebenen,  welche  unter 
45”  zur  ersten  Projectionsebene  geneigt  sind. 

n)  !Man  construiere  in  Centralprojection  die  Durchdrin- 
gungs-Curve  eines  Cylinders  mit  einem  Conoid , dessen 
endlich  entfernte  Leitgerade  der  Bildebene  parallel  ist 

4)  Alle  auf  eine  windschiefe  Regclfläehe  fallenden  Schlag- 
schatten werden  begrenzt  durch  die  Durehschnitts- 
linien  derselben  mit  Cylindern  rcspective  Kegeln, 
welche  den  Leuchtpunkt  zur  Spitze  haben  und  der 
schattenwerfenden  Fläche  umschrieben  sind.  Man  er- 
hält somit  die  Punkte  des  Schlagschattens  in  einer 
beliebigen  Erzeugenden  e.  der  Fläche,  indem  man 
die  Erzeugenden  des  Schattencylinders  oder  Kegels 
in  der  durch  die  Erzeugende  c und  den  Leuchtpiinkt 
bestimmten  Ebene  mit  jener  zum  Durchschnitt  bringt; 
man  bestinnnt  auch  die  Tangente  der  Schlagschattcn- 
curvc  als  Schnittlinie  der  Tangentialebene  des  Cylin- 
ders mit  der  der  windschiefen  Regclfläehe. 

Man  construiere  die  Grenzlinie  des  Schlagschattens, 
der  auf  die  Fläche  der  scharfgängigen  Schraube  von 
einer  z\i  ihrer  Axe  normalen  regulär  sechsseitigen  oder 
kreisftirmigen  Scheibe  geworfen  wird  — für  paralleles 
T/icht  und  für  Licht  aus  endlich  entferntem  Punkte. 


Digilized  by  Google 


Curven  und  Flikhen. 


439 


:i)  \\'cnn  man  für  Bolnuclitung  durcli  parallele  Liclit- 
slralilcn  die  Helligkeit  eines  belcueliteten  Punktes  einer 
Fläche  nur  vom  sinus  des  Einfallswinkels,  d.  i.  von 
der  Neigung  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  ihm 
gegen  den  einfallenden  Lichtstrahl  abhängig  nämlich 
ihm  proportional  sein  lässt,  so  sind  Punkte  gleicher 
Helligkeit  auf  einer  Fläche  Punkto  derselben,  für  die 
die  Tangentialebenen  der  Fläche  einerlei  Neigung  gegen 
den  Lichtstrahl  haben.  DieGesammtheit  solcher  Punkte 
bildet  somit  eine  Curvo  auf  der  Fläche  (eine  Isophote 
derselben),  nach  welcher  ihr  eine  Developpable  um- 
schrieben wird,  die  einen  Rotationskeg(d  von  gege- 
benem ^^’inkcl  an  der  Spitze  und  mit  einem  Licht- 
strahl als  Axe  zu  ihrem  Kichtungskegel  hat.  (g  125.  f.) 

6)  Man  constniiere  in  Centralprojection  auf  den  Erzeu- 
genden einer  windschiefen  KegelHäche  die  Punkte,  in 

. welchen  die  Helligkeit  der  Fläche  0,5  der  Helligkeit 
des  einfallenden  Lichtes  betrügt  — indem  man  durch 
jede  derselben  die  Ebenen  legt,  welche  mit  dem  Licht- 
strahl den  entsprechenden  Winkel  (arc  sin  = 0,5)  bilden 
und  ihre  Berührungspunkte  ermittelt,  (g  59. ; 8.) 

7)  Die  Fläche  der  flachgängigen  Schraube  wird  von  einem 
Rotationscylinder  durch  ihre  Axe,  der  einen  ihrer 
Halbmesser  zum  Durchmesser  hat,  in  einer  Schrau- 
benlinie geschnitten,  deren  Ganghöhe  die  Hälfte  der 
ihren  ist. 

8)  Die  Durchdringungen  von  Regclflächcn  mit  derselben 
Richtungsobeno  worden  mittelst  Hilfsebenen  von  der 
Stellung  dieser  Letztem  construiert.  Aus  der  Existenz 
einer  gemeinsamen  Leitlinie  von  zwei  Regclflächen 
lassen  sich  für  die  Construction  ihrer  Durchdringung 
stets  ähnliche  Vereinfachungen  ableitcn. 

9)  Eine  allgemeine  Schraubenregclfläche  und  die  Fläche 
einer  flachgängigen  Schraube  von  derselben  Axe  durch- 
dringen einander  in  einer  Schraubenlinie.  Die  Durch- 
dringung eines  Conoids  mit  horizontaler  Richtungs- 
ebene mit  einer  Schraubenregclfläche  von  vcrticaler 
Axe  kann  daher  durch  die  Fläche  der  flachgängigen 
Schraube  als  Ililfsfläclu!  vermittelt  werden. 
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10)  'Welche  'V’creinl'achungen  entspringen  für  die  Con- 
struction  der  gemeinschaftlichen  umschriebenen  Deve- 
loppabeln  für  eine  windschiefe  Regelfläche  und  eine 
Fläche  zweiten  Grades,  wenn  die  Letztere  eine  Kugel 
ist?  Man  interpretiere  die  Construction  derselben  als 
Construction  der  Grenzen  von  Halbschatten  und  Kern- 
schatten,  wenn  die  Kugel  als  leuchtende  Fläche  be- 
trachtet wird. 

114.  Die  Regelfläche  dritten  Grades  ist  nächst  dem  Hyper- 
boloid und  hyperbolischen  Paraboloid  die  einfachste  unter  den 
algebraischen  Regelflächen.  Einige  der  vorigen  Entwickelungen 
mögen  auf  sie  als  ein  wichtiges  Beispiel  angewendet  werden. 

Wir  fanden  in  § 106.  verschiedene  Erzeugungsweisen  einer 
solchen  Fläche;  nämlich; 

a)  durch  einen  Kegelschnitt  A",  und  zwei  Gerade  g.^,  g^ 
als  Leitlinien,  deren  eine  g^  den  Kegelschnitt  schneidet; 

b)  durch  zwei  Kegelschnitte  , A",  und  eine  Gerade  jr.., 
wenn  jedes  Paar  der  Leitlinien  einen  Punkt  gemein  haben ; 

c)  durch  eine  Raumeurve  dritter  Ordnung  C,  und  zwei 
Gerade  g^,  3.,,  von  denen  die  erste  jene  (furve  einfach  und 
die  letzte  sie  zweifach  schneidet;  wobei  dann  in  den  Fällen 
a)  und  b)  die  Gerade  3.,,  ira  Falle  c)  die  Gerade  3,  als  dop- 
pelt erscheint  — als  die  Doppelgerade  der  Fläche,  weil  § 109. 
gezeigt  hat,  dass  dieselbe  als  Doppellinie  nur  eine  Gerade  ent- 
halten kann.  Nach  § 109.  müssen  wir  überdiess  schliessen, 
was  auch  die  Erzeugung  aus  Leit-Developpabeln  direct  erge- 
ben würde,  dass  überdiess  ein  Ebencnbuschel  existiert,  dessen 
Ebenen  die  Fläche  doppelt  berühren,  dessen  ächcitelkantc  also 
gleichfalls  in  der  Fläche  liegen  muss.  Die  Identität  der  durch 
die  Methoden  a),  b)j  c)  erzeugten  Flächen  wird  leicht  erkannt, 
.lede  Regelfläche  dritten  Grades  enthält  zwei  gerade  Leitlinien, 
d.  h.  zwei  Gerade,  welche  von  allen  ihren  Erzeugenden  ge- 
schnitten werden;  denn  sind  p,,  Cj,  c,,  e^  beliebige  vier  Er- 
zeugende der  Fläche,  so  gehören  die  beiden  gemeinsamen  Trans- 
versalen 3j,  3 a derselben  (§  9.3.)  zur  Fläche,  weil  sie  vier  Punkte 
mit  ihr  gemein  haben  (§  87.),  und  werden  von  allen  Erzeugen- 
den derselben  geschnitten ; eine  Ebene  3,«,-  schneidet  die  Fläche 
noch  in  einer  dritten  Geraden  c,*;  ebenso  für  g.^.  Schneiden 
aber  ferner  c,-,  c,*  die  Gerade  g^  in  verschiedenen  Punkten, 
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so  müssen  sie  nothwendig-  die  Gerade  g-^  in  demselben  Punkte 
schneiden,  d.  h.  von  den  beiden  Leitgeraden  g^,  jf.,  ist  immer 
eine  die  Doppelgerade  der  Fläche;  durch  jeden  Punkt  der- 
selben gehen  zwei  Erzeugende.  Dagegen  repräsentiert  die  an- 
dere eine  der  Fläche  doppelt  umschriebene  Developpable ; sie 
ist  die  Scheitelkante  eines  Ebenenbüschels,  in  dessen  Ebenen 
je  zwei  Erzeugende  der  Fläche  liegen,  d.  h.  welche  sämmt- 
lich  die  Fläche  doppelt  berühren.  Im  Falle  der  Erzeugung 
aus  dem  Kegelschnitt  K und  den  Geraden  jr, , j/j,  von  denen 
die  Letztere  den  Kegelschnitt  schneidet,  ist  die  Letztere  die 
Reihe  der  Doppelpunkte  in  der  Fläche,  und  die  Erstere  die 
Scheitelkante  des  Büschels  der  Doppeltangentialebenen  der- 
selben. Die  Figuren  196.,  197.  geben  diese  Constmetion  der 
Fläche  in  Centralprojcction  nach  der  Voraussetzung,  dass  der 
Leitkegclschnitt  (Kreis)  K in  der  Bildebene  liegt. 

Lassen  wir  dann  einen  Punkt  //,•  die  Gerade  diirch- 
laufen,  so  gehen  von  jeder  Lago  desselben  ^wei  Erzeugende 
e,-,  c,*  aus,  die  Erzeugenden,  welche  der  Kegel  Ai,  K mit  der 
Ebene  Ai,  g^  gemein  hat.  Sind  S,,  und  Sj,  die  Durch- 
stoss-  und  Fluchtpunkte  von  g^,  respective  g^,  ist  also  S,  ein 
Punkt  von  A",  so  zieht  man  0^'  Ai  bis  zum  Durchschnitt  Bi 
mit  der  Parallelen  durch  S,  zu  Q,' und  hat  in  Sjß,-  die 
Spur  der  durch  Ai  und  g^  bestimmten  Ebene;  in  S,-,  S,*  oder 
fCi,  A'*  zur  Unterscheidung,  wo  dieselbe  den  Kegelschnitt  k 
trifft,  sind  die  Durchstosspunkte  der  Erzeugenden  e,-,  e,*, 
deren  Bilder  damit  bestimmt  sind  und  deren  Fluchtpunkte  in 
diesen  erhalten  werden,  indem  man  die  Fluchtlinie  der  durch 
eie  gehenden  Ebene  Ai,  g,  verzeichnet. 

Die  Construction  kann  auch  so  gefasst  werden : Man 

drehe  um  S,  einen  Strahl,  der  den  Kreis  in  Punkten  S,  S* 
oder  A'i,  Af,*  schneidet,  ziehe  zu  ihm  durch  Q^'  die  Parallele 
und  schneide  diese  in  Q',  Q*'  (Qi',  Qi*')  durch  die  Parallelen 
aus  ö,'  zu  den  Geraden  S,S,  S,S*  oder  S,  A',-,  S,A\*  — so 
sind  SQ',  S*Q*'  etc.  die  betreffenden  Erzeugenden  der  Fläche 
und  schneiden  sich  in  einem  Punkte  A der  Doppelgeraden  g,. 

Nach  dieser  Construction  sind  die  Reihen  A^,  A^,  A.,,  • 

B,,  flj,  ßj,  •••  perspectivisch  aus  (),'  und  die  Punktepaare 
ki,  ki*  bilden  eine  Involution  im  Kegelschnitt  k mit  dem 
Pol  in  Sj  und  ihre  Paare  entsprechen  den  Punkten  der  Reihe 
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Ai  eines  zu  einem  unH  umgekehrt;  specicll  dem  Punkte  S,  von 
g^'  ein  Punktepaar,  von  welchem  der  eine  mit  S,  selbst  zu- 
saramenfallt.  Die  Verbindungslinien  der  so  einander  zuge- 
ordneten Punkte  sind  die  Erzeugenden  unserer  Regelfläche, 
— so  dass  dieselbe  durch  den  Kegelschnitt  'und  eine  ihn 
schneidende  Gerade  allein  definiert  werden  kann. 

Flg.  19«. 


Die  Ebenenpaarc  ffi  r, , jr,  e,*;  .<;i  r.^ , s^i  e,* ; •••  bilden  Paare 
eines  involutorischen  Ebcnenbüschcls,  weil  sic  zu  ihren  Spuren 
in  der  Bildebene  die  Paare  eines  involutorischen  Strahlcn- 
büschels  haben;  je  ein  Paar  derselben  berührt  die  Fläche  in 
dem  n.ämlichen  Punkte  der  Uoppelgeraden.  Denken  wir  aber 
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die  Polare  der  Involution  um  Sj  im  Kogelsclmitt  — sic  ist 
nur  in  Fig.  197.  verzeichnet,  weil  sie  nur  hier  A’  schneidet  — 
und  schneidet  dieselbe  K in  A'„,  A'„,  so  sind  A'„,  Af,  die  Dop- 
pelpunkte der  Involution  von  Punkten  A",-,  K,*  im  Kegel- 
schnitt; die  Geraden  SjA'„  und  S.,Kn  bestimmen  in  der  durch 
S|  und  Q(Q.[  gezogenen  Parallelen  Punkte  ß„,  B,,  die  mit 


Fig.  m. 


p./  verbunden  in  </,'  Punkte  A„,  A,  liefern  von  leicht  erkenn- 
barer Besonderheit  (§104.);  Die  Geraden  A„K„undA„A'„  re- 
präsentieren jede  ein  Paar  von  unendlich  nahen  Erzeugenden 
c„e„*,  die  sich  respective  in  A^,  A„  schneiden;  in  den 
Punkten  A^,  A„  der  Doppellinie  hat  die  Kegelfläche  nur  je 
eine  Tangentialebene  und  dieselbe  berührt  sic  längs  der  ganzen 
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Erzeugenden  — oder  in  ist  die  Doppellinie  für  ein 

Element  eine  Rückkehrkante  und  in  , e„  ist  die  windschiefe 
Regelfläche  für  ein  Element  developpabel. 

Alle  Erzeugenden  der  Regelfliiche  schneiden  die  Doppel- 
gerade in  dem  einen  der  beiden  von  den  Punkten  A,  auf 
ihr  begrenzten  Segmente;  durch  die  Punkte  des  andern  Seg- 
ments gehen  keine  reellen  Erzeugenden,  die  Doppellinie  ist 
daselbst  eine  isolierte  Gerade  der  Fläche. 

Wenn  die  Pplare  Sj  den  Kegelschnitt  A"  nicht  in  reellen 
Punkten  schneidet,  so  existieren  solche  Grenzpunkte  in  der 
Doppelgeraden  nicht,  durch  jeden  Punkt  derselben  gehen 
vielmehr  zwei  reelle  und  verschiedene  Erzeugende. 

Das  vorbetrachtete  involutorische  Ebenenbüschel  schnei- 
det ferner  die  Leitgerade  in  einer  involutoiischen  Reihe 
von  Punktepaaren  6’,-,  G*  — entsprecliend  den  Erzeugenden 
e,*,  die  von  dom  Punkte  At  ausgehen.  Diese  Involution 
entspricht  der  einfachen  Reihe  der  Ai  projectivisch.  und  man 
kann  also  die  Regelfläche  dritten  Grades  durch  eine  einfache 
und  eine  dazu  projectivische  involutorische  Reihe  von  Punk- 
ten in  sich  kreuzenden  Geraden  definieren  — als  den  Ort  der 
Verbindungslinien  entsprechender  Punktepiuire.  M.m  drückt 
ganz  dasselbe  nur  anders  aus,  nämlich  im  Sinne  der  Erzeu- 
gung durch  Leitdcveloppabeln  (!?  104.),  indem  man  das  ein- 
fache Ebenenbüschol  aus  durch  die  Ai  und  ^ daß  ihm  pro- 
jectivische involutorische  Ebcncnbüschel  aus  durch  die  C,-, 
Ci*  die  Fläche  durch  die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen- 
paarc  erzeugen  lässt. 

Die  Fluchtlinie  der  Fläche,  die  man  wie  angegeben 
construiert,  ist  eine  Ciirve  dritter  Ordnung  mit  einem  Dop- 
pelpunkt 0,'  im  Fluchtpunkt  der  Doppellinie  , der  nach  dem 
Vorigen  ein  Doppelpunkt  mit  reellen  Aesten  (Fig.  196.)  oder 
ein  isolierter  Punkt  (Fig.  197.)  sein  wird,  jenachdem  er  in 
dem  einen  oder  andern  der  durch  die  besondem  Punkte 
An  begrenzten  Segmente  der  Doppelgeraden  liegt  — wie  es 
die  Figuren  veranschaulichen.  Das  Nämliche  gilt  von  allen 
ebenen  Schnitten  der  Fläche.  Wenn  reelle  Gronzpunkte  existie- 
ren, so  entsprechen  den  durch  sie  gehenden  Schnittebenen  Cur- 
ven  dritter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt,  die  Schnittlinie  mit 
der  Tangentialebene  im  Grenzpunkt  ist  die  Rückkehrtangente. 
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Jede  durch  eine  Erzeugende  e gelegte  Ebene  berührt  die 
Fläche  und  schneidet  sie  ausser  in  der  Erzeugenden  in  einem 
Kegelschnitt  (vergl.  § 109.;  6.,  Fig.  195.),  welcher  mit  der 
Erzeugenden  den  Berührungspunkt  mit  der  Fläche  und  den 
Punkt  der  Ebene  in  der  Doppelgeraden  gemein  hat;  d.  h. 
alle  Kegelschnitte  auf  der  Regelfläche  dritten  Grades  schnei- 
den die  Doppelgerade  derselben. 

Die  Fluchtlinie  der  betrachteten  Schnittebene  ist  eine 
Secante  der  Fluchtcurve  der  Fläche  aus  dem  Fluchtpunkt 
der  betrachteten  Erzeugenden  und  schneidet  dieselbe  daher 
noch  Uberdiess  in  zwei  reellen  oder  nicht  reellen  Punkten, 
den  unendlich  fernen  Punkten  des  bezüglichen  Kegelschnitts, 
der  also  im  Falle  der  Realität  eine  Hyperbel,  andernfalls  eine 
Ellipse  ist;  derselbe  wird  zur  Parabel,  wenn  sie  zusamnien- 
fallen  und  diess  wird  für  jede  Erzeugende  in  zwei  Lagen 
geschehen,  weil  die  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkt die  Classe  vier  hat  (§  62.;  3.)  und  folglich  von  jedem 
ihrer  Punkte  noch  zwei  weitere  Tangenten  an  sie  gehen.  Die 
Schnittcurve  kann  zum  Kreise  werden  für  drei  bestimmte 
Lagen  des  Fluchtpunkts  der  Erzeugenden  e und  ebenso  be- 
stimmte Stellungen  der  durch  sie  gehenden  Schnittebene. 

Die  Fläche  giebt  zu  zahlreichen  weitem  constructiven 
Erörterungen  den  Anlass,  die  wir  durch  die  vorhergehenden 
Untersuchungen  über  die  windschiefen  Regelflächen  im  All- 
gemeinen nahe  genug  gelegt  haben. 

1)  Aus  einem  Punkte  der  Fläche  geht  an  sie  ein  Be- 
rüiimngskegel  zweiten  Grades,  welcher  ihre  Doppel- 
gerade berührt. 

2)  Wenn  ein  einfaches  Hyperboloid,  welches  die  Doppel- 
gerade zur  Erzeugenden  bat,  die  Regeliläche  dritten 
Grades  schneidet,  so  zählt  diese  Gerade  in  der  Durch-  ' 
dringung  doppelt  und  der  Rest  derselben  muss  eine 
Raumeurve  vierter  Ordnung  sein.  Da  das  Hyperbo- 
loid durch  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  entsteht 

(§  90.),  so  ist  diese  Raumeurve  vierter  Ordnung  der 
Ort  der  Durchschnittspunkte  der  entsprechenden  Ebenen 
von  drei  Büscheln,  von  denen  das  eine  — die  Dop- 
pelgerade der  Fläche  dritter  Ordnung  ist  seine  Schei- 
telkante — eine  Involution  von  Ebeneupaaren  ist; 
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diesen  Paaren  entsprechen  die  Ebenen  eines  zweiten 
durch  die  einfache  Leitgerade  der  Fläche  einzeln, 
während  das  dritte  wiederum  zu  diesem  und  also 
auch  zu  dem  Vorigen  projcctivisch  ist. 

Die  Geraden  der  beiden  Schaaren  des  Hyperbo- 
loids verhalten  sich  offenbar  wesentlich  verschieden 
zu  dieser  Curve;  die  Geraden  derjenigen  Schaar  näm- 
lich, zu  welcher  die  Uoppellinie  der  HogelHäche  drit- 
ten Grades  nicht  gehört,  schneiden  die  Curve  je  ein- 
mal, weil  sie  mit  der  Kegelfläche  nur  drei  Punkte 
gemein  haben  können  und  sie  in  der  Doppellinic  be- 
reits zweimal  schneiden;  die  Geraden  von  der  Schaar 
der  Doppellinie  selbst  schneiden  sie  dreimal  — die 
Projeetion  dieser  Curve  aus  einem  ihrer  Punkte  ist 
also  stets  eipe  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Dop- 
pelpunkt; sie  ist  also  von  der  in  den  §§  80.,  IClO.  stu- 
dierten Art  der  Curven  vierter  Ordnung,  in  welclieii 
sich  unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades  schnei- 
den, wesentlich  verschieden. 

.‘1)  Vier  feste  Punkte  der  soeljen  gebildeten  Kaumeurve 
vierter  Ordnung  bestimmen  mit  jeder  sie  dreimal 
schneidenden  Geraden  (vergl.  2.)  ein  Kbenenbüschel 
von  constantem  d.  i.  von  der  Lage  dieser  Geraden 
nicht  abhängigem  Doppelverhältniss. 

4)  Unter  den  Erzeugenden  des  einfachen  Hyperboloids, 
welches  durch  diese  Curve  vierter  Ordnung  geht,  sind 
vier  Tangenten  derselben;  sie  bilden  mit  der  Curve, 
die  als  Kückkehrkantc  in  der  developpabcln  Fläche  ini 
Durchschnitt  doppelt  zählt,  die  vollständige  Durch- 
dringung des  Hvperboloids  mit  der  developpabcln  Fläche 
derCurve,  d.  h.  diese  Durchdringung  ist  von  der  zwölf- 
ten und  somit  die  developpable  Fläche  von  der  sechsten 
(Ordnung.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen  sechs 
Schmiegungsebenen  der  Curve.  Dieselbe  hat  also  die 
Charactere  wi  = 4,  n = 0,  r = 0 und  somit  fenier 
« = 4,  (3  = 0;  = 0,  A = 3 ; x = 0,  »/  = 4 ; g:in/.  so 

wie  die  (Jurve  in  § 83.;  *11),  a).  Diese  Zahlen  ent- 
sprechen somit  zwei  wesentlich  verschiedenen  Curven. 
'S;-».) 
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I).  Von  den  Itolalioiisflücliru. 

llij.  Wenn  eiiieCurveC  oline  ihre  Gestalt  zu  än- 
dern sieli  um  eine  feste  geradlinige  Axe  « dreht, 
bis  sie  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurück  kummt, 
so  erzeugt  sie  eine  Kotationsfläche,  als  deren  Axe 
wir  jene  Gerade  bezeichnen;  jeder  Punkt  der  Gurve  beschreibt 
in  der  durch  ihn  gehenden  Xorinalebene  zur  Axe  und  mit 
dem  Mittelpunkt  in  dieser  einen  Kreis,  einen  Paral  lelkrcis 
der  Fläche.  (Fig.  198.,  p.  44tb) 

Vei-folgt  inan  alle  Punkte  der  bewegten  Gurve  bei  ihrer 
Bewegung  bis  zum  Eintritt  in  eine  bestimmte  durch  die  Axe 
gelegte  Ebene,  — wobei  jeder  Punkt  zwei  Lagen  in  dersel- 
ben erhält,  die  um  180"  verschiedenen  1 Irehungsgrüssen  ent- 
sprechen, — so  erhält  man  dort  als  ihren  Ort  eine  Gurve  M, 
die  aus  zwei  zur  Axe  o orthogonal  symmetrischen  Hälften 
besteht  und  daher  durch  eine  derselben  vollkommen  bestimmt 
wird;  sic  heisst  ein  Meridian  und  die  Ebene  eine  Meridian- 
Ebene  der  Fläche.  Die  Meridiane  derselben  Kotations- 
fläche sind  eongruent;  jeder  von  ihnen  erzeugt  die  Fläche 
durch  die  Umdrehung  um  die  Axe  o. 

Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  geht  ein  Parallclkreis  P 
und  ein  Meridian  M derselben,  deren  Ebenen  normal  zu 
einander  sind;  man  kann  den  Punkt  als  «Schnitt  von  beiden, 
also  durch  ein  Symbol  wie  (M,  P)  bezeichnen,  wenn  man  M 
als  eine  bestimmte  der  beiden  syimnetrisehen  Hälften  des 
Meridians  denkt. 

In  zwei  versehiedenen  Meridianen  M, , M._,  bestimmen  dann 
die  verschiedenen  Parallelkreise  P,,  P.^,  P^,  die  entspre- 
chenden Punktepjuvre  M,  P, , 1£._,P, ; M,  Pj,  M._,P.j;  •••;  M|P,, 
ML,P„  und  in  zwei  verschiedenen  Parallelkreisen  P, , P.^  be- 
stimmen die  verschiedenen  Meridiane  M, , M.^,  M.,,  die 
Paare  entsprechender  Punkte  P,  M, , PjM, ; PgMj,  P.^M.« ; 

P, M„,P.^M„.  Alle  die  geraden  Verhinilungslinien  der  Paare 
der  ersten  Art  sind  einander  parallel,  nämlich  normal  zu  der 
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Ebene  M, 2,  welche  sie  und  den  Winkel  der  beiden  Meridian- 
ebenen  M,  und  Mj  halbiert;  sie  bilden  also  in  ihrer  Gesamrat- 
heit  einen  Cylinder,  der  die  .Meridiane  M, , Mj  zu  ebenen 
gegen  seinen  Nornialschnitt  in  der  Ebene  M,j  gleich  geneigten 
Schnitten  hat.  Denken  wir  die  Meridiane  M, , einander 
unendlich  nahe,  also  zusammenfallend  mit  M (Fig.  198.),  so 
werden  die  Erzeugenden  des  betrachteten  Cylinders  zu  den 
Tangenten  der  Parallelkreise  P, , P2 , • • • P«  in  den  Punkten  des 
nämlichen  Meridians  M und  der  Cylinder  selbst  kann  als  der 
zugehörigcMeridian -Berühr ungs -Cylinder  der  Fläche 
bezeichnet  werden.  Seine  Tangentialebene  in  einem  beliebi- 
gen Punkte  A des  Meridians  M ist  auch  die  Tangentialebene 
der  Rotationsfläche  in  demselben,  da  sie  die  Tangente  des  zu- 
gehörigen Parallelkreises  in  A und  ebenso  die  Tangente  des 
Meridians  M in  A enthält.  Alle  Meridian-Berührungs- 
Cylinder  derselben  Rotationsfläche  sind  congruent 
und  können  als  die  verschiedenen  Lagen  des  näm- 
lichen Cylinders  bei  der  Drehung  um  die  zu  seinen 
Erzeugenden  normale  Axe  a bezeichnet  werden. 

Dagegen  convergieren  alle  geraden  Verbindungslinien  der 
Paare  der  zweiten  Art,  also  PjM, , PjM, ; P|M,,  P2M2; 

P,  M„,  PjM,  in  demselben  Punkt  JU  der  Axe  n und  bilden 
einen  Rotationskegel,  der  die  Kreise  P,,  Pj  zu  zwei  paral- 
lelen zur  Axe  a normalen  Schnitten  hat.  Denken  wir  die 
Parallelkreise  P, , Pj  einander  unendlich  nahe,  so  werden  die 
Erzeugenden  dieses  Kegels  zu  den  Tangenten  der  Meridiane 
M,,M2,  -M„  in  den  Punkten  des  nämlichen  Parallelkreises 

P,2  und  der  Kegel  selbst  kann  als  der  zugehörige  Parallel- 
kreis-Berührungskegel der  Fläche  bezeichnet  werden ; 
seine  Tangentialebene  in  einem  beliebigen  Punkte  B des  Pa- 
rallelkreises Pu  ist  auch  die  Tangentialebene  der  Rotations- 
fläche in  demselben  Punkte.  Alle  Parallelkreis-Be- 
rilhrungskegel  derselben  Rotationsfläche  sind  Ro- 
tationskegel von  einerlei  Axe  und  können  als  die 
verschiedenen  Lagen  eines  mit  seiner  Axe  in  sich 
selbst  verschobenen  und  dabei  seine  Form  gesetz- 
mässig  ändernden  Rotationskegels  angesehen  wer- 
den — als  dessen  Umhüllung  die  Rotationsfläche  erscheint. 

Denken  wir  sodann  eine  developpable  Fläche 
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D ohne  Veränderung  ihrer  Form  um  eine  feste  Axe 
(I  gedreht,  bis  sie  in  ihre  ursprlingliclie  Lage  zu- 
rück kclirt,  so  entsteht  auch  dadurch  eine  Rotations- 
fläche; jede  Schniiegungscbene  derselben  besclireibt  um  die 
Axe  a und  mit  demjenigen  ihrer  Punkte  als  Spitze,  der  in  « 
enthalten  ist,  einen  Para  I lelkreis-Berührungsk  cgel  der 
Fläche.  Verfolgt  man  alle  Ebenen  der  bewegten  Develop- 
pabeln  bis  zum  Normalscin  zu  einer  festen  durch  die  Axe  n 
gelegten  Ebene,  so  erhält  man  als  ihre  Enveloppo  eine  (ly- 
linderfläche,  — den  dieser  Ebene  entsprechenden  Meri  di  an - 


Ki([.  Ift». 


BerUhrungscylinder.  Man  kommt  von  ihnen  zu  den  Pa - 
rallelkrcisen  und  Meridianen  durchSchlüsse,  welche  den  vorher 
entwickelten  dualistisch  entsprechen. 

1)  Wenn  ein  Kreis  mit  glcichbleibender  Stellung  seiner 
Ebene  sich  so  bewegt,  dass  sein  Mittelpunkt  eine 
feste  Gerade  durchläuft,  die  zu  dieser  Ebene  normal 
ist,  während  er  beständig  einen  Punkt  mit  einer  festen 
Curve  C gemein  hat,  so  erzeugt  er  eine  Rotations- 
fläche als  Ort.  Man  erläutere  die  Beispiele  für  C als 
Gerade,  als  Kegelschnitt  und  als  Schraubenlinie. 

2)  Welche  Eigenschaften  der  erzeugten  Fläche  bleiben 

Fiedler,  I)ar»teileiu1e  (Jeomelrio.  29 
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bestehen , wenn  die  feste  Gerade  des  Mittelpunktes 
schräg  zur  Ebene  des  Kreises  oder  wenn  der  Ort  des 
Mittelpunktes  als  eine  feste  Curve  gedacht  wird? 
^^'ic  entspricht  dem  eine  Erzengimgswcisc  der  Flächen 
zweiter  Ordnung,  das  hyperbolische  Paraboloid  ausge- 
nommen? 

.‘1)  Man  erörtere  die  erste  Frage  für  den  Fall,  dass  die 
Stellung  der  beweglichen  Ebene  des  Kreises  sich  stetig 
ändert,  während  aber  zugleich  die  Kreise  je  zweier 
auf  einander  folgender  Ebenen  ihre  Schnittlinie  in 
denselben  Punkten  schneiden,  d.  h.  dieselbe  zu  ihrer 
Gollineationsaxe  haben.  An  die  Stelle  des  Ortes  der 
Mittelpunkte  tritt  dann  der  Ort  der  Pole  dieser  Schnitt- 
linie. 

4)  Ebenso,  wenn  an  Stelle  der  Kreise  Kegelschnitte  treten 
unter  Fortdauer  der  vorigen  Beschränkung. 

5)  La.ssen  sich  die  letzten  Gebilde  durch  Collincation  auf 
die  ersten  zurückführen? 

G)  Wenn  ein  Rotationskcgel  mit  fester  Axe  sich  so  be- 
wegt, dass  er  stets  eine  Tangentialebene  mit  einer 
festen  developpabeln  Fläche  gemein  hat,  so  erzeugt 
er  eine  Rotationsfläche  als  Enveloppe.  Für  die  Frage, 
ob  eine  bestimmte  Rotationsfläche  gleiclimässig  durch 
Drehung  einer  aufgeschriebenen  Gurve,  wie  durch 
Drehung  der  developpabeln  Fläche  dieser  Curve  er- 
zeugt werden  kann,  vergl.  § 1 18. 

IIG.  Wenn  wir  die  Ax'c  a und  die  erzeugende  Curve 
C einer  Rotationsfläche  in  Projection  gegeben  den- 
ken, so  kann  der  Parallelkrois,  den  ein  Punkt  der  Curve 
C erzeugt  und  in  Folge  dessen  auch  jeder  beliebige  Meri- 
dian der  Fläche  projiciert  werden ; denn  jener  liegt  in  der 
Normalebcne  der  Axe  a vom  gedachten  Punkte  aus  und  hat 
den  Schnittpunkt  derselben  mit  der  Axe  zum  Mittelpunkt; 
dieser  aber  entsteht  durch  den  Schnitt  der  Parallolkreise  mit 
seiner  Ebene  d.  i.  als  Ort  der  Endpunkte  paralleler  Radien 
derselben  von  einerlei  Sinn. 

Specicll  erscheinen  in  Parallelprojectionen  alle  Parallel- 
kreise derselben  RoUitionsHäche  als  ähnliche  und  ähnlich  ge- 
legene Ellipsen,  deren  Contra  in  der  gleichnamigen  Projection 


Digilized  by  Google 


Curvon  und  Klilclien. 


4M 

der  Axe  « liegen;  die  Meridiane  als  zu  einander  al’Kn  für 
die  cntspreelieiide  l’rojection  der  Axe  als  Axe  der  Affinität 
und  die  Uiclitnng^  der  Nurinale  ihrer  llalbiernngsehene  als 
Kichtung  der  Aflinitiitsstrahlen.  (Vergl.  § 54.;  21.) 

In  orthogonaler  l’arallelprojeclion  und  unter  der  fernem 
Voraussetzung,  dass  die  Rotationsaxe  a zu  einer  Projections- 
axe  z.  13.  zu  OZ  parallel  ist,  erscheinen  in  der  dazu  normalen 
Projectionsebene  alle  Parallelkreise  in  wahrer  Gesüilt  und 
Grösse  und  eoncentrisch,  nämlich  mit  der  glerchnainigon  Pro- 
jection  der  Axe  als  Mittelpunkt;  die  Meridiane  ersclieinen  als 
ihre  Radien,  ln  ilen  andern  Projectionen  aber  erscheinen  die 
Parallelkreise  als  zur  gleichnamigen  Axenprojection  normale 
Gerade  und  die  Meridiane  in  Affinität  für  eben  diese  Letz-  “ 
tere  als  Axe  und  ihre  Normalen  als  entsprechende  Affini- 
tätsstraiilcn.  Unter  den  Meridianen  ist  dann  je  einer  M,  j , 
Mj.  der  bezüglichen  Projectionsebene  parallel  und  erscheint 
in  ihr  in  wahrer  Gestalt  und  Grösse,  in  der  ersten  Projcction 
aber  als  zur  Axe  OX,  OY  respective  parallele  Gerade  aus  a. 
Der  zugehörige  Meridian-llerührnngscylinder  ist  zur  entspre- 
chenden Projectionsebene  normal;  ebenso  sind  unter  den  Pa- 
rallelkreis-llerührungskegeln  diejenigen,  die  ihre  Spitze  im 
unendlich  fernen  Punkt  der  Axe  « haben,  normal  zur  ersten 
Projectionsebene.  Die  Verticalprojectionen  von  jenen  und 
die  Horizontalen  von  diesen  sind  die  bezügliclien  Umrisse 
der  Fläche.  (Vergl.  § 122.) 

Man  darf  diese  specielle  Lage  der  Rotationsfläche  gegen 
das  Axansystein  der  orthogonalen  Parallelprojection  stets  vor- 
aussetzen, sobald  man  nur  eine  Rotationsfläche  zu  betrachten 
hat,  — weil  stets  durch  zwei  Axendrehungen  (§  .59.)  die 
eine  der  Projectionsaxen  zur  Axe  a dieser  Rotationsfläche 
parallel  gemacht  werden  kann. 

1)  Man  erörtere  im  Sinne  des  Textes  die  Darstellung 
einer  Rotationsfläche,  ihrer  Parallelkreisc  und  Meri- 
diane in  orthogonaler  Parallelprojection  für  die  Vor- 
aussetzung, dass  die  Rotationsaxe  o zur  zweiten  Pro- 
jeetionsebene  parallel  sei,  jedoch  nicht  normal  zur 
ei-sten. 

2)  Es  ist  die  axonometrische  Darstellung  der  Rotations- 
fläche, etc.  anzugeben. 

29* 
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.‘5)  Man  orläiitere  die  centralprojectivisehe  Dar.»tollun"  der 
Farallclkreise  und  Meridiane  einer  Hotationsiiäi'lio 
!i)  bei  scliräg  zur  Bildebene  liegender  Axe, 

b)  bei  einer  zur  Bildebene  normalen, 

c)  bei  einer  zur  Bildebene  parallelen  Axe. 

■1)  Man  vollziehe  dieselbe  insbesondere  in  dem  Falle,  wo 
die  erzeugende  Curve  C der  Fläche  eine  gerade  Linie 
ist,  die  mit  der  Axe  nicht  in  einer  Ebene  liegt. 

5)  Man  verzeiehne  den  zur  zweiten  1’rojec.tionsebene  pa- 
rallelen und  einen  schrägen  Meridian  für  die  Jlota- 
lionsfläehe,  die  durch  Drehung  einer  (jeraden  um  die 
zu  OZ  parallele  Axe  besteht. 

0)  Man  verzeichne  in  orthogonaler  Parallelprnjection  bei 
zu  OZ  paralleler  Botationsaxe  n schräge  Meridiane 
der  KotationsHäeho,  für  welche  der  zur  zweiten  IVo- 
jcctionsebene  paitillelc  Meridian  als  Kreis  oder  über- 
ha\ipt  als  ein  Kegelschnitt  gegeben  ist. 

117.  Wenn  für  orthogonale  Barallelprojection 
die  zu  OZ  parallele  Botationsaxe  n in  a und  n"  und 
die  erzeugende  Curve  C durch  C'  und  C'  projiciert 
ist,  so  ergiebt  sich  die  Bestimmung  der  Projectionen 
aller  Punkte  und  die  Darstclhing  ihrer  bezüglichen 
Tangentialebenen  T,  besonders  einfaeh. 

Ist  zunächst  in  die  erste  Projection  eines  Punktes 
der  Fläche  gegeben  (Fig.  199.),  so  geht  durch  dieselbe  die 
erste  Projection  P,'  des  zugehörigen  Parallelkreiscs,  deren 
Schnittpunkte  C,,',  C|j',  mit  C'  durch  ihre  zweiten  Pro- 
jectionen C,|",  C|j'',  in  C"  die  zweiten  Projectionen  der 
Parallelkreise  P|,",  Pp/',  •••  — als  Parallelen  zur  Axe  OX — , 
welche  in  P,'  projiciert  sind  und  auf  denen  die  bezüglichen 
Punkte  A^^',  z/,/',  •••  liegen  müssen. 

■ Sucht  man  in  dieser  Weise  die  zweiten  Projectionen  zu 
allen  den  Punkten  A,',  2?,',  •••  in  einer  durch  n'  gehenden 
Geraden  M,',  so  erhält  man  als  ihren  Ort  die  zweite  Projec- 
tion M,"  des  bezüglichen  Meridians  der  Fläche. 

Wären  die  Projectionen  eines  Meridians  M,  der  Fläche 
gegeben,  so  bleibt  die  Construction  unverändert  mit  Ersetzung 
von  C durch  M, . Schneidet  der  Kreis  P^'  die  erste  Projec- 
tion C’  der  erzeugenden  Curve  oder  den  Badius  M,',  soweit 
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er  (Jen  Jlerklijui  M,  projiciert,  nicht,  so  entspricht  dein 
kein  J’unkt  der  Fliiclie;  cs  flieht  iin  Allgemeinen  einen  grössten 
und  einen  klcin.sten  l^iirallelkrcis  auf  derselheii  — inan  kann 
sic  als  Acquator  und  als  Kchlkreis  der  I’'läehe  hezcichnen 
deren  erste  1‘rojectionen  einen  Kreisring  begrenzen,  in  wel- 
chem die  ersten  I’rojectionen  aller  Punkte  der  Flache  liegen, 
so  dass  man  sagen  darf,  sic  bilden  den  Umriss  der  Flüche 
in  der  ersten  I’rüjection. 

Aus  der  zweiten  l’rojcctiun  fl"  eines  I’unkti^s  der  l’'liiche 
bestimmt,  sich  sofort  die  der  Axe  OX  parallele  zweite  l’ro- 
jection  des  zugehörigen 
I’arallelkreises  P./'  und 
alsoauch  diedes  Schnitt- 
punktes dos  Ijctztcrn  mit 
der  erzeugenden  Curve 
C oder  der  Meridianlinic 
M| , also  auch  die  erste 
IVojcction  desselben 
und  somit  die  des  l’a- 
rallelkreises  P.^,  in  wcl-  — 
eher  dann  in  dem  von 
/Vi"  auf  die  Axe  OX  ge- 
fällten Lothe  die  beiden 
ersten  IVojeetionen 
D^^'  sieh  finden,  die  dem 
entsprechen. 

IstMxs"  die  zweite 
l’rojection  des  zu  XOZ 
parallelen  Meridians,  so 
erkennt  man,  dass  für  einen  Punkt  ll^' 

Projection  und  also  vauch  kein  I’unkt 
existiert,  wenn  /?,"  nicht  in  dem  von  den  beiden  Hälften 
des  Meridians  M.r."  mit  den  äussersten  Parallelkreisen  cinge- 
schlosscncn  Flächenstücke  und  nicht  in  den  Grenzen  dc.ssel- 
hen  liegt.  Jener  Meridian  erscheint  also  als  der  Umriss  der 
hdäche  in  der  zweiten  Projection;  ebenso  der  Meridian  My,'" 
für  die  dritte. 

1)  Man  leite  in  orthogonaler  Parallclprojeetion  und  für 
a als  parallel  zu  OZ  aus  den  Projeetionen  der  erzeu- 
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gonden  Curve  C den  znr  zweiten  Projcctionsebene 
parallelen  Meridian  ab  und  zwar  sowohl  seine  Punkte 
als  seine  Tangenten;  insbesondere,  wenn  die  erzeu- 
gende Curve  eine  Sehraubenlinic  ist , deren  Axe  zur 
Rotationsaxe  parallel  ist. 

Man  erhält  für  einen  Punkt  P der  erzeugenden 
Curve  mit  der  Tangente  / die  Spitze  M des  zuge- 
hörigen Parallclkreisberührungskegels  als  Schnitt  der 
Axe  rt  mit  einer  durch  t gehenden  Ebene,  die  die 
Cerade  PM  zur  Falllinie  hat,  d.  h.  deren  erste  Spur 
die  vom  ersten  Durehstosspunkt  von  t ausgehende 
Normale  zu  P' a ist. 

2)  Man  construiere  die  Umriss -Hyperbel  des  einfachen 
Rolationshyperboloids  durch  Punkto  und  Tangenten 
aus  der  geraden  Erzeugenden  g und  der  zu  OX  pa- 
rallelen Axe  rt. 

5)  ln  welchen  Fällen  hat  eine  Rotationsfläche  keinen 
Umriss  in  der  ersten  Projcction  und  in  welchen  Fällen 
ist  nur  ein  Kchlkreis  vorhanden? 

4)  Die  Zahl  der  Punkte  Ju  der  Fläche,  welche  einer 
gegebenen  ersten  Projcction  A^'  entsprechen,  hängt 
von  der  Gestalt  des  Meridians  derselben  ab. 

5)  Zu  einer  zweiten  Projcction  B"  giebt  cs  im  Allge- 
meinen zwei  Punkte  Ä,,  und  der  Fläche.  In  wel- 
chen Fällen  können  vier  oder  mehrere  solcher  Punkte 
gefunden  werden? 

(i)  Man  erläutere  die  Punkte  der  Umrisse  als  Ausnahmen 
von  dieser  Regel. 

118.  Die  Darstellung  der  Tangentialebene  T in 
einem  Punkte  A der  Rotationsfläche  wird  durch  die 
Construction  der  Tangente  des  zugehörigen  Parallelkreiscs 
P derselben  und  die  der  Tangente  t„  dos  zugehörigen  !Mcri- 
dians  M — als  zweier  in  ihr  liegender  und  sich  rechtwinklig 
schneidender  Geraden  — geleistet  (Fig.  200.).  Für  die  zu 
OZ  parallele  Lage  der  Axe  a und  unter  der  Voraussetzung, 
dass  der  zur  Ebene  XOZ  parallele  Meridian  Mj;  oder  der 
zweite  Umriss  verzeichnet  sei*),  ergiebt  sich  t,,  in  der  ersten 

*)  Dietto  VorHUSsctzuiigcn  sollen  im  Folgenden  überall  gelten,  wo 
nicht  andere  ausdrücklich  erwähnt  sind. 
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fVojection  als  die  Tangente  von  der  des  Parallclkrcises  in  A', 
d.  li.  als  Normale  zu  a'.t  in  A'  und  /«'  als  Radius  n'-T;  da- 
gegen erscheint  tp  in  der  zweiten  Projcction  als  die  zu  OX 
parallele  Gerade  durch  A"  und  (J'  wird  erhalten,  indem  inan 
A"  mit  dem  Punkte  0 von  «"  verhindet,  wo  diese  geschnitten 
wird  von  derjenigen  Tangente  des  Uinrissmeridians  M-r/', 
deren  Berührungspunkt  auf  dem  Parallelkrois  von  A"  liegt. 

Man  sicht  daraus,  dass  die  erste  Spur  der  Tangential- 
ebene iin  Punkte  A normal  ist  zur  ersten  Projcction  des  Ra- 
dius von  A in  seinem  Parallelkreis. 


KIg.  200. 
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Errichtet  man  auf  der  Tangentialebene  T im  Berührungs- 
punkt A eine  Normale  u,  so  ist  dieselbe  die  Normale  der 
Fläche  im  Punkte  A]  von  ihren  Projeetionen  fällt  somit 
die  erste  in  den  Radius  A'a,  die  zweite  aber  geht  vom  Punkte 
nach  demjenigen  Punkte  iV"  der  Axe  wo  dieselbe  von 
jener  Normale  des  Meridians  Mji"  getroffen  wird,  deren  Fuss- 
punkt  im  Parallelkrois  von  A"  liegt.  Alle  Noriualen  einer 
Rotationsfläche  in  Punkten  des  nämlichen  Meridians  liegen 
in  der  Ebene  desselben;  alle  Normalen  derselben  in  Punkten 
des  nämlichen  Parallelkreises  bilden  einen  Rotationskegcl  von 
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der  Axe  a,  der  zugleich  der  Norraalenkegel  des  zugehörigen 
Herühningskegels  der  Flache  über  demselben  I’arallelkreis  als 
Basis  ist.  (Vcrgl.  § 97.;  4.) 

Man  sicht  daraus,  dass  die  I’arallelkreise  und  Meridiane 
der  Rotationsfläche  aufgeschriebene  Curven  sind,  von  der  spe- 
ciolien  Eigenschaft,  dass  die  Normalen  in  den  auf  einander 
folgenden  Punkten  derselben  sich  schneiden,  sodass  die  Ge- 
sammtheit  dieser  Normalen  eine  dcvclo])pable  Fläche  bilden. 
Man  nennt  sie  (vergl.  § 103.;  c.)  die  Krümmungslinicn 
der  Rotationsfläche. 

Wir  wissen  von  den  Curven  der  Hau j)ttangcnten 
der  Fläche,  — deren  devcloppable  Flächen  der  Fläche  zu- 
gleich umschrieben  sind,  die  also  in  sich  die  doppelte  Er- 
zcugungsweisc  der  Fläche  in  § 115.  liefern  — dass  die  Rich- 
tungsdifferenzen ihrer  Anfangsclcmentc  in  irgend  einem  Punkte 
von  denen  der  bezüglichen  Krümmungslinicn  halbiert  werden. 
(Vergl.  § 103. ; c.)  Sie  sind  aber  nur  reell  in  den  Regionen  hy- 
perbolischer Punkte,  für  eine  Rotationsfläche  also  nur  da,  wo 
die  Meridianlinic  ihre  Convexität  der  Axe  zuwendet.  Um 
sic  zu  construieren,  würde  man  ein  im  betrachteten  Punkte 
die  Fläche  osculiercndes  einfaches  Hyperboloid  verzeichnen 
müssen,  und  könnte  vereinfachend  (vergl.  § 107.)  seinen  Mit- 
telpunkt ira  Durchschnittspunkt  der  Axe  mit  der  Normale 
der  Fläche  im  betrachteten  Punkt  wählen,  d.  h.  dasselbe  als 
Rotationshyperboloid  bestimmen,  das  den  Berührungspunkt 
im  Kchlkreis  bat;  die  dem  Punkte  in  ihm  entsprechenden 
geraden  Erzeugenden  wären  die  gesuchten  Haupttangenten. 

1)  Man  construicre  die  Tangentialebenen  und  die  Nor- 
malen einer  Rotationsfläche  in  denjenigen  Punkten 
derselben,  die  a)  eine  gegebene  erste,  b)  eine  gege- 
bene zweite  Projection  haben. 

2)  Man  bestimme  die  Tangentialebene  in  einem  gege- 
benen Punkte  der  Rotationsfläche  direct  aus  der  Axe 
a und  der  erzeugenden  Ourve  C derselben;  specicll 
für  das  durch  eine  Gerade  <j  erzeugte  Rotationshyper- 
l)oloid.  Man  erkläre  die  Construction  in  Fig.  201. 

3)  Man  erörtere  die  Lage  der  Tangentialebenen  der  Fläche  , 
in  den  Punkten  ihrer  Umrisse  als  Specialfälle  der  all- 
gemeinen. 
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4)  Die  Evolute  des  Meridians  der  EoiationsHäche  darf 
als  Rückkelirkante  der  developpabeln  Fläche  betrach- 
tet werden,  welche  von  den  Normalen  der  Kotations- 
Hächo  in  den  auf  einander  folf'enden  Punkten  des 
Meridians  gebildet  wird. 

5)  Die  durch  Rotation  eines  Kreises  um  eine  in  seiner 
Ebene  gelegene  Axe  erzeugte  Rotationsfläche  — der 
Torus  — ist  zugleich  die  Envcloppo  einer  Kugelfläche 
von  unveränderlichem  Radius,  deren  Mittelpunkt  einen 
Kreis  beschreibt;  derselbe  werde  näher  bezeichnet. 


Fig.  »)!. 


6)  Die  Normalen  einer  Rotationsfläche  in  den  l’unkten 
desselben  Parallelkroises  bilden  einen  Rotationskegel 
um  ihre  Axe;  die  aus  der  Spitze  desselben  mit  seiner 
Kantcnlängo  als  Radius  beschriebene  Kugel  berührt 
die  Fläche  nach  dom  Parallclkreis  und  dieselbe  kann 
somit  als  die  Envcloppo  einer  Kugel  von  stetig  ver- 
änderlichem Radius  betrachtet  werden,  deren  Mittel- 
punkt die  Axe  durchläuft. 

7)  Die  Linien  der  parabolischen  Punkte  der  Rotations- 
flächen sind  Parallellkreise. 
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8)  Die  Paare  der  Ilaupüangentcn  einer  Rotationsfläche 
in  den  Punkten  desselben  l’arallelkreises  bilden  ein 
einfaches  Kotivtionshyperboloid,  welches  der  Fläche 
nach  diesem  Parallel  umschrieben  ist. 

!))  Die  Ebene  des  Parallclkreises  ist  zu  den  Tangential- 
ebenen der  l'^läche  und  somit  zu  dieser  selbst  in  allen 
Punkten  desselben  gleichgencigt;  ebenso  die  Ebene 
des  ISleridians  und  zwar  diese  speciell  normal. 

Allgemein:  Wenn  eine  Ebene  eine  krumme  Fläche 
überall  unter  gleichem  Winkel  schneidet,  so  ist  ihre 
Sclmittcurve  mit  dieser  eine  KrUmmungslinie  dersel- 
ben. Denn  die  Fläche  der  Normalen  ist  developjjabcl, 
weil  sie  eine  Fläche  gleichen  Falles  gegen  jene  Ebene 
durch  <‘ino  gegebene  Curvc  ist.  (Vcrgl.  § 101.;  13.) 

10)  Die  Meridiane  der  Rotationsflächen  sind  zugleich  geo- 
dätische Linien  derselben.  Wenn  eine  Krümmungs- 
linie einer  Fläche  zugleich  eine  geodätische  Linie 
dprselben  ist,  so  muss  sie  eine  ebene  Curve  sein. 

lli).  Es  ist  für  die  darstellend  geometrische  IJehandlung 
der  Rotationsflächen  wesentlich,  dass  ihre  allgemeinen 
constructiven  Eigenschaften  aus  der  einfachen  Na- 
tur der  erzeugenden  Rewegung,  der  Rotation  um 
eine  gerade  Axe,  hervorgehen,  — während  die  aus  der 
Natur  der  erzeugenden  Curve  entspringenden  Eigenschaften 
nur  dann  zur  Verwendung  gelangen,  wenn  dieselbe  nach 
ihrem  geometrischen  Gesetz  bekannt  ist,  also  z.  B.  im  Falle 
der  Rotationsflächen  zweiten  Grades. 

Wir  sehen  hier  von  den  Letzteren  ab  und  nehmen  an, 
die  Fläche  sei  durch  die  zu  OZ  p.arallcle  Axe  n und  durch 
den  zur  zweiten  Projectionsebene  parallelen  Meridian  ge- 
geben, welcher  gezeichnet  vorliegt. 

In  Folge  dessen  unterlassen  wir  die  Erortcningcn  über 
< >rdnung  und  Klasse  der  Fläche,  ihre  algebraische  oder  trans- 
cendente  Natur,  etc.  Der  Entwickclungsgang  von  solchen 
empirischen  Elementen  aus  kann  nicht  mehr  der  streng  theo- 
retische sein;  cs  ist  -am  natürlichsten,  die  combinatorische 
Systematik  der  darstellend  geometrischen  Probleme  licrvor- 
treten  zu  hassen  und  nach  den  Anforderungen  derselben  den 
Umfang  mehr  theoretischer  Erörterungen  zu  bestimmen. 
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Ansj>;ehend  von  a)  der  Dftrstellung  der  Fläche,  ihrer 
Funkte  und  Tangentialebenen,  damit  auch  der  auf  ihr  gele- 
genen Curven  und  der  ihr  uinschriehenen  Dcvcloppabeln  — 
wie  solches  durch  die  vorigen  §§  begründet  ist  — wird  man 
b)  zur  Erörterung  der  Beziehungen  der  Fläche 
zu  den  geometrischen  Grundgebilden,  der  Ebene,  dem 
Punkt  und  der  Geraden  übergehen,  d.  h.  zur  Construction 
ihrer  ebenen  Schnitte  oder  ihrer  Punktreihen  in  einer  Ebene, 
ihrer  Tangeiitenkcgel  oder  ihrer  Tangentialebenen  aus  einem 
Punkte  und  derjenigen  Punkte  und  Ebenen  der  Fläche,  welche 
sie  mit  einer  Geraden  gemein  hat. 

Al.s  dritte  Gnippc  von  Problemen  wird  sich  anschlicssen 
e)  die  Erörterung  der  Beziehungen  der  Rota- 
tionsfläche zu  gegebenen  dcvcloppabeln  Flächen 
und  zu  den  Kaumeurven,  welche  als  Rückkehrkanten  der- 
selben auftreten;  specicll  zu  Kegelflächen  und  zu  ebenen  Cur- 
ven. (§§  127.,  128.) 

Es  werden  folgen  d)  die  Constructionon  über  die 
Beziehungen  einer  Rotationsfläche  zu  einer  andern 
krummen  Fläche,  die  nun  eine  Fläche  zweiten  Grades, 
eine  windschiefe  Regciflächc,  eine  andere  Rotationsfläche,  etc. 
sein  kann;  nämlich  die  Construction  der  Reihe  ihrer  gemein- 
schaftlichen Punkte  oder  ihrer  Durchdringungscurve  und  die 
der  Schaar  ihrer  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  oder 
ihrer  gemeinsamen  umschriebenen  dcvcloppabeln  Fläche.  ({;§ 
129.,  130.) 

Endlich  müssen  c)  die  Beziehungen  von  drei  krum- 
men Flächen  zu  einander  eine  Erörterung  finden  (§  130.). 

Dabei  ordnen  sich  der  Gruppe  b)  die  Bestimmung  der 
Schattengrenzen  und  Schlagschattenränme  an  Rota- 
tionsflächen für  Licht  aus  einer  punktförmigen  Quelle  und 
die  Bestimmung  der  Umrisse  der  Rotationsflächen  in 
allgemeiner  Lage  gegen  die  Prpjcctionsebenen  ein.  Zur  Gruppe 
c)  stellen  wür  die  Construction  umschriebener  devc- 
loppabclcr  Flächen  von  gegebenem  Richtungs kegel, 
die  für  den  Fall,  dass  die  Letztere  ein  Rotationskegel  von 
bestimmter  Axenrichtung  ist,  die  Construction  der  Linien 
gleicher  Helligkeit  für  Beleuchtung  durch  Licht  aus 
einer  unendlich  entfernten  punktförmigen  Quelle 
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liefert,  die  man  als  Beleuchtungs-Constructioncn  bc- 
zcielinet  bat. 

Unter  d)  gehören  cndlieli  die  liczicliungen  der  gomein- 
bchaftlielicn  aiifgeseliriebcncn  Curvc  oder  der  gemeinsamen 
umschriebenen  develojipabeln  Fläche  zu  den  Elcmcntarformcn: 
l’unkt,  Ebene  und  gerade  Linie. 

Uas  l’rincip  der  Dualität  scheidet  alle  diese  ■ 
Probleme  wesentlich  in  zwei  Gruppen;  die  i’robleme 
der  einen  sind  zu  lösen  mittelst  der  Punkte  auf  den  Flächen 
und  ihrer  einfachsten  Reihen  oder  der  einfachsten  aufge- 
schricbenen  Curven,  nämlich  der  Parallelkrcise  nnd  Meri- 
diane; die  der  andern  mittelst  der  Tangentialebenen  an  die 
Fläche  und  ihrer  einfachsten  Schaaren  oder  der  einfachsten 
umschriebenen  Devcloppabcln , nämlich  der  Parallclkreis- 
Rerührungskegcl  und  der  Meridian -Berührungscylinder  — 
denn  nur  im  Falle  des  einfachen  Rotationshyperboloids  giebt 
cs  noch  einfachere  aufgeschriebene  Curven  und  umschriebene 
Devcloppabcln  als  diese,  in  den  geraden  Erzeugenden. 

Es  ist  im  Wesentlichen  dieselbe  Reihe  der  Probleme, 
auf  die  wir  früher  geführt  sind  und  dasselbe  dualistische 
Entsprechen  besteht  zwischen  ihnen. 

120.  Der  Querschnitt  einer  durch  die  Axe  a parallel 
<tZ  und  den  Meridian  M.ri  gegebenen  Rotationsfläche  mit 
einer  Ebene  E,  die  wir  durch  ihre  Spuren  , s.^  bestimmt 
denken,  kann  mit  Hilfe  der  Parallelkrcise  oder  der  Meridiane 
der  Fläche  gleich  bequem  construirt  werden  (Fig.  202).  Denn 
die  Ebene  E wird  von  der  Ebene  des  Parallclkreiscs  P,  in 
einer  durch  ihren  zweiten  Durchstosspunkt  und  ihre  Richtung 
j>arallcl  zur  ersten  Spur  der  Ebene  bestimmten  Geraden  p, 
geschnitten,  deren  Durchschnittspunkte  Bi  mit  dem  Kreise 
P,  sonach  der  Durchdringungscurve  angchören. 

Und  die  Ebene  E wird  von  der  Ebene  des  Meridians  M,, 
den  wir  in  beiden  symmetrischen  Hälften  gezeichnet  voraus- 
.setzen,  in  einer  durch  ihren  ersten  Durchstosspunkt  und  ihren 
Schnittpunkt  mit  der  Axe  n bestimmten  Geraden  w,  geschnitten, 
deren  Diirchschnittspunkte  6',-,  . . . mit  dem  Meridian  M,  auf 

derselben  Curvo  liegen,  .lene  Punkte  A,,  />,  erhält  man  in  der 
ersten  Projcction  direct  und  daraus  in  der  zweiten,  die  Punkte 
Ci,  />,•..  aber  bestimmt  man  mit  Hilfe  des  Meridians 
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durch  Drehung  der  Geraden  m,-  in  die  Ebene  desselben  in  (»«,) 
und  naehlierigc  Ziiriickfülirnng  der  gefundenen  Schnittpunkte 
(6’,),  (/>,)  in  die  ursprüngliche  Lage.  Indem  man  den  Parallel- 
kreis  P,  alle  L.agcn  durchlaufen  lässt,  in  denen  er  den  Meri- 
dian M.r:  schneidet,  erhält  man  unssweifelhaft  alle  Punkte  der 
Durchschnittscurve  in  Paaren;  ebenso  indem  man  den  Meri<lian 
M,  um  die  Axe  « eine  ganze  Umdrehung  machen  lässt.  Mit 
Hilfe  der  Parallclkreise  wird  mau  insbesondere  die  Punkte  // 


Kig.  »li. 


bestimmen,  in  w’elehen  die  erste  Projection  der  Schnittcurve 
den  ersten  Umriss  der  Fläche  trifft;  mit  Hilfe  des  Meridians 
M,.,  aber  die  Punkte  P,  in  ■welchen  ihre  zweite  Projection  dem 
zweiten  Umriss  begegnet. 

Die  Gonslniction  zeigt,  dass  die  Durchschnittslinie 
s der  .Schnittebene  E mit  der  zu  ihr  norm  al  en  Meri - 
dianebene  M,  eine  Axe  orthogonaler  Symmetrie  für 
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die  Iturclisclinittscurve  ist,  und  zwar  insbesondere  / eine 
Axe  orthogonaler  Symmetrie  für  die  erste  und  s"  eine  Axe 
seliräger  Symmetrie,  nämlich  für  Parallelen  zur  Axe  O.V,  für 
die  zweite  Projectiou  derselben  (Fig.  202).  Diese  Symmetrie 
hat  zur  Folge,  dass  auch  die  Tangenten  in  je  zwei  entsprechen- 
den Punkten  Ai,  Bi  der  Curvo  sich  in  der  Axe  s durchschneiden, 
wie  diess  auch  direct  aus  der  Construction  derselben  hervor- 
geht. Denn  die  Tangente  in  einem  Punkte  Ai  der  Schnittcurve 
ist  die  Durclischnittslinie  der  zugehürigen  Tangentialebene  der 
KotationsHäche  mit  der  Schnittebene;  und  da  die  Tangential- 
ebenen der  JfotationsHäche  in  zwei  Punkten  Ai,  Bi  desselben 
Parallelkreises  sich  in  einer  Geraden  der  Meridianebene  M, 
schneiden,  welche  die  Strecke  Ai  Bi  halbiert,  so  begegnen 
die  entsprechenden  Tangenten  der  Durchschnittscurve  sich  in 
einem  Punkte  von  s;  speciell  also  ihre  ersten  Projectionen  in 
einem  Punkte  von  s und  die  zweiten  in  der  entsprechenden 
zweiten  Projection  dieses  Punktes  auf  s". 

In  Folge  dieser  Symmetrie  haben  diejenigen  Punkte  der 
Schnittcurve,  welche  in  der  Symmetrieaxe  s liegen,  die  be- 
sondere Eigenschaft,  dass  ihre  Tangenten  zur  Syinmetrieebene 
normal,  d.  h.  zur  ersten  Projectionsebeno  und  somit  zur  ersten 
Spur  der  Schnittebene  parallel  sind;  speciell  in  der  ersten 
Projection  normal  s'  oder  parallel  der  besagten  Spur,  in  der 
zweiten  parallel  OX.  Da  in  Folge  dessen  ihre  Coordinaten  : 
grösser,  respective  kleiner  sind,  als  die  aller  andern  ins- 
besondere ihrer  beiderseitigen  Nachbarpunkte,  so  kann  man 
sie  unter  Annahme  der.V0  1'als  einer  horizontalen  Ebene  als 
die  höchsten  respective  tiefsten  Punkte  tler  Schnittcurve 
bezeichnen.  Sie  werden  offenbar  mittelst  des  Symmetrie-Meri- 
dians M,  direct  construiert. 

1)  Wie  ersetzt  man  die  nicht  verzeichnete  Hälfte  des 
IJmrissmeridians  in  der  Construction? 

2)  Wenn  dem  grössten  respective  kleinsten  Parallkreis 
der  Fläche  speciell  ein  Parallelkreis-Berührungscylinder 
entspricht,  so  sind  die  ersten  Projectionen  der  Punkte 
//  der  Schnittcurve  in  jenen  Parallelkreisen  speciell 
Berührungspunkte,  ihrer  ersten  Projection  mit  dem 
Umriss  der  Fläche  in  dieser. 

3)  Man  erläutere  die  Symmetrie-Eigenschaften  derjenigen 
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ebenen  Sclinitte  einer  Kotationstliielie,  welche  iliireli 
eine  erste  respective  eine  zweite  projicicrende  Kbene 
gebildet  werden. 

4)  Wie  ge.stalten  sich  die  Symmetrie- Verhiiltnisse  der 
Uurchsehnitlscurvo  einer  Ebene  mit  einer  Hotntions- 
tläche  in  Parallelprojection  bei  schräger  Lago  ilirer 
Axe  gegen  die  l’rojectiousebenen  ? 

5)  Die  L'entralprojection  der  Schnittciirve  einer  Kotations- 
fläche  von  allgemeiner  Lage  der  Axe  mit  einer  Ebene  E 
zeigt  die  Eigenschaften  der  involutorischen  Symmetrie, 
d.  i.  ihre  beiden  Theile  cnt.sprcchen  einander  in  einer 
involutorischen  Collineation.  Die  Axe  s derselben  ist 
die  Projection  der  Schnittlinie  der  Ebene  E mit  der 
zu  ihr  normalen  Ebene  durch  die  Axe  a und  das  ent- 
sprechende Oentrum  ist  der  Fluchtpunkt  der  Normalen 
zu  dieser  Ebene;  also  ein  Punkt,  der  zugleich  in  der 
Fluchtlinie  der  Schnittebene  liegt. 

ü)  Ist  es  angeme.ssen,  von  diesen  Methoden  für  die  L’on- 
struction  der  ebenen  Schnitte  von  Hotationskegeln  und 
Hotationscy lindem  Gebrauch  zu  machen? 

7)  Die  ersten  Projcclioncn  aller  ebenen  Schnitte  des  ein- 
fachen Uotationshyperboloides  berühren  den  Umriss 
desselben  in  der  ersten  Projection. 

8)  Der  ebene  Schnitt  der  KotationsHächo  des  Torus  ist 
eine  Ciu've  vierter  Ordnung,  welche  in  den  unendlich 
fernen  nicht  reellen  Kreispunkten  ihrer  Ebene  zwei 
Doppelpunkte  hat.  Wenn  eine  Ebene  die  Fläche  in 
zwei  Punkten  berührt,  so  hat  die  Schnittcurve  der- 
selben mit  der  Fläche  vier  Doppelpunkte  und  zerfällt 
in  zwei  Kegelschnitte,  welche  Kreise  sein  müssen. 
Welches  sind  ihre  Durchmesser? 

9)  Man  construiere  den  Schnitt  d(!S  einfachen  Hotations- 
byperboloids  von  der  Axe  u parallel  O'Z  und  der 
geraden  Erzeugenden  e — parallel  zu  XOZ  — mit  der 
Ebene  E. 

10)  Wie  construiert  man  die  in  die  Synimctricaxe  s der 
Cnrve  fallenden  Scheitel  desselben  falls  sie  eine  Ellipse 
ist  und  wie 'sodann  die  beiden  andern  Scheitel? 

11)  Wie  erkennt  man  aus  der  Lage  der  Erzeugenden  e 
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iiml  der  Schnittebene  E die  Art  des  Schnittes  auf  d^ni 
Kotationshyperboloid?  (Vergl.  § 92.) 

12)  Man  constrniero  iin  Falle  des  hypcrholisclien  Schnittes 
direct  die  Asymptoten  und  die  Scheitel  derSchnittcurvo. 

Man  kann  offenbar  für  jeden  Parallelkrcis  Pi  der 
Fläche,  als  einem  bestimmten  Punkte  von  e entspre- 
chend, die  Construction  des  'J'extes  anwenden;  man 
kann  aber  auch  ebenso  für  jeden  beliebigen  Meridian 
M,  der  Fläche  die  Punkte  des  Schnittes  6',,  A-  be- 


stimmen, indem  man  bemerkt,  dass  dieselben  in  der 
Geraden  s,  liegen  müssen,  welche  diese  Meridianebenc 
mit  der  Schnittebene  E gemein  hat,  und  dass  man 
ferner  die  Schnittpunkte  von  Si  mit  dem  durch  die 
Drehung  von  e erzeugten  Hyperboloid  auf  denselben 
Parallelkreisen  finden  muss,  auf  welchen  die  Schnitt- 
punkte Von  e mit  dem  durch  die  Drehung  von  s, 
erzeugten  Kegel  gelegen  sind.  Man  bestimmt  also 
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(Fig.  203.)  nach  § 64.  die  Letzteren  und  in  s,  selbst 
d.unn  auf  den  besagten  Parallelkreiscn  die  Ersteren, 
Ci  und  D,-  Die  zugehörigen  Tangenten  der  Schnitt- 
curve  bestimmt  man  mittelst  der  Bemerkung,  dass  die 
erste  Spur  der  entsprechenden  Tangentialebene  der 
Rotationsfläche  vom  ersten  Durchstosspunkt  der  durch 
Cf,  respective  Dt  gehenden  Erzeugenden  der  Schaar  e 
normal  zu  a Ci',  respective  a Di'  sein  muss.  Nach  den 
Syrametrieeigenschaften  giebt  die  Benutzung  eines  ein- 
zigen Meridians  zwei  Paare  von  Punkten  und  durch 
Construction  ihrer  Tangenten  ist  die  Schnittcurve  als 
Kegelschnitt  vollkommen  bestimmt. 

121.  Der  Berührungskegel  einer  Rotationsfläche 
aus  einem  gegebenen  Punkte  L wird  mit  Hilfe  der 
ParallelkreisberUhrungskegel  oder  der  Meridianberührungs- 
cylinder  der  Fläche  construiert,  da  jeder  der  erstem  im  All- 
gemeinen zwei  und  jeder  der  letztem  eine  von  der  Gestalt 
des  Meridians  abhängige  Zahl  von  Tangentialebenen  durch 
einen  Punkt  besitzt,  die  zu  dem  fraglichen  Kegel  gehören  und 
deren  Berührungspunkte  mit  der  Fläche  auf  dem  zugehörigen 
Parallel  oder  Meridian  die  zugehörigen  Erzeugenden  des  Be- 
rührungskegels bestimmen. 

Dem  Parallelkreis  Pf  entspreche  der  Berührungskegel  P,* 
von  der  Spitze  Sf  und  derselbe  schneide  die  durch  L gehende 
zu  A'O  Y parallele  Ebene  in  dem  Kreise  Aff, ‘so  bestimmen  die 
von  L an  den  letzteren  gehenden  Tangenten  durch  ihre  Be- 
rühningspunkte  die  beiden  Erzeugenden  des  Kegels  P,*,  längs 
welcher  derselbe  von  Ebenen  aus  L berührt  wird  und  ihre 
Schnittpunkte  mit  dem  Parallelkreis  Pf  sind  zwei  Punkte  Ai,  Bi 
der  Berühmngscurvc  des  von  L ausgehenden  umschriebenen 
Kegels  mit  der  Fläche.  Man  erkennt,  dass  der  über  dem 
Durchmesser  a L'  beschriebene  Kreis  Af  in  der  ersten  Projection 
für  alle  Parallelkreisberührungskegel  als  Hilfskreis  dient,  weil 
er  der  Ort  der  Berührungspunkte  aller  der  Tangentenpaare 
ist,  die  von  i'  an  die  Kreise  AV  gehen,  in  denen  diese  Kegel 
die  zu  X 0 Y parallele  Ebene  durch  L schneiden. 

Andererseits  ent.<pricht  dem  Meridian  M;  ein  Berührungs- 
cylinder  M,-',  der  durch  die  Zurückfühmng  mit  seinem  Meridian 
nach  Mj,  mit  dem  Berührungscylinder  längs  der  Curve  des 
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zweiten  Umrisses  zusammenfällt  und  an  welchen  daher  die 
Tangentialebenen  aus  i gelegt  werden,  indem  man  den  Fuss- 
punkt  der  von  i auf  M,-  gefällten  Normale  auch  in  jene  Ebene 
M.ri  überführt  und  von  da  die  Tangentialebenen  jenes  Umriss- 
cylinders  bestimmt;  die  Zurückführuiig  der  Berührungspunkte 
im  Umrissmeridian  giebt  die  Punkte  C,-,  Di,  . . . der  Berührungs- 
curve  des  Kegels  aus  L auf  dem  Meridian  M,;  dabei  erscheint 
derselbe  Kreis  A'  in  der  .ersten  Projection  als  Hilfskreis  als 
der  Ort  der  Fusspunkte  der  Normalen  von  U auf  die  ersten 
Projectionen  M,'  der  fraglichen  Meridiane. 

Nach  der  Methode  der  Parallclkreisberühningskcgcl  ist 
evident,  dass  die  Berührungscurve  und  mit  ihr  der 
Berührungskegel  orthogonal  symmetrisch  ist  in 
Bezug  auf  die  Ebene  />«,  die  Meridianebene  nach 
dem  gegebenen  Scheitel;  die  Punkte  jener  Curve  Ai,  Bi 
liegen  in  Paaren  auf  Normalen  zu  dieser  Ebene  und  die  zu- 
gehörigen Tangenten  treffen  je  in  einem  Punkte  derselben 
zusammen. 

Mit  Hilfe  der  Parallelkreis-Berührungskegel  bestimmt  man 
die  Punkte  11  der  Berührungscurve,  welche  im  ersten  Umriss 
der  Fläche  liegen;  mit  Hilfe  der  Meridianberührungscylinder 
dagegen  die  Punkte  V im  zweiten  Umriss  der  Fläche,  eben 
durch  den  zugehörigen  Umrisscylinder,  und  die  Punkte  V im 
Meridian  La  als  die  höchsten  oder  tiefsten  Punkte  der  Curve, 
d.  i.  als  Punkte,  deren  Tangente  normal  La  oder  parallel  zur 
Ebene  XO  1'  ist. 

In  Fig.  204.  Ist  die  Durchführung  für  den  Torus 
vom  Umrissmeridian  für  den  Leuchtpunkt  L gegeben. 

Mittelst  des  Kreises  über  Z'n'  als  Durchmesser  sind  die 
Punkte  //, , //j,  //j,  II ^ im  ersten  Umriss  und  mittelst  des 
Punktes  £"  und  des  zweiten  Umrisses  die  Punkte  F,,  l\,  Fj, 
im  zweiten  Umriss  bestimmt  worden,  dazu  die  symmetrisch 
entsprechenden  V^*, . . .;  mittelst  (Z)  die  höchsten  und  tiefsten 
Punkte  t'|,  Vj,  U^,  Uy  Ferner  hat  man  für  die  zur  Mittel- 
ebene .'Vj  symmetrischen  Parallclkreiscbenen  P,  P*  die 
Punkte  1,  2,  3,  4,  1*,  2*,  3*,  4*  mittelst  der  entsprechenden 
Beruhrungskegel  und  für  die  zur  Ebene  La  symmetriseben 
Meridiane  M,  M*  die  Punkte  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12  mittelst 
M und  (jW)  bestimmt. 
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1)  Man  bestimme  diejenigen  Tangentenebenen  einer  Rota- 
tionsfläche, welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen 
und  unter  voi’geschriebcnem  Winkel  zur  Axe  derselben 
geneigt  sind;  spcciell  die  einer  gegebenen  Geraden 
parallelen  Tangentialebenen  dieser  Art. 


Flg.  iU4. 


2)  Mit  Hilfe  der  Kugel  bestimme  man  die  Stellungen  der- 
jenigen Ebenen,  welehe  mit  den  Projectionsebenen 
XOY  und  XOZ  vorgeschriebene  Winkel  machen  — 
indem  man  nach  einander  den  zu  OZ  und  den  zu  0 F 
parallelen  Durchmesser  als  ihre  Axe  betrachtet. 

30* 
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3)  Diejenigen  Tangentialebenen  einer  Rotationsfläehe  zu 
ermitteln,  welche  einen  gegebenen  Punkt  enthalten 
und  zu  einer  gegebenen,  zur  Axe  normalen  Geraden 
parallel  sind. 

4)  Welches  sind  die  Syininetrieverhältnisse  der  central - 
projectivischen  Darstellung  des  Berührungskegels  einer 
Rotationsfläche  -mit  schräger  Axe  und  der  Berührungs- 
curve  zwischen  beiden?  (Vergl.  § 00.;  4.) 

5)  Welche  Vereinfachungen  entspringen  aus  dem  Character 
als  Rotationsfläche  für  die  Conslruction  des  Berühr- 


Fig.  205. 


ungskegels  von  gegebenem  Scheitel  an  ein  Rotations- 
Ellipsoid,  oder  ein  zweifaches  Rotationshyperboloid? 

6)  Die  Construction  des  Berührungscylinders  parallel  der 
Geraden  l in  Fig.  205.  ist  zu  erklären  — warum 
zeigt  die  Berührungscurve  keine  höchsten  und  tiefsten 
Punkte? 

7)  Mau  verzeichne  den  Berührungscylinder  a)  einer  Vasen- 
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form,  b)  eines  Toms,  d.  h.  der  durch  Rotation  eines 
Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene  gelegene  und  ihn 
nicht  schneidende  Axe  entstehenden  Fläche,  bei  ge- 
gebener Richtung  der  Erzeugenden. 

8)  Mau  erörtere  die  Uebortr.ogung  der  speciellen  Eigen- 
schaften des  Rerührungscylinders  und  seiner  Berühr- 
ungscurve  am  Rotations- Ellipsoid  auf  die  centrisch- 
collineare  Transformation  des  Systems. 

9)  Man  interpretiere  die  vorhergehenden  Conslnictionen 
als  Bestimmungen  der  Schattongrenzen  an  Rotations- 
flächen für  Licht  aus  einer  endlich  oder  unendlich  ent- 
fernten punktförmigen  Quelle  und  füge  die  Schlag- 
schatten auf  die  Projectionsebenen  hinzu. 

10)  Die  Curve,  in  welcher  der  Berührungskegel  einer 
Fläche  dieselbe  berührt,  ist  eine  Raumeurve  und  die 
Spur  des  Kegels  in  einer  beliebigen  Ebene  ist  als  das 
Bild  der  Raumeurve  aus  seinem  Scheitel  anzusehen. 

Da  die  besagte  Raumeurve  im  Allgemeinen  keine 
stationären  Punkte  besitzt,  so  hat  jene  Spur  Doppel- 
punkte nur  in  den  Punkten,  welche  einer  die  Fläche 
zweifach  berührenden  Erzeugenden  des  Kegels  an- 
gehören, und  sie  kann  Rückkehrpunkte  nur  in  den- 
jenigen Erzeugenden  haben,  welche  zugleich  'l'angenten 
der  Raumeurve  sind.  Weil  aber  die  Tangente  der 
Berührangscurvc  und  die  nach  ihrem  Berührungspunkt 
gehende  Erzeugende  des  Tangentenkegels  conjugierte 
Tangenten  der  Fläche  sind,  so  können  sie  nur  in 
einer  der  Haupttangenten  der  Fläche  zusammenfallen, 
d.  h.  Rückkehrpunkto  der  Spur  des  Berührungskegels 
entspringen  aus  denjenigen  Punkten  der  Fläche,  für 
welche  eine  Haupttangente  durch  den  Scheitel  des 
Kegels  geht.  (§  82.)  Diese  Erzeugenden  sind  die  dem 
Scheitel  entsprechenden  Erzeugenden  desjenigen  co- 
axialen  Rotationshyperboloids,  welches  die  Rotations- 
fläche in  allen  Punkten  eines  Parallelkreises  osculiert. 
(§  118.) 

11)  Man  mache  die  Anwendung  des  Vorigen  auf  den  Be- 
rührungs-Kegel oder  Cylinder  der  Fläche  des  Torus 
in  7.,  b). 
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12)  Der  Berührungscylinder  von  gegebener  Richtiing  für 
eine  Rotationsfläche  zweiten  Grades  steht  zu  den  gleich- 
gerichteten Berührungscylindem  aller  der  Rotations- 
flächen von  derselben  Axe,  deren  Meridiane  durch 
Parallelverschiebung  des  Meridians  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  seiner  Ebene  erhalten  werden  können , in 
einer  sehr  einfachen  für  die  Construction  der  Berühr- 
ungscurve  der  Letzteren  benutzbaren  Beziehung.  Da 
die  Berührungscurve  der  Rotationsfläche  zweiten  Grades 
und  mit  ihr  der  Berührungscylinder  bei  einer  Parallel- 
verschiebung derselben  und  unveränderter  Richtung 
des  Cylinders  auch  nur  durch  Parallclverschicbung 
geändert  wird,  so  sind  der  Meridian  Berühinngscylin- 
der  längs  eines  Halbmeridians  für  die  Fläche  zweiten 
Grades  und  die  Transformierte  congruent  und  die  Punkte 
der  Berührungscurve  für  die  letztere  liegen  also  auf 
denselben  Parallelkreisen  und  in  den  nämlichen  Radien 
derselben  wie  die  der  Berührungscurve  für  die  erstere 
und  um  die  Verschiebungsgrösse  von  ihnen  entfernt. 
Die  Berührungscurven  solcher  Rotationsflächen  mit 
umschriebenen  Cylindern  entstehen  also  aus  Curven 
zweiten  Grades,  indem  man  die  zur  Axe  der  Rota- 
tionsfläche normalon  Radien  derselben  um  die  näm- 
liche Grösse,  nämlich  den  Abstand  des  Mittelpunkts 
des  Meridiankcgelschnitts  von  der  Axe,  vergrössert. 

13)  Man  wende  ditfss  auf  die  Fläche  des  Torus  <an  und 
erläutere  insbesondere  die  Benutzung  der  Methode  für 
die  Construction  der  Spur  des  Berühnmgscylinders 
in  einer  Ebene. 

122.  Einen  für  die  Darstellung  wichtigen  Spccialfall  bildet 
die  Bestimmung  der • proj icierenden  Berührungscy- 
linder und  Kegel  der  Rotationsflächen  bei  allge- 
meiner Lage  rhrer  Axen;  denn  die  Spuren  derselben  in 
den  respectiven  Bildebenen  sind  die  Umrisse  ihrer  Bil- 
der. In  dem  speciellcn  Fal  1 orthogonaler  Parallelpro- 
jection  mit  einer  zur  Rotationsaxe  parallelen  Axe  OZ  erhält 
man  die  Spuren  gewisser  Parallelkreis-  und  Meridian -Be- 
rührungscylinder direct  als  Umrisse;  im  allgemeinen  Fall 
schräger  Lage  der  Axe  a in  Parallelprojection  und  für  Cen- 
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•tralprojection  dienen  die  Parallelkreisberühningskegel  und 
Meridianbertihrungscylinder  der  Fläche  zur  Ermittelung  ihrer 
Umrisse  nach  § 121.,  indem  im  Allgemeinen  jeder  der  erstem 
zwei  Punkte  und  jeder  der  letzteren  eine  von  der  Gestalt 
des  Meridians  abhängige  Zahl  von  Punkten  für  jeden  Um- 
riss liefert.  Die  projicierende  Linie,  welche  durch  die  Spitze 
des  Kegels  respective  Cylinders  geht,  trifft  die  Ebene  seiner 
Basis,  d.  h.  des  entsprechenden  Parallelkreises  oder  Meridians 
in  einem  Punkte,  durch  welchen  an  diese  Tangenten  gehen, 
die  sie  in  den  entsprechenden  Punkten  des  Umrisses  be- 
rühren. 

V 

Der  Umriss  einer  Rotationsfläche  in  Centralproj ec- 
tion  für  schrägliegende,  also  durch  Flucht-  und  Durchstoss- 
punkt  0' S bestimmte  Axe  « wird  durch  diese  Mittel  wie  folgt 
bestimmt.  (Vergl.Fig.  14<h)  Denken  wir  in  jedem  Parallelkreis 
den  zur  Bildebene  parallelen  Durchmesser,  so  bilden  alle  diese 
einen  Meridian  der  Fläche,  welcher  der  gemeinsamen  Flucht- 
linie q aller  Parallelkreise  d.  h.  der  Fluchtlinie  der  Normal- 
ebenen von  rt,  parallel  ist;  sei  dieser  Meridian  dargestellt, 
so  ergiebt  sich  für  jeden  Punkt  desselben  das  Bild  des  zu- 
gehörigen Parallclkreisdurchmessers  und  das’  der  Spitze  des 
entsprechenden  Parallelkreisberührungskegels.  Bestimmen  wir 
also  den  Schnittpunkt  der  projicicrenden  Linie  der  Letztem 
mit  der  Ebene  des  Parallelkreises  und  seine  Umlegung  in  die 
den  bezeichneten  Durchmesser  enthaltende  Parallelebene  zur 
Bildebene  — immer  mittelst  des  festen  Collineationscentrums 
der  Parallelkreisebenen  — so  liefern  die  von  da  an  die  Um- 
legung des  Parallelkrcises  gehenden  Tangenten  in  ihren  Be- 
ruh rangs  punkten  durch  deren  Zurückführung  in  die  Ebene  die 
betreffenden  Punkte  des  Umrisses  und  ihre  Tangenten.  Man 
kann  auch  entsprechend  der  Ausfühning  in  § 121.  die  Schnitte 
aller  dieser  Parallelkreisberühningskegel  mit  der  durch  das 
Centniin  gehenden  Normalebene  der  Axe  benutzen. 

Für  die  Ausführung  in  Parallelprojection  und  beispiels- 
weise für  den  ersten  Umriss  denken  wir  die  erste  projicie- 
rende Ebene  der  Axe  « als  neue  zweite  Projectionsebene  wie 
in  Fig.  139.  (§  69.)  oder  wir  machen  sie  parallel  der  zweiten 
Projectionsebene  wie  in  Frg.  206.  und  verzeiehnen  den  in  ihr 
enthaltenen  Meridian  ,M,"  oder  M ; ist  dann  ,P,"  oder  (P)  mit 
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den  Endpunkten  ,B",  oder  (B),  (C)  ein  Parallelkreis  mit 
J als  Scheitel  des  entsprechenden  Parallelkreisberührungs- 
kegels, so  ist  D der  Durchschnittspunkt  der  ersten  proji- 
cierenden  Linie  von  A mit  der  Ebene  des  Parallelkreises  und 
bei  Drehung  des  Letztem  um  BCD  in  die  neue  zweite  Pro- 
jectionsebene  erhält  man  in  (//),  (//)  mit  (A‘)  als  Mitte  der 
entsprechenden  Sehne  die  Berührungspunkte  seiner  von  D 
ausgehenden  Tangenten;  deren  erste  Projectionen  in  ÄW, 

Kig.  «Mi. 

,rj»i 


ÄH'  die  ersten  Umrisse  des  Parallelkreisberührungskegels 
bilden,  während  die  //’  selbst  dem  ersten  Umriss  der  Rota- 
tionsfläche angehören.  Bezeichnet  man  durch  oder  (iV) 
die  neue  zweite  Projection  des  Scheitels  des  Normalenkegels, 
sodass  N",  N'  seine  Originalprojectionen  sind,  so  erhellt,  dass 
N" K"  H"  in  derselben  Parallelen  zur  Axe  OX  und  dass  N' H = 
,iV",B"  und  auf  ÄH'  respective  rechtwinklig  sein  müssen. 
(Vergl.  § 118.;  6.) 
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Die  Umrisslinie  ist  für  die  projicieronde  Ebene  der  Axe 
rechtwinklig  symmetrisch  und  erscheint  dalier  in  involnto- 
rischer  Collineation  mit  sieh  selbst  für  den  Normalenflucht- 
punkt dieser  Ebene  als  Centrum  und  für  das  Bild  der  Axe 
als  Axe  der  Collineation. 

1)  Man  verzeichne  den  ersten  vind  zweiten  Umriss  einer 
gefässfürmigen  Rotationsfläche  von  schräger  Axe  «. 

2")  Welche  Construction  ergiebt  die  Benutzung  der  Meri- 
dianberührungseylinder  der  Rotationsfläche  für  die 
Bestimmung  ihrer  Umrisse? 

3)  Welche  besonderen  Punkte  der  Umrisse  erhält  man 
^ direct  durch  die  Methode  der  Parallelkreisberühnings- 

kegel,  welche  erfordern  die  der  'Meridianberührungs- 
cylinder? 

4)  Man  verzeichne  den  centralprojectivischen  Umriss  eines 
Torus  bei  .schrägliegender  Axe  desselben. 

5)  Welche  Vereinfachungen  der  Construction  entspringen 

a)  aus  dem  Parallelismus  der  Axe  zur  Bildebene, 

b)  aus  ihrem  Normalsein  zu  derselben? 

6)  Man  discutiere  die  Erage  vom  Umriss  der  Kugel  in 
Cpntralprojection. 

7)  In  welchem  speciellen  Falle  der  Lage  der  Axe  a wird 
der  Umriss  einer  Rotationsfläche  in  Centralprojection 
ein  Kreis? 

8)  Man  characterisiere  in  den  parallelprojeetivisehen  Um- 
rissen des  Torus  die  Rückkehr-  und  die  Doppelpunkte. 
In  der  Fig.  207.  ist  a'  als  ers\e  Projection  der  Axe 
a des  Torus  und  (<i)  als  die  Umlegung  der  Axe  mit 
ihrer  ersten  projicierenden  Ebene  in  die  Ebene  VOT, 
(M)  als  die  Umlegung  des  entsprechenden  Meridians 
gedacht.  Sind  dann  (P),  (P*)  zwei  Parallelkreisebenen, 
die  symmetrisch  gegen  den  Aequator  liegen,  so  erhält 
man  als  Spitzen  der  betreffenden  Berührungskegel  (S) 
und  (S*)  und  die  symmetrisch  gegen  den  Aequator 
gelegenen  Punkte  der  Axen;  in  (r),  {T*)  sodann  die 
Fusspunkte  der  durch  diese  gelegten  projicierenden 

. Strahlen  irt  den  bezüglichen  Basisebenen;  ihre  Polaren 
(<),  (<*)  in  Bezug  auf  diese  Busen  P(  und  P,*  sind 
eingetragen  und  liefeni  in  (1)  und  (1*)  auf  (P)  re- 
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tcn  die  Normalen  zu  a'  und  trägt  man  von  ihren 
Fusspunkten  aus  auf  diese  die  Längen  von  (/)  re- 
spective  (/♦)  ab,  so  erliält  man  die  Punkte  1,  1;  2,  2; 
1*,  1*;  2*,  2*  der  Umrisslinie  selbst.  Die  entpsre- 


spcctivc  (P*)  Punkte  der  Umrisslinic  in  der  Hilfspro- 
jection.  Die  beiden  andern  in  denselben  Ebenen  ge- 
legenen Parallelkreise  geben  in  gleicher  Weise  die 
Punkte  (2),  (2*).  Fällt  man  dann  von  diesen  Punk- 

Kig.  *Ü7. 
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chcnden  Tangenten  erhält  man  als  die  Spuren  der 
betreffenden  Tangentialebenen,  z.  H.  die  in  1*  als 
nach  dem  Dnrchschnittspunkt  von  a mit  (S*)  (T*) 
gehend.  (Fig.  207.) 

Die  Punkte  des  Umrisses  in  der  Axe  a erhält 
man  durch  die  zu  a normalen  Tangenten  dos  Meri- 
dians (M) ; dem  Acquator  der  Fläche  entsprechen  die 
Punkte  des  Umrisses,  deren  Tangenten  zu  a'  parallel 
sind.  Für  die  Bestimmung  der  Rückkohrpunktc  und 
ihrer  Tangenten,  sowie  für  die  der  Doppelpunkte  ver- 
gleiche man  § 121.;  10.  rcspcctivo  § 82. 

128.  Eine  Gerade  g hat  mit  der  Rotationsfläche 
Punkte  respective  Tangentialebenen  gemein.  Jede 
durch  dieselbe  gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Curve,  welche  mit  der  Geraden  die  fraglichen  Punkte  be- 
stimmt, die  Schnittcurve  in  einer  derselben  genügt  somit  zur 
Bestimmung  der  Punkte.  Ira  Allgemeinen  wird  eine  proji- 
cierende  Ebene  der  Geraden  am  bequemsten  zu  benutzen  sein. 
Schneidet  die  Gerade  die  Axe  a der  Rotationsfläche,  so  be- 
nutzt man  den  durch  sie  gehenden  Meridian;  ist  ihre  Richtung 
in  der  Stellung  der  Normalebenen  zur  Axe  a enthalten,  so 
ist  der  durch  sie  mögliche  Parallelkreis  am  vortheilhaftesten. 
Denkt  man  die  Gerade  g um  die  Axe  a gedreht,  so  erzeugt 
sie  im  Allgemeinen  ein  einfaches  Rotntionshypcrboloid, 
welches  die  gegebene  Rotationsfläche  in  einer  Anzahl  von 
Parallelkrcisen  schneidet,  die  man  natürlich  aus  den  gemein- 
samen Punkten  der  in  derselben  Ebene  gelegenen  Meridiane 
der  Flächen  bestimmt.  Die  Schnittpunkte  von  g mit  der  ge-, 
gebenen  Rotationsfläche  sind  die  Punkte,  welche  g mit  diesen 
Parallelkreisen  gemein  hat. 

Andererseits  bestimmt  jeder  Punkt  auf  der  Geraden  g 
mit  der  Rotationsfläche  einen  Berührungskcgcl,  welcher  mit 
g die  Tangentialebenen  gemein  hat,  die  der  Aufgabe  ent- 
sprechen. Der  zu  g parallele  Borührungscylinder  kann  zur 
Construction  derselben  dienen.  Schneidet  die  Gerade  g die 
Axe  o,  so  benutzt  man  den  Parallelkreisberührungskcgel,  der 
den  Schnittpunkt  zur  Spitze  hat;  liegt  sie  in  einer  zur  Axe 
a normalen  Ebene,  so  dient  der  Meridian-Berührungscylinder 
ebenso  zweckmässig,  dessen  Meridian  zu  ihr  normal  ist. 
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Denkt  man  wieder  das  Rotationshyperboloid,  wel- 
ches durch  die  Drehung  von  g um  die  Axe  a entsteht,  so 
hat  dasselbe  mit  der  gegebenen  Rotationsfläche  eine  Anzahl 
von  rarallelkrcisberührungskegeln  gemein  und  die  gesuchten 
Kbenen  sind  diejenigen  Tangentialebenen  dieser  Kegel,  welche 
die  Gerade  g enthalten. 

1 ) Tangentialebenen  einer  Rotationsfläche  von  gegebener 
Stellung,  d.  h.  parallel  einer  gegebenen  Ebene  con- 
struiert  man,  indem  man  bedenkt,  dass  ihr  Neigungs- 
winkel gegen  die  Rotationsaxe  die  Parallelkreisbe- 
rühnmgskegel  der  Fläche  bestimmt,  zu  denen  dieselben 
gehören  müssen.  Mit  welcher  der  Methoden  des  Tex- 
tes fällt  das  daraus  entspringende  Verfahren  zusam- 
men? 

2)  Die  vorige  Aufgabe  kann  gefasst  werden  als  die  Con- 
struction  der  Normalen  der  Rotationsfläche  von  gege- 
bener Richtung.  Diese  kann  man  aber  direct  bestim- 
men, da  ihre.  Fusspunkte  in  dem  zu  dieser  Richtung 
parallelen  Meridian  der  Fläche  liegen  müssen  und  sie 
selbst  die  Normalen  des  Letztem  von  der  vorgeschrie- 
benen Richtung  sind. 

3)  Man  construiere  die  Normalen  einer  Rotationsfläche, 
welche  von  einem  gegebenen  Punkte  ausgehen. 

4)  Die  Normalen  einer  Rotationsfläche,  welche  einer  ge- 
gebenen Ebene  parallel  sind,  entsprechen  Tangential- 
ebenen, welche  die  Richtung  der  Normale  dieser  Ebene 
enthalten,  d.  h.  Ebenen  des  Berührungscylinders  der 
Fläche  in  der  Richtung  dieser  Normale.  Man  kann 
sonach  noch  einen  Ort  ihrer  Fusspunkte  z.  ß.  als 
gegebenen  Parallelkreis,  Meridian  oder  ebenen  Schnitt 
derselben  voraussetzen.  Für  Parallelkreise  und  Me- 
ridiane ergeben  sich  directe  Methoden  aus  der  Be- 
merkung, dass  die  Normalen  eines  der  ersteren  einen 
Rotationskegel  mit  der  Axe  a bilden,  während  die 
eines  der  letzteren  in  seiner  Ebene  liegen. 

5)  Welche  der  vorigen  Aufgaben  lassen  sich  als  Auf- 
gaben über  die  Bestimmung  der  Beleuchtungsverhält- 
nisse der  Rotationsflächen  interpretieren? 

6)  Alle  Berührungscylinder  derselben  Fläche,  deren  £r- 
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zeugende  einer  Ebene  parallel  sind,  haben  eine  Hehaar 
gemeinschaftlicher  Tangentialebenen  parallel  zu  dieser. 
Alle  parallelen  ebenen  Schnitte  denselben  Fläche  sind 
anzusehen  als  durch  die  nämlichen  unendlich  entfern- 
ten Punkto  gehend. 

124.  Die  Construction  der  Fnsspunkte  der  Normalen  von 
bestimmter  Richtung  an  eine  Fläche  ist  als  die  der  hellsten 
Punkte  derselben  für  die  Beleuchtimg  aus  einer  unendlich 
entfernten  punktförmigen  Quelle  interpretiert  worden;  ein 
weit  allgemeineres  Problem,  das  analoger  Interpretation  fähig 
ist,  giebt  die  Construction  der  Berührungspunkte  sol- 
cher Tangentialebenen  einer  Fläche,  welche  gegen 
eine  gegebene  G erade  einen  bestimmten  constanten 
Winkel  machen.  Diese  'rangcntialebenen  bilden  in  ihrer 
stetigen  Aufeinanderfolge  eine  der  Fläche  umschriebene 
Developpable  von  bestimmtem  Richtungskegol;  der- 
selbe ist  ein  Uotationskegel  mit  der  gege bauen  Ge- 
raden als  Axe  und  dein  bezeichneten  constanten 
W inke  1 als  halben  W inkel  an  der  Spitze. 

Wenn  die  Fläche  durch  Licht  aus  einer  unendlich  fernen 
punktförmigen  Quelle  und  nur  durcli  das  directo  Licht  der- 
selben beleuchtet  gedacht  wird,  wenn  dasselbe  wie  im  leeren 
Raume  sich  fortpflanzend  von  der  Oberfläche  als  von  einer 
mathematischen  Fläche  so  aufgenommen  wird,  dass  die  ent- 
stehende Helligkeit  dem  cosinus  oder  sinus  des  Einfallswin- 
kels gegen  die  Normale  oder  gegen  die  Tangentialebene  pro- 
portional ist,  dann  ist  die  bezeichnete  Developpable 
eine  Fläche  gleicher  Licht-Intensität  und  die  Curve, 
nach  welcher  sic  die  F'läche  berührt,  bezeichnet  auf 
dieser  den  Ort  von  Punkten  gleicher  durch  jene 
Function  des  Einfallswinkels  gemessener  Hellig- 
keit. 

Von  den  hellsten  Punkten  an,  wo  der  einfallende 
Strahl  mit  der  Normale  zusain menfällt  und  sie  umschliessend 
entsteht  ein  System  von  Linien  gleicher  abnehmender  Inten- 
sität bis'  zu  der  Schattengrenze  hin,  in  welcher  der  Ein- 
fallswinkel gegen  die  Normale  zum  rechten  Winkel  geworden 
ist.  Die  zugehörigen  developpabeln  Flächen  gehen  vom  nor- 
mal einfallenden  Strahl  oder  der  Ebene  aus  durch  alle  In- 
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tensitäten  über  zu  dem  berührenden  Cylinder  von  der  Inten- 
sität Null. 

Und  wenn  ihre  Berührungscurven  die  Beleucli- 
tungsverhältnisse  nur  unter  den  vorbezeichneten, 
in  Wirklichkeit  nie  erfüllbaren  Voraussetzungen 
richtig  angeben,  so  zeichnen  sie  jedenfalls  sehr 
deutlich  die  Gestalt  der  Oberfläche,  da  sie  uns  die 
Lage  ihrer  Tangentialebene  überall  vergegenwär- 
tigen. Diese  letztere  für  die  Darstellung  der  Fläche  wich- 
tigste Bedeutung  behalten  sie  auch  auf  der  nicht  beleuch- 
teten Seite  der  Fläche,  jenseits  der  Schattengrenze,  wo 
der  einfallende  Strahl  in  einen  aus  der  Fläche  austretenden 
verwandelt  wird;  diese  Curven  ziehen  sich  hier  schliesslich 
wieder  zu  den  Punkten  zusammen,  in  welchen  der  austre- 
tende Strahl  mit  der  Flächennormale  identisch  ist. 

Das  System  dieser  Curven  V)ietet  die  mathematische Gnind- 
lage  für  die  Darstellung  der  Beleuchtungsvcrhältnisse  der 
Flächen.  Wir  denken  die  Linien  der  Licht-Intensitäten  0,  1 ; 
0,  2 ; • • ■ 0,  9 ; 1,0  oder  der  Dunkelheiten  0,  9 ; 0,  8 ; • • • 0,  1 ; 
0,  0 construiert,  die  Linien  also,  in  deren  Punkten  der  sinus 
des  Einfallswinkels  gegen  die  Normale  die  bezeichnete  Folge 
von  Werthen  hat;  wir  nehmen  sodann  einen  Tuscheton  von 
solcher  Dunkelheit,  dass  sich  der  einfach  aufgetragene  von 
dem  zweifach  über  einander  getragenen  deutlich  unterscheidet, 
während  andererseits  die  zehnfache  Uebereinandertragung  des- 
selben noch  nicht  das  volle  Schwarz  erzeugt,  in  welchem  die 
constructiven  Resultate  verschwinden  müssten,  die  etwa  er- 
halten bleiben  sollen,  und  tragen  denselben  von  der  Linie 
der  Dunkelheit  0,  1 ab  auf  der  den  hellsten  Punkten  abge- 
wendeten Seite  einmal,  sodann  von  der  der  Dunkelheit  0,  2 
ab  zweimal,  etc.,  endlich  von  der  Linie  der  Schattengrenze 
ab  nach  der  unbeleuchteten  Seite  zum  zehnteninale  auf  und 
haben  damit  die  geometrische  Beleuchtung  der  Oberfläche 
dargcstellt,  soweit  es  unter  Bewahrung  der  zehn  Stufen  und 
der  entsprechenden  Linien  gleicher  Intensität  geschehen  kann. 
Wir  können  aber  selbst  die  Linien  gleicher  Neigung  der  Tan- 
gentialebenen gegen  den  einfallenden  Strahl  auf  der  unbe- 
leuchteten Seite  der  Fläche  bcibehalten  und  für  die  täuschen- 
dere Schattengebung  benutzen,  wenn  wir  über  das  von  den 
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umgebenden  Flächen  in  den  Scliattcnraiim  hinein  zerstreute 
und  dort  die  Fläelie  erhellende  Lieht  die  Voraussetzung  machen, 
dass  die  mittlere  Richtung  desselben  die  des  einfallcnden 
Strahls  mit  entgegengesetztem  Sinne  und  dass  seine  Intensität 
ein  bestimmter  Bruchtheil  z.  B.  die  Hälfte  von  der  des  ein- 
fallenden  Lichtes  sei.  Dann  bezeichnen  die  auf  einan- 
der folgenden  Linien  gleicher  Neigung  der  Tangen- 
tialebene zum  einfallcnden  Strahl  im  beschatteten 
Th  eil  der  Fläche  die  Orte  der  gleichen  Abnahme 
der  Dunkelheit  um  je  eine  halbe  Stufe  und  der  Fuss- 
punkt  eines  austretenden  Normalstrahls  wird  ein 
l’unkt  mit  dem  Maximum  des  Reflexlichts  sein,  d.  h. 
ein  Punkt,  dessen  Dunkelheit  nur  der  Stufe  fünf  entspricht. 
Wenn  man  alle  in  einer  parallel- projectivischen  Darstellung 
erscheinenden  Flächen  für  die  gleiche  Richtung  des  cinfallcn- 
den  Lichtstrahls  so  behandelt,  so  erhält  man  eine  der 
Wahrheit  <ler  Erscheinung  überraschend  gut  ent- 
sprechende Darstellung  der  Beleuchtungsverhält- 
nis sc. 

1) .  Die  Helligkeit  einer  Ebene  ist  überall  dieselbe;  man 

bestimme  die  Helligkeiten  der  Projectionsebenen,  eben- 
so die  der  beleuchteten  Flächen  eines  Polyeders. 

2)  Die  Linien  gleicher  Intensität  für  die  developpabeln 
Flächen  sind  ihre  erzeugenden  Geraden. 

.3)  Die  Linien  gleicher  Intensität  für  Rotationsflächen, 
deren  Axen  die  Richtung  des  einfallenden  Lichts 
haben,  sind  die  Parallelkreise  derselben;  spcciell  für 
die  Kugel  also  Kreise  in  zum  Lichtstrahl  normalen 
Ebenen. 

4)  Eine  ebene  Curve  ist  überall  von  gleicher  Helligkeit; 
eine  Raumeurve  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Hellig- 
keit der  entsprechenden  Schmiegungsebene. 

ö)  Die  so  zu  sagen  objectiven  Beleuchtungsverhältnisse, 
welche  nach  dem  Vorigen  für  parallelprojectivische 
Darstellung  gefunden  werden,  gestatten  keine  Modi- 
fleation  nach  Vorder-,  Mittel-  und  Hintergrund,  weil 
überhaupt  kein  betrachtendes  Auge  in  endlicher  Ent- 
fernung der  Parallelprojection  entspricht. 

6)  In  der  centralprojectivischcn  Darstellung  erleiden  die 
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constrnierten  objectiven  Beleiichtungsvorhältnisse  für 
das  Centrum  gedachte  Auge  Modificationen,  welche 
wir  als  nicht  construierbar  bezeichnen  dürfen. 

125.  Die  Erzeugenden,  welche  die  Intensitiitslinien  einer 
developpabeln  Fläche  für  die  zehn  Stufen  der  Beleuchtungs- 
scala sind,  wird  man  als  die  Parallelen  zu  den  entsprechenden 
d.  i.  gleichbeleuchtfUen  Erzeugenden  ihres  Richtungskegels 
erhalten  können;  die  Beleuchtungsconstructionen  de- 
veloppabler  Flächen  kommen  also  auf  die  der  Ke- 
gel insbesondere  zurück.  Für  jenen  Kegel  ergiebt  sich 
aber  zunächst  als  das  einfache  Mittel  ihrer  Bestimmung  die 
Darstellung  seines  Schnittes  durch  eine  zum  einfallenden  Strahl 
normale  Ebene  und  die  Bestimmung  der  Berührungspunkte 
der  gemeinschaftlichen  Tangenten  desselben  mit  den  Kreisen, 
welche  in  derselben  Normalebene  die  Spuren  der  mit  dem 
gegebenen  concentrischen  um  den  Lichtstrahl  durch  die  Spitze 
als  Axe  und  mit  den  Einfallswinkeln  gegen  di»  Tangential- 
ebene für  die  verschiedenen  Stufen  als  halben  Winkeln  an 
der  Spitze  beschriebenen  Rotationskegel  sind. 

Denkt  man  sodann  einer  krummen  Fläche  eine  Schaar 
von  Berührungskegeln  umschrieben,  so  liefert  jeder  einzelne 
derselben  auf  seiner  Berührungscurve  mit  der  Fläche  die 
Punkte  der  verschiedenen  Intensitäten  der  Scala,  und  durch 
die  Verbindung  der  Punkte  von  gleicher  Intensität  entständen 
die  Intensitätslinien  der  Fläche.  Unsere  Betrachtung  hat  nun 
gezeigt,  dass  den  Flächen  zweiten  Grades  als  einfachste 
umschriebene  Developpable  Rotationskegel  angehören,  aus  den 
Punkten  der  die  Fläche  schneidenden  Focalcurve  (§  101.;  20.); 
dass  die  einfachsten  umschriebenen  Developpablen  der  wind- 
schiefen Regel  flächen  die  EbenenbUschel  durch  ihre  er- 
zeugenden Geraden  d.  h.  Rotationscylinder  von  unendlich  klei- 
nem Durchmesser  sind;  . dass  endlich  den  Rotationsflächen 
Rotationskegel  längs  der  Parallelkreise  und  congruente  Cy- 
llnder  längs  der  Meridiane  um-schrieben  sind.  Wir  schliessen 
somit,  dass  die  Construction  der  Intensitätslinien 
von  Rotationskegeln  und  von  Cylindern  mit  gege- 
benem Normalsehnitt  und  zwar  bei  zu  einer  Projections- 
ebene  normaler  Lage  der  Axe  oder  Erzeugenden,  da  jede 
andere  durch  Transformation  auf  diese  zurückführbar  ist, 
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zur  Ermittelung  der  Beleuch  tu ngs  v er liältnis sc  aller 
Flächen  der  genannten  llauptgattnngen  genügen 
w ü r d 0. 

Zu  einer  zweckmässigen  (Jonstructlon  für  diese  gelangen 
wir  aber  durch  folgende  Betrachtung.  Sei  P mit  dem  Mittel- 
punkt A (Fig.  208.)  ein  l’arallelkreis  dos  Kotationskegels 

KIg.  2ü». 


von  der  Spitze  M,  .V  aber  die  Spitze  des  zugehörigen  Nor- 
malenkegels, l das  Bild  de.s  durch  die  Letztere  gehenden 
Lichtstrahls  mit  dem  Fu.s.spunkt  8 in  der  Basi.sebene,  so  han- 
<lelt  es  sich  darum,  die  Erzeugenden  des  Kegels  S,  P zu  con- 
struieren,  welche  zugleich  auf  Botivtionskegeln  von  der  Axe 
/ und  dem  Scheitel  A liegen,  ilenm  halber  Winkel  an  der 
Spitze  der  Einfallswinkel  »„  gegen  die  Normale  des  Kegels 

Fiedler,  Dar^Udletule  (teometrio.  31 
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M,  P als  der  beleuchteten  Fläche,  ist;  diese  Erzeugenden  ge- 
hen in  P die  Punkte  an,  welche  zu  den  Erzeugenden  von 
der  Beleuchtungsintensität  cosi„  gehören. 

Man  wird  diese  letzteren  Punkte  direct  erhalten,  wenn 
man  dem  Rotationskegel  aus  .V  um  / dieselbe  Länge  der  Er- 
zeugenden gieht,  wie  sie  der  Normaleukegel  N,  P besitzt,  da 
dann  die  Basen  beider  Kegel  P,  P,-  als  auf  derselben  Kugel 
liegend  sich  schneiden  müssen,  wenn  die  Kegel  selbst  ge- 
meinsame Erzeugende  haben.  Ist  also  BC  der  mit  der  Or- 
thogonalprojection  des  Lichtstrahls  auf  die  Basisebene  P zu- 
sammenfallende Durchmesser  von  P und  trägt  man  NB  = NC 
auf  l in  NO  ab,  theilt  sodann  ON  in  10  gleiche  Theile  01  oder 
01  =12  = 2.3  = •••  9N,  so  sind  die  durch  diese  Theilpunkte 
gehenden  Normalebenen  zu  / die  Basisebenen  der  den  Beleuch- 
tungs-Intensitäten der  Stufen  9,  8,  7,  •••  1 entsprechenden 
Rotationskegel,  indess  die  durch  0 und  N respective  der  Ma- 
ximal-Intensität  10  und  der  Schattengrenze  mit  der  Intensität 
0 entsprechen ; die  Spuren  dieser  Normalebenen  in  der  Ebene 
P sind  zu  PC  normal  und  äquidistant  unter  einander,  man 
wird  also  nur  den  Anfangs-  und  Endpunkt  der  auf  BC  durch 
sie  erzeugten  Gleichtheilung  zu  bestimmen  brauchen,  um  sie* 
zu  erhalten  und  in  ihren  Schnittpunkten  mit  P die  Punkte 
der  Erzeugenden  von  den  entsprechenden  Helligkeiten  oder 
den  Schattenstufen  0,  1,  2,  •••,  10  für  den  Kegel  M,  P zu 
finden;  und  man  hat  endlich  nur  jene  Theilung  in  BC  über 
10  hinaus  gleichmässig  fortzusetzen  zu  9*,  8*,  7*,  und 
die  entsprechenden  Punkte  von  P zu  bestimmen,  um  die  Er- 
zeugenden der  nichtbeleuchteten  Kegelfläche  zu  erhalten,  in 
deren  Punkten  die  Normalen  mit  dem  Llchtstiuhl  dieselben 
Winkel  machen , wie  in  den  gleichnumerierten  Erzeugenden 
der  beleuchteten  Seite.  Die  Ausführung  dieser  Operationen 
in  Orthogonalprojcction  ist  in  Fig.  209.  gegeben,  eine  Um- 
legung des  Punktes  JV  mit  der  den  Lichtstrahl  / auf  die  Basis 
projicierenden  Ebene  in  die  Ebene  der  Basis  ist  die  einzige 
vermittelnde  Operation. 

1)  Die  Erzeugende  von  der  grössten  Helligkeit  geht  durch 
B und  ihre  Schattenstufe  ist  durch  die  Zahl  von  Ein- 
heiten gegeben,  welche  die  Lage  des  Punktes  B in 
der  Zehntheilung  auf  BC  ausdrückt. 
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2)  Wie  bestimmt  man  die  einer  gegebenen  Erzeugenden 
entsprechende  Scliattonstufe  ? 

3)  Wenn  dem  Punkte  C in  der  Zelintheilung  auf  BC  die 
Zahl  r*  entspricht,  so  ist  mit  Herücksichligung  des 
Iteriexlichts  nach  § 124.  die  Schattenstufe  von  MCa.\\s- 

gedrückt  durcli  5 -|-  ^ • 


4)  Wenn  besitzt  der  Kegel  .V,P  eine  vollbeleuchtete  Er- 
zeugende, d.  h.-  eine  Erzeugende"  von  der  Schatten- 
stufe 0? 

f))  Die  Basiskreise  P,  der  Kotationskegel  ans  N um  l sind 
die  Intensitätslinien  der  Kugel  aus  dem  Mittelpunkt  N 
mit  dem  Halbmesser  iV  ß (Fig.208.),  d.  h.  der  dem  Ke- 
gel M,  P nach  dem  Parallel  P eingeschriebenen  Kugel; 

.31* 
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insofern  also  dieser  Kegel  der  Parallelkreisberiihmngs- 
kegcl  einer  Kotationsiliielie  nacli  dem  Parallel  P ist, 
sind  sie  die  Intcnsitiitslinien  der  nach  diesem  Parallel 
der  Fläche  eingeschriebenen  Kugel. 

0)  Die  nach  § G4. ; 7.  bestimmten  Schattengrenzen  liefern 
den  Endpunkt  10  der  üleichtheilnng  in  BC. 

7)  Für  den  Uotationscy linder  vom  Normalschnitt  P 
fällt  iV  mit  dem  ilittclpunkt  A der  Basis  zusammen; 
ist  l der  durch  ihn  gehende  Lichtstrahl  und  Ni)  = N B 
= NC  für  BC  als  den  Durchmesser,  der  die  Ortho- 


Fig.  2IU. 


gonalprojection  des  Lichtstrahls  l auf  die  Basis  ent- 
hält, so  giebt  OA'  den  Anfangs-  und  Endpunkt  der 
Zehntheilung  in  l,  und  die  Normalebene  durch  0 zu 
/ in  BC  den  Anfangspunkt  der  entsprechenden,  wäh- 
rend N oder  A ihr  Endpunkt  ist.  (Fig.  210.)  Dieselbe 
Oonstruction  bleibt  also  auf  den  Cylinder  anwendbar. 
Weil  aber  der  Anfangspunkt  der  Tlieilung  nur  von 
der  Neigung  des  Lichtstrahls  gegen  die  Ebene  von 
P abhängt,  so  giebt  dieselbe  Construction  die  Erzeu- 


Digitized  by  Coogle 


Curven  und  Flächen. 


485- 


gcndcn  der  gleichnamigen  Schnttcnstufcn  für  alle  Cy- 
lindcr,  deren  Nornuilschnitte  mit  P in  derselben  Ebene 
liegen;  die  Normalen  der  Letztem  in  den  Fuospunkten 
der  gleichbeleufhteten  Erzeugenden  und  also  auch  die 
Tangenten  derselben  in  ihnen  sind  parallel. 

8)  Man  verzeichne  die  Erzeugenden  der  zehn  .Schatten- 
stufen für  einen  Cylinder,  dessen  Normalsehnitt  in 
einer  projicicrendon  Ebene  liegt. 

!•)  Man  bestimme  unter  den  Ebenen  eines  Büschels  die- 
jenigen, welchen  die  bestimmten  Schattenstufon  zu- 
koniincif  — indem  man  die  Scheitelkautc  als  einen 
unendlich  dünnen  Ilotationscylinder  betrachtet.  (Vergl. 

§ 59.,  8.) 

10)  Man  construiere  die  Erzeugenden  der  zehn  Sehalten- 
stufen für  einen  Kotationskcgel , dessen  Axe  einer 
Projectionsebene  parallel  ist. 

11)  Ebenso  für  einen  Kotationscylinder  von  allgemeinster 
Lage  der  Axo. 

126.  Mit  den  ini  vorigen  § entwickelten  einfachen  Mitteln 
lässt  sieh  die  Construction  der  Linien  gleicher  Neigung  der 
* Fläche  gegen  den  einfallendcn  Strahl  oder  der  Intensitäts- 
linicn  aller  Stufen  leicht  für  eine  Ilotationsfläche 
durchführen.  Denken  wir  die  Axe  derselben  parallel  OZ,  so 
findet  man  für  jeden  Parallelkrcis  durch  die  vorige  Con- 
struction die  Punkte  der  verschiedenen  Intensitäten;  eine  V^er- 
cinfachung  der  Arbeit  ist  nur  insofern  möglich  und  erwünscht, 
als  man  die  Länge  A'fl  für  alle  Parallelkreiskegcl  constant  • 
nehmen  und  dadurch  die  Wiederholung  der  Theilungen  ver- 
meiden kann.  Man  verlegt  die  Scheitel  der  Nornialcnkcgel 
sämmtlich  an  einen  Punkt  und  denkt  sie  durch  die  nämliche 
aus  diesem  Punkte  beschriebene  Kugel  geschnitten ; indem 
man  für  die  dadurch  bestimmten  Basen  derselben  die  Con- 
struction ausführt,  erhält  man  stets  dieselbe  Theilung  auf 
dem  Lichtstrahl  l und  nur  die  auf  seiner  Projeetion  /'  wird 
verändert,  jedoch  aus  jener  durch  dieselben  Parallelen  in 
allen  Fällen  erhalten.  Die  Punkte  der  verschiedenen  Schat- 
tenstufen in  den  auf  dieser  Kugel  gelegenen  Basiskreisen 
liefern  aber  die  entsprechenden  Punkte  in  den  Parallclkrcisen 
der  Ilotationsfläche  als,  auf  parallelen  Kadien  liegend.  Die 
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Fig.211.  nnd  TafelXII.  zeigen  die  Durchführung  dieses  Verfah- 
rens für  ein  einfaches  RotationshyperLoloid.  DiePunkte 
der  Intensitäten  0,  5;  1,  2,  4,  6,  8,  10  und  die  der  gleichen  Nei- 
gung der  Tangentialebenen  im  Schattenraume  sind  für  den  Kehl- 
kreis Pj  und  für  die  Paare  der  zu  ihm  symmetrisch  gelegenen 
Parallelkreisc  P,  und  Pj  construiert  und  zwar  in  Fig.  211. 


rig.  211. 


für  die  gleichbezcichnctcn  entsprechenden  Parallelkreisc  der 
Kugel  vom  Radius  Eins  und  aus  dieser  durch  Uebertragung 
mittelst  paralleler  Radien  in  Tafel  XII.  eingetragen.  In  Fig. 
211.  sind  pg  in  /», , p.^  die  Schnittlinien  der  Parallelkreise 
P„,.P, , P.^  mit  der  Ebene  des  Lichtmeridians  in  ihrer  Um- 
legung mit  diesem  in  die  als  Grundriss-Ebene  benutzte  Ebene 
PqJ  auf  sie  ist  die  Theilung  in  die  zehn  Stufen  von  der  Um- 
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legung  des  Lichtstrahls  (/),  aus  durch  Normalen  übertragen, 
um  von  da  aus  die  Punkte  der  besagten  Intensitäten  in  den 
Parallelkreisen  im  Grundriss  zu  erhalten.  Im  Aufriss  der- 
sell)en  Figur  sind  mittelst  der  Umlegung  (/„)  des  Lichtstrahls 
im  Meridian  bis  zum  Parallelismus  mit  XOZ  die  Lagen  der 
hellsten  Punkte  0 und  der  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der 
Intensitätslinien  0,  »;  1,  2,  4,  6 ermittelt.  Uic  betreffenden 
Punkte  dos  Kreises  im  Aufriss  von  Fig.  211.  geben  durch 
ihre  Tangenten  die  Parallelen  derjenigen  Tangenten  der  Um- 
risshyperbel im  Aufriss  von  Tafel  XII.,  deren  Berührungs- 
punkte durch  Zurückführimg  in  den  Lichtincridian  M,  jene 
Punkte  liefern;  die  Bestimmung  der  besagten  Punkte  der 
Umrisshyperbel  ist  mittelst  der  Brennpunkte  und  des  Ilaupt- 
kreises  derselben’ nach  den  Sätzen  in  § 35.;  11  f.  geschehen. 

Endlich  sind  die  Punkte  der  Intcnsitätslinien  im  verti- 
calen  Umriss  selbst  mit  Benutzung  derselben  Eigenschaften 
ermittelt,  nachdem  die  entsprechenden  Tangentcnlagen  in  Fig. 
211.  von  der  Umlegung  (/)j  des  Lichtstrahls  mit  seiner  zwei- 
ten projicierenden  Fibene  in  die  Ebene  XOZ  aus  auf  dom 
Kreise  daselbst  bestimmt  w.arcn.  Dabei  ist  in  Tafel  XII.  der 
Grundsatz  befolgt  worden,  in  der  Verticalprojection  nur  die 
Intensitätslinien  der  sichtbaren  Hälfte  einzntragen,  während 
im  Grundriss  alle,  die  unsichtbaren  als  punktiert,  erscheinen, 
um  die  Symmetrievcrhältnissc  ihrer  Vertheilung  anschaulich 
zu  machen.  Im  Grundriss  schliesst  sich  auch  in  den  obern 
Punkten  10  auf  Pj  die  Schlagschattcncurve  im  Innern  dos 
Hyperboloids  an,  die  mit  Benutzung  der  Ergebnisse  von  § 
09.;  9.  am  einfachsten  bestimmt  wird.  Die  Schlagschatten- 
grenze  für  beide  Projcctionsebenen  ist  eingetragen;  die  Dun- 
kelheiten derselben  im  beleuchteten  Theil  sind  durch  die  ein- 
getragenen Zahlen  5 und  4 respcctive  hczcichnet. 

Die  Intensitätslinien  des  einfachen  Hyperboloids  und  über- 
ha\ipt  die  der  Flächen  zweiten  Grades  sind  Raumeurven  vier- 
ter Ordnung.  (Vergl.  § 100.,  Tafel  XL;  § 102.) 

Es  ist  offenbar,  dass  man  bei  der  bezeichneten  Construc- 
tion  zugleich  die  Beleuchtung  der  Hilfskugel  construiert  und 
man  sieht,  dass  umgekehrt  aus  der  einmal  genau  durchge- 
führten Construction  der  Intensitätslinien  einer  Kugelfläcbc 
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die  Intcnsitätslinien  jeder  Rotationsfläche  für  dieselhe  Be- 
leuchtung abgeleitet  werden  können. 

Ebenso  einfach  lassen  sich  aber  die  Punkto  der  Intensi- 
tätslinien in  allen  Jleridianen  der  Rotationsfläche  con- 
stniiercn;  durch  die  (Jongruenz  aller  Mcridianberührungscy- 
linder  kommen  die  Constructionen  für  sie  alle  überdiess  auf 
Constructionen  am  Umrissmeridian  zurück.  Denken  wir  den 
Lichtstrahl  l durch  einen  Punkt  .'V  der  Axe  a,  und  die  be- 
stimmte Länge  A'O  desselben  auf  einen  Meridian  M,  in 
projiciert,  so  führen  wir  A'O,  mit  M,  in  die  Lage  über 
in  «'1(1  construieren  an  M.,  j für  den  durch  N{()^')  und 

0|  0 bestimmteu  Lichtstrahl  die  Punkte  der  verschiedenen 
Intonsitätslinien,  um  dieselben  dann  in  den  Meridian  M,  zu- 
rück/.ulühren. 

Die  (Jonstruction  für  zwei  zum  Aleridian  </,  / glcichge- 
neigte  Ateridiane  führt  hiernach  offenbar  zu  denselben  Punk- 
ten des  Meridians  M.^  und  es  ergiebt  sich  also  aus  beiden 
(Jonstructionsmethoden  die  orthogonale  Symmetrie  der 
Intcnsitätslinien  der  Rotationsfläche  zu  dem  dom 
Lichtstrahl  parallelen  Aleridian;  im  Falle  der  Exi- 
stenz einer  zur  Axe  « n ormalen  Eb en e rech t w ink  1 i - 
ger  Symmetrie  der  Fläche,  also  für  die  Rotationsflächen 
zweiten  (Jrades,  den  Torus  und  alle  durch  Rotation  eines 
Kegelschnitts  um  eine  in  seiner  Ebene  gelegenen  Parallele 
einer  Axe,  etc.  zeigen  die  Intensitätslinien  überdiess  eine 
ccntrischo  Symmetrie  für  den  Alittelpunkt  der 
F 1 ä c h e. 

Alan  wird  jedenfalls  wie  oben  für  das  Hypei'boloid  die 
höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  Intcnsitätslinien  im  Licht- 
meridian  M,  oder  I,  a und  ebenso  die  Punkte  im  Umrissme- 
ridiauMj.  nach  der  Methode  der  Aleridianbcrührungscylindcr 
bestimmen,  im  Uebrigen  aber  die  Alethode  der  Parallclkreis- 
berühriingskegcl  benutzen.’ 

1)  Man  construicro  die  Intcnsitätslinien  des  Torus  und 
seiner  beiden  durch  den  tiylindcr  begrenzten  Hälften, 
der  den  Ort  des  Mittelpunktes  seines  Aleridians  zum 
Normalschilitt  hat;  man  discuticre  ihre  Spccialitäten. 

2)  Die  Intcnsitätslinien  des  Torus  können  aus  denen  der 
Kugel  durch  eine  Transformation  derselben  Art  her- 
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geleitet  werden,  wie  in  § 121.;  12.  die  Seliattengrenze 
des  Torus. 

3)  Die  Punkte  niaxiinaler  Helligkeit  auf  einer  Kotations- 
fläeho  und  elienso  die  der  grössten  HeHexwirkung 
w'erden  nach  § 123.;  2.  be.stimint. 

4)  Die  Con.struetionsmethoden  des  vorigen  § übertragen 
sieb  aueb  auf  andere  Flächen,  namentlich  die  Fnve- 
loppen  einer  beweglichen  Kugel  von  constantein  Halb- 
messer, oder  die  Enveh)j)pcn  beweglicher  Kotations- 
kege! ; sie  wenden  sich  also  z.  B.  auf  Flächen  zweiten 
Grades  im  Allgemeinen  an.  Man  crörtwe  die  Con- 
struction  der  Intcnsitätslinien  für  die  Fläche,  welche 
ein  Kreis  von  unveränderlichem  Halbmesser  beschnübt, 
wenn  sein  Mittcl|)unkt  eine  eylindrische  Schrauben- 
linie durchläuft,  während  seine  Ebene  stets  normal 
zur  bezüglichen  Tangente  derselben  — also  gleich- 
geneigt  gegen  die  Sehraubenaxe  bleibt. 

f))  Wie  können  die  Tangenten  der  Intcnsitätslinien  des 
einfachen  Rotationshyperboloids  construiert  werden  ? 

(5)  Die  Intensitätslinien  des  Torus  — die  Schattengrenze 
eingeschlosscn  — für  seine  Aussentläche  endigen  als 
Linien  reeller  Beleuchtung  in  den  Punkten,  wo  die. 
Erzeugende  der  umschriebenen  Developpabeln  mit 
einer  der  Haupttangenten  des  betrachteten  Flächcu- 
punktes  zusammen  und  also  in  die  Tangente  der  Be- 
rülirungseurve  auf  der  Fläche*  hinein  fallt. 

127.  Den  vorhergehenden  Problemen  schliessen  sieh  die 
über  die  Durchdringungen  der  Rotationsflächen  mit 
Kegeln  und  Cylindorn  eng  an. 

Sei  eine  RotationsHäche  von  der  Axe  n parallel  OZ  und 
dem  Umrissmeridian  M.r:  und  ein  Kegel  durch  seine  Spitze 
iV  und  seine  Leitcurve  oder  insbesondere  seine  Spur  S,  in 
der  ersten  Projcctionscbcnc  gegeben,  so  werden  die  Punkto 
der  Durchdringung  auf  einem  beliebigen  Parallelkreis  P,  der 
Fläche  gefunden,  indem  man  durch  die  Spitze  Jl/  und  diesen 
Parallel  einen  Kegel  denkt,  tind  die  Erzeugenden  desselben 
bestimmt,  welche  zugleich  dem  gegebenen  Kegel  angehören; 
dazu  verzeichnet  man  die  kreisförmige  Spur  dieses  Hilfske- 
gels in  der  ersten  Projcctionscbcnc  aus  dem  Mittelpunkt  und 
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einem  Punkto  der  Peripherie,  etwa  dem  im  Umrissmeridian 
gelegenen,  und  ihrer  Durchschnittspunktc  mit  der  Spur  S, ; 
die  Geraden  von  diesen  Punkten  nach  yJ/  schneiden  den  Pa- 
rallelkrcis  P,  in  den  Punkten  der  Durehdringungscurve.  Die 
zugehörigen  Tangenten  der  Durehdringungscurve  sind  die 
Durchschnittslinien  der  entspreclienden  Tangentialebenen  des 
Kegels  und  der  Rotationsfläche;  man  bestimmt  ihre  ersten 
1 Uirchstosspunkte  als  Schnitte  der  ersten  Spuren  dieser  Tan- 
gentialebenen. 

Die  gefundene  Durehdringungscurve  kann  als  der  von 
irgend  einer  Leitcurve  des  Kegels  M,  S,  bei  Beleuchtung  aus 
dem  Punkte  M auf  die  Fläche  geworfene  Schlagschatten  an- 
gesehen werden. 

Es  ist  offenbar,  dass  dieselbe  Construction  und  gleich- 
zeitig Interpretation  auf  die  Durehdringungscurve  einer  Cy- 
linderfläche  mit  der  Rotationsfläche  übergehen.  Wenn  der 
Kegel  rcspective  Cylinder  der  Berührungskegel  oder  Cylinder 
einer  andern  krummen  Fläche  ist,  so  dass  seine  Borührungs- 
curve  mit  dieser  als  seine  Leitcurve  erscheint,  so  giebt  die- 
selbe Durchdringung  den  Schlagschatten  der  erstem  Fläche 
auf  die  letztere. 

In  der  Regel  wird  der  Berührungs-Kegel  oder 
Cylinder  einer  krummen  Fläche  sie  selbst  weiter- 
hin durch  dringen  — diess  ist  nur  unmöglich  bei  den 
Flächen  zweiten  Grades  — so  dass  sich  das  gegenwärtig  be- 
trachtete Problem  mit  dem  des  § 121.  gewöhnlich  verbindet. 
Im  Sinne  der  Schattenconstmetion  liefert  eine  solche  Durch- 
dringung die  Begrenzung  des  von  der  Fläche  auf  sich 
selbst  geworfenen  Schlagschattens. 

In  diesem  Falle  ist  die  Leitcurve  des  Kegels  die  Curvc 
der  Selbstschattengrenze  auf  oder  vollständiger  (vergl.  § 12G. ; 
G.)  seine  Berührungscurve  mit  der  Fläche,  und  man  sieht 
sofort,  dass  jene  Punkte  der  Selbstschattengrenze, 
wo  die  Tangente  derselben  mit  der  einen  Haupt- 
tangente der  Fläche  im  bezüglichen  Punkte  zu- 
sammenfällt, bereits  der  fraglichen  Schlagschat- 
tencurve  angehören  und  dass  beide  Curven  einander 
hier  berühren  müssen.  Diese  ist  aber  ferner  nur  ein 
Specialfall  eines  allgemeineren  Gesetzes,  welches  eben  die 


Digitized  by  Google 


Gurren  und  Flüchen. 


491 


Durchdringungscurvo  der  Fläche  mit  einem  Kegel  von  gege- 
benem Scheitel  und  die  Berührungseurve  des  ihr  aus  dem- 
selben Scheitel  umschriebenen  Kegels  betrifft.  Wenn  sich 
diese  Curven  in  einem  Punkte  der  Fläche  schneiden,  so  ist 
die  nach  diesem  Punkte  gehende  Erzeugende  beiden  Kegeln 
gemein  und  eine  Tangente  der  Fläche,  sie  muss  also  die 
Durchdringungseurve  des  Sch  lagschatten  kegels  mit  der  Fläche 
in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  troffen  oder  berühren; 
als  Erzeugende  des  Bcrühningskegcls  ist  aber  dieselbe  Linie 
die  conjugierte  Tangente  zur  Tangente  der  Selbstschattcn- 
grenzc  in  diesem  Punkte,  d.  h.  wenn  auf  einer  krummen 
Oberfläche  die  durch  Licht  von  einem  Piinktc  aus 
erzeugte  Selbstschattengrcnzc  in  einem  Punkte 
von  einer  derselben  Beleuchtung  entspringenden 
Schlagschattengrenze  auf  dieser  Fläche  geschnit- 
ten wird,  so  bilden  die  Tangenten  beider  in  diesem 
Punkte  mit  den  Haupttangenten  der  Fläche  in  ihm 
ein  harmonisches  Büschel;  oder  mit  andern  Worten,  sie 
sind  conjugierte  Durchmesser  der  Indicatrix  der  Fläche  in 
diesem  Punkte.  Man  sieht,  dass  der  vorige  Satz  ein  specieller 
Fall  von  diesem  ist  und  dass  derselbe  auch  für  den  Schlag- 
schatten gilt,  den  der  Körper  auf  sich  selbst  wirft. 

Offenbar  ist  durch  diese  Betrachtungen  die  Aufgabe  mit- 
gelöst, unter  den  Erzeugenden  eines  Kegels  die- 
jenigen zu  bestimmen,  die  eine  gegebene  krumme 
Fläche,  hier  eine  Rotationsfläche,  berühren. 

An  dieselbe  reiht  sich  aber  endlich  die  andere  von  der 
Bestimmung  der  Tangentialebenen  eines  gegebenen 
Kegels,  die  zugleich  die  Fläche  berühren;  auch  zu 
ihrer  Lösung  bildet  man  den  Berührungskcgcl  der  Fläche 
aus  dem  Scheitel  des  gegebenen  Kegels  und  erhält  als  die 
der  Aufgabe  genügenden  Ebenen  die  gemeinsamen  Tangen- 
tialebenen beider  Kegel.  Man  wird  ihre  Spuren  als  gemein- 
schaftliche Tangenten  der  Spuren  beider  Kegel  in  einer  Pro- 
jcctionsebcne  z.  B.  XOY  erhalten. 

1)  Man  bestimme  den  Schlagschatten  einer  kreisförmigen 
Scheibe  in  einer  ersten  projicierenden  Ebene  und  für 
paralleles  Licht  auf  ein  einfaches  Rotationshyperboloid 
von  verticaler  Axe.  Man  wird  für  diesen  Fall  die 
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geraden  Erzeugenden  des  Hyperboloids  zweckmässig 
benutzen.  (Vcrgl.  § 113.;  4.)  Ist  g eine  solche  mit  dem 
Funkte  A im  Kehlkrcis  und  dem  Punkt  S,  in  der 
ersten  Spur  des  Hyperboloids,  so  legen  wir  durch  A 
den  Lichtstrahl  und  verzeichnen  die  durch  ihn  und 
g bostiininte  Ebene  und  ihre  Schnittlinie  mit  der  Ebene 
der  Kreisscheibe,  endlich  die  Schnittpunkte  von  die- 
ser mit  dem  Kreise  selbst;  dann  schneiden  die  durch 
diese  Letzteren  geführten  Lichtstrahlen  das  Hyper- 
boloid einmal  in  g,  das  andre  mal  in  der  zweiten  Er- 
zeugenden des  Hyperboloids,  welche  die  gedachte 
Ebene  enthält.  So  erhält  man  vier  Punkte,  von  denen 
zwei  der  Schlagschattencurve  angehören.  Die  Be- 
trachtiing  derjenigen  Erzeugenden  der  andern  Schaar 
dos  Hyperboloids,  welche  mit  g dieselbe  erste  Pro- 
jection  und  somit  denselben  Punkt  im  Keblkreis  hat, 
liefert  durch  Combination  mit  demselben  Lichtstrahl, 
etc.  abermals  vier  Punkte.  Die  Construction  der 
Tangenten  der  Schattencurvc  gestaltet  sich  auch  sehr 
einfach.  Man  beschreibe  sic. 

2)  Wenn  die  die  Spitze  des  Kegels  enthaltende  Meri- 
dianobene  zugleich  eine  Ebene  orthogonaler  Symme- 
trie für  den  Kegel  ist,  so  ist  seine  Durchdringungs- 
curvc  mit  dieser  in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene  ortho- 
gonal symmetrisch,  ln  welchem  Falle  wird  ein  pro- 
jiciereuder  Cylinder  der  Curvc  doppelt  umschrieben? 

;$)  Liegt  die  Spitze  des  Kegels  in  der  Axe  n selbst,  so 
dass  jode  Meridianebene  die  Spitze  enthält,  so  kann 
die  Durehsehnittscurve  mit  Hilfe  der  Meridiane  zweck- 
mässig construiert  werden. 

4)  Ist  der  Kegel  vom  zweiten  Grade,  so  zeigt  die  zweite 
Projcction  der  Durehsehnittscurve  im  All- 
gemeinen einen  Doppelpunkt;  cs  ist  offenbar, 
dass  demselben  zwei  Erzeugende  des  Kegels  von 
einerlei  zweiter  Projeetion  entsprechen,  die  denselben 
Parallelkreis  der  Rotationsfläche  schneiden,  die  also 
zur  Ebene  dos  Meridians M,..  synunetriseh  liegen.  Alle 
zur  Axe  0 parallelen  Sehnen  der  Kcgelfläche  w'crdcn 
aber  von  der  zu  OY  conjugierten  Diamctralebcnc  des- 
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.selben  halbiert  und  die  fraglichen  Erzeugenden  müssen 
also  in  der  zweiten  Projection  mit  der  Geraden  zu- 
^sammen fallen,  in  welcher  die  Eb(-neM.r:  von  der  be- 
sagten Diamctralebene  des  Kegels  geschnitten  wird. 
Wenn  die  durch  dieselbe  gehende  zweite  projicicrende 
Ebene  beide  Flächen  in  Curven  schneidet,  die  zwei 


Punkte  gemein  haben,  so  existiert  der  fragliche  Dop- 
pelpunkt. In  Fig.  212.  ist  derselbe  für  die  Uurch- 
dringungscurve  der  Kugel  A‘  und  dos  Kogels  zweiten 
Grades  von  der  Spitze  M und  der  durch  ihre  ilaupt- 
axen  AB  und  CD  bestimmten  1 lorizontalspur  direct 
construiert.  Die  zu  den  der  Axe  OY  parallelen  Seh- 
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nen  conjugierte  Diametralebene  des  Kegels  — Hori- 
zontalspur s,  — und  die  Ebene  M.r*  der  Rotations- 
fläche schneiden  sieh  in  der  Geraden  g,  deren  zweite 
projicierende  Ebene  mit  der  Kugel  einen  Kreis,  mit 
dem  Kegel  eine  Ellipse  gemein  bat;  ihre  Schnittpunkte 
geben  den  Doppelpunkt  Z>".  der  Vertiealprojection  und 
die  entsprechenden  Tangenten. 

r>)  Wäre  der  Kegel  nicht  vom  zweiten  Grade,  so  würde 
der  Ort  der  Mittelpunkte  der 'zu  OY  parallelen  Sehnen 
eine  Kegelflüche  von  derselben  Spitze  sein ; derselbe 
gieht  auch  dann  noch  das  Kriterium  für  die  etwaigen 
Doppelpunkte  der  zweiten  Projection. 

6)  Was  folgt  daraus  für  die  Durchdringungen  der  Kugel 
mit  Kegeltlächen , deren  Spitzen  im  Meridian 
liegen? 

7)  Man  übertrage  die  vorigeh  Erörterungen  auf  den  Fall 
der  Centralprojection. 

8)  Der  ebene  Schnitt  einer  krummen  Fläche  begegnet 
den  Berühnmgscurven  aller  zu  seiner  Ebene  parallelen 
berührenden  Cylinder  und  aller  von  ihren  Punkten 
ausgehenden  berührenden  Kegel  so,  dass  ihre  Tangen- 
ten im  Schnittpunkt  zu  den  entsprechenden  Haupt- 
tangenten der  Fläche  harmonisch  sind. 

9)  Man  verzeichne  den  Schlagschatten  des  Torus  auf  sich 
selbst  für  parallele  Lichtstrahlen. 

10)  Ebenso  die  Schlagschatten  einer  Rotationsfläche  in 
Gefassfomi. 

11)  Welche  Eigenschaft  entspringt  aus  dem  Hauptsatze 
des  Textes  für  die  Punkte,  in  welchen  die  Selbst- 
schattengrenze  des  einfachen  Hyperboloids  und  der 
Schlagschatten  seines  obern  Parallelkreises  in  das  In- 
nere (Tafel  XII.)  sich  schneiden? 

128.  Aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  § überträgt  sich 
das  Wesentlichste  auf  die  Beziehungen  der  krummen  Flächen, 
insbesondere  der  Rotationsflächen,  zu  developpablen  Flächen 
mit  Rückkehrkante.  Diese  Beziehungen  liefern  vier  Aufgaben, 
die  wir  nur  im  Allgemeinen  zu  erörtern  haben  und  von  denen 
nur  eine  im  Vorigen  nicht  hervorgetreten  ist;  man  kann 

a)  die  Durch  dring  ungscurve  der  developpablen 
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Fläche  mit  der  krummen,  d.  i.  den  Ort  der  Schnittspunkte 
der  Erzeugenden  der  developpablen  mit  der  krummen  Fläche  P, 

b) die  Durchschnittspunkte  der  Rückkehr  kante 
der  developpablen  Fläche  mit  der  krummen  bestim- 
men; sie  werden  die  Punkte  sein,  welche  die  Durchdringungs- 
curve  bei  a)  mit  der  Rückkehrkante  der  Doveloppabeln  ge- 
mein hat.  Soll  man  aber  nur  diese  Punkte  b)  selbst  bestim- 
men, so  thut  jede  die  Rückkehrkante  enthaltende  Deve- 
loppable,  also  z.  li.  auch  ein  projicierender  Cylinder  derselben 
den  nämlichen  Dienst;  wählt  man  im  Falle  der  Rotationsfläche 
mit  zu  OZ  paralleler  Axe  den  zu  dieser  Axe  a derselben 
parallelen,  so  bestimmt  man  die  Durchdringungscurve  leicht 
mit  Hilfe  der  Parallelkreisebencn  der  Fläche.  Ist  die  Deve- 
loppable  in  a)  die  Begrenzung  des  durch  eine  gegebene  Fläche 
P,  bei  Beleuchtung  durch  eine  leuchtende  Fläche  erzeugten 
Schattenraumes  (vergl.  § 101.),  so  ist  die  Durchdringung  die 
Schagschattencurve  jener  Mäche  P,  auf  die  Fläche  P.  Wäre 
die  Grenzlinie  des  Selbstschattens  der  Fläche  P für  dieselbe 
Beleuchtung  bekannt,  so  gilt  aus  den  im  vorigen  § entwickel- 
ten Gründen  für  einen  Durchschnittspunkt  beider  Curven  auf 
P,  dass  ihre  Tangenten  in  demselben  zu  den  Haupttangenten 
derselben  in  ihm  conjugiert  harmonisch  sind.  Diese  Schnitt- 
punkte selbst  aber  sind  die  Punkte,  in  welchen  eine  Erzeu- 
gende der  Developpabeln  des  Schattenraumes  die  Fläche  be- 
rührt und  entsprechen  also  der  Aufgabe 

c)  diejenigen  Erzeugenden  einer  Developpabeln 
zu  bestimmen,  welche  die  gegebene  krumme  Fläche 
berühren.  Miin  sieht,  die  Lösung  dieser  Aufgabe  erfordert, 
für  irgend  einen  ebenen  Schnitt  der  gegebenen  Developpa- 
beln die  durch  ihn  gehende  der  krummen  Fläche  umschrie- 
bene Developpable  und  die  gemeinsamen  Erzeugenden  beider 
aus  den  gemeinsamen  Punkten  ihrer  Spuren  in  einer  beliebigen 
Ebene  zu  bestimmen.  Man  kann  dazu  speciell  den  unendlich 
fernen  ebenen  Schnitt  wählen,  d.  h.  die  umschriebene  Deve- 
loppable für  den  gleichen  Richtungskegel  mit  der  gegebenen 
erzeugen  (§  75.).  Endlich  ist  die  Aufgabe 

d)  möglich,  diejenigen  Tangentialebenen  einer  de- 
veloppablen Fläche  zu  finden,  welche  eine  krumme 
Fläche  berühren;  bilden  wir  wieder  die  der  krummen  Fläche 
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umsclirielione  Doveloppable  von  demsolbcn  Ificlitnngskcgol  mit 
der  gegebenen,  so  sind  die  Spuren  der  gesiicliten  Ebenen  in 
einer  festen  Ebene  unter  den  genieinscliaftliclien  'J’angenten 
der  bezüglichen  Spuren  beider  Devcloppabeln. 

Der  Aufgabe  a)  entspricht  dualistisch  das  Problem  e),  die 
Enveloppc  aller  der  Tangentialebenen  der  krummen  Fliiclu- 
zu  bestimmen,  welche  durch  die  iiufeinandcrfolgendcn  Er- 
zeugenden einer  devcloppabeln  Fläche  gehen. 

1)  ilan  erörtere  näher  die  Beziehung  der  Ivückkehrkante 
einer  Devcloppabeln  im  Schnittpurrkte  mit  einer  krum- 
men Fläche  zur  Durchdringungscurve  der  Develop- 
pabeln  mit  der  krummen  Fläehe  — etwa  an  dem  Bei- 
spiel der  Schnittpunkte  einer  Schraubenlinie  mit  einer 
RütationsHäche  zweiten  Grades. 

2)  Man  discutiere  die  Construction  derjenigen  Tangen- 
tialebenen einer  krummen  Fläche,  welche  zugleich 
Schmiegungsebenen  einer  gegebenen  eylindrischen 
Schraubenlinie  sind.  In  welcher  Beziehung  steht  die- 
selbe zu  dem  Problem  der  BelenchtungsconstructionenV 

.3)  Welche  Folgerungen  erlauben  die  Betrachtungen  dieses 
und  des  vorigen  § für  die  Selbstschattengrenze  (Halb- 
schatten und  Vollschatten)  und  die  Grenze  des  .Schlag- 
schattens auf  sich  selbst  an  einer  krummen  Fläche 
und  für  Licht  aus  einer  endlich  ausgedehnten  Quelle? 

129.  Wir  wenden  uns  zu  den  Beziehungen  von  zwei 
krummen  Flächen  zu  einander,  wobei  wir  insbesondere  die 
eine  oder  beide  als  Rotationsflächen  denken  werden.  Zwei 
krumme  Flächen  besitzen 

, a)  im  Allgemeinen  eine  gemeinsam  aufgeschriebene 
Gurve  und 

b)  eine  gemeinsam  umschriebene  De velo])pable; 
man  kann  insbesondere  nach  ihren  gemeinschaftlichen  Punkten 
auf  einer  Ebene  oder  einer  devcloppabeln  oder  krummen  Fläche, 
nach  ihren  gemeinschaftlichen  'rangentialebenen  durcli  einen 
Punkt  oder  mit ‘einer  Fläche,  nach  ihren  j^emciuschaft liehen 
Tangenten  durch  einen  Punkt,  in  einer  Ebene  oder  durch 
eine  Gerade  fragen,  sieht  aber  sofort,  dass  die  letzteren  Auf- 
gaben theils  auf  frühere,  theils  auf  die  ersteren  zuriickkoni- 
men.  Nur  mit  diesen  wollen  wir  uns  noch  beschäftigen. 
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Die  gemeinsame  Cnrve  oder  Dnrehdringungscurve  von 
zwei  Flächen  ‘P, , P^  wird  durch  Ililfsfläclion  H,  wie  folgt  be- 
stimmt: Man  eonstruiert  eine  ItilfsUäche  H,,  verzeichnet  ilire 
Schnittlinie  Cu  mit  der  Fläche  P,  und  ebenso  ihre  Schnitt- 
linie Cji  mit  der  Fläche  P.,  und  besfimmt  die  gemeinsamen 
Punkte  P„i  dieser  Curven;  sie  sind  Punkte  der  gemeinsamen 
Curve  Es  kommt  hiernach  nur  darauf  an,  ein  System 

solcher  Hilfsflächen  H,  zu  ermitteln,  dessen  Schnitte  mit  den 
Flächen  P,,  P^  bequem  und  sicher  zu  construieren  sind. 

Ebenso  wird  die  gemeinsam  umschriebene  Dcveloppable 
von  zwei  Flächen  P, , Pj  durch  Hilfsflächen  H,  eonstruiert, 
indem  man  die  gemeinschaftlichen  Dcveloppabeln  Du,  Da,-  der- 
selben mit  P, , P2,  respective  ermittelt  und  die  gemeinschaft- 
lichen Tangentialebenen  derselben  bestimmt;  diese  sind  Ebenen 
der  gemeinsamen  Dcveloppabeln  Die  Aufsuchung  eines 

Systems  solcher  Hilfsflächen  H,,  deren  gemeinsame  Deve- 
loppabeln  mit  P, , P.^  bequem  und  sicher  genug  zu  verzeichnen 
sind,  ist  das  Wesentliche.  Es  ist  dasselbe  Princip,  welches 
schon  bei  der  Construction  ebener  Schnitte  und  Berührungs-  , 
kegel  und  allererst  schon  beim  Durchschnitt  zweier  Ebenen 
zur  Anwendung  gekommen  ist.  Im  Allgemeinen  können  für 
das  Problem  a)  als  Hilfsflächen  Ebenen  und  für  das  Problem 
b)  Punkte  verwendet  -werden  und  man  wird  die  vollständige 
Lösung  der  Probleme  erlangen,  wenn  man  alle  Ebenen  H,- 
eines  Büschels,  respective  alle  Punkte  //,-  einer  Reihe  nach 
einander  benutzt;  insbesondere  darf  die  Sclieitclkantc  dieses 
Büschels  oder  die  Gerade  dieser  Reihe  als  unendlich  ferne 
Gerade  oder  als  Stellung  einer  Ebene  gewählt  werden.  Sei  sie 
z.  B.  die  Stellung  der  ersten  Projectionsebene.  Dann  schneidet 
eine  Parallelebene  H,-  derselben  beide  Flächen  P, , Pj  in  Curven, 
deren  erste  Prpjcctionen  Ci,-’,  Csf  zu  verzeichnen  sind;  ihre 
Durchschnittspunkte  sind  die  ersten  Projectionen  der  bezüg- 
lichen Punkte  von  und  die  zweiten  Projectionen  derselben 
liegen  in  der  gleichnamigen  Spur  der  Hilfsebene.  Die  zuge- 
hörigen Tangenten  der  Dnrehdringungscurve  sind  die  Schnitt- 
linien der  entsprechenden  Tangentialebenen  beider  Flächen. 

Andererseits  bestimmt  eine  in  der  ersten  Projectionsebene 
enthaltene  Richtung  mit  beiden  Flächen  Berührungscylinder, 
deren  Spuren  in  der  zweiten  Projectionsebene  wir  uns  be- 

Fiedler,  rar^tcllendo  Oeometrlo.  32 
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stimmt  denken;  die  gemeinsamen  Tangenten  dieser  Spuren 
sind  die  zweiten  Spuren  gemeinsamer  Tangentialebenen,  deren 
erste  Spuren  jene  Richtung  haben.  Die  zugehörigen  Erzeugen- 
den der  gemeinsamen  Dcveloppabeln  sind  die  Verbindungs- 
linien der  entsprechenden  Berührungspunkte  auf  beiden  Flächen. 

Wenn  man  im  ersten  Falle  die  Hilfsebene  parallel  sich 
selbst  stetig  durch  alle  die  Lagen  führt,  in  denen  sie  zugleich 
beide  Flächen  F, , Pj  schneidet,  so  hat  man  die  Durchdrin- 
gungscurve,  d.  h.  alle  ihre  Punkte  und  Tangenten  vollständig 
erhalten.  Und  wenn  im  zweiten  Falle  die  Richtung  in  der 


Fig.  213. 


festen  Ebene  stetig  durch  alle  die  Lagen  bewegt  wird,  in 
denen  sie  mit  beiden  Flächen  Berührungscylinder  bestimmt, 
so  hat  man  alle  Ebenen  und  Erzeugenden  der  gemeinsamen 
Develop])abeln  gefunden.  Die  aufeinanderfolgenden  Lagen 
der  Ebene  und  des  Punktes  geben  dabei  aufeinanderfolgende 
Gruppen  von  Punkten  und  Tangenten  der  Curve,  respective 
Gruppen  von  Ebenen  und  Erzeugenden. 

Die  vorigen  Erörterungen  geben  die  ganz  allgemeinen 
Lösungen  für  die  in  Rede  stehenden  Probleme.  In  besondern 
Fällen  gestattet  die  gewonnene  Methode  zweckmässige  Modifi- 
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cationen  und  es  kann  geschehen,  dass  andere  Hilfsflächon  besser 
als  die  Ebene  und  der  Punkt  zum  Ziele  führen.  Wenn  die 
eine  der  Flächen  eine  Kotationsflächc  ist,  so  geben  die  Formal- 
ebenen  zu  ihrer  Axe  oder  die  durch  die  Axe  gehenden  Ebenen 
das  bequeme  System  der  Ililfsebenen  und  die  Punkte  der 
Axe  selbst  oder  der  zu  ihr  normalen  Stellung  das  der  llilfs- 
punkte;  denn  jene  führen  auf  Parallelkreisc  und  Meridiane 
als  Schnitte,  diese  auf  Parallelkreisberührungskegel  und  Meri- 
dianberührungscylinder  als  Developpable. 

Wir  bespreclien  den  Fall  von  zwei  Rota  t io  nsfläch  en 
etwas  näher  und  unterscheiden  die  beiden  Fälle,  wo  ihre  Axon 
o,  a*  in  einer  Ebene  liegen  und  den,  wo  sie  sich  kreuzen. 
Durch  Transformation  des  Projectionssysteins  kann  in  beiden 
Fällen  bewirkt  werden,  dass  die  Axe  n der  Axe  OZ  parallel  und 
zugleich  die  Axe  a*  der  zweiten  Projectionsebeno  parallel  ist. 

Liegen  die  Axen  n,  a*  in  einer  Ebene,  so  können 
sie  zuerst  insbesondere  parallel  zu  einander,  also  beide  zu 
OZ  parallel  sein;  dann  sind  für  die  Bestimmung  der  Dureh- 
dringung  die  zu  ihnen  normalen  Hilfsebenen,  welche  beide 
Flächen  in  Parallelkreisen  schneiden,  zu  wählen;  jede  der- 
selben liefert  im  Allgemeinen  zwei  zur  Ebene  aa*  symmetrisch 
gelegene  Punkte  der  Curve  und  man  bestimmt  leicht  die  zu- 
gehörigen Tangenten. 

Für  die  gemeinsame  Developpable  sind  die  Berührungs- 
cylinder  für  parallele  Meridiane  zu  benutzen;  jedes  Paar  der- 
selben liefert  eine  Gruppe  gemeinsehaftlicher  Tangentialebenen 
und  zugehöriger  Erzeugenden  der  Developpabeln.  Es  erhellt, 
dass  die  Ebene  aa*  die  Ebene  einer  Doppelcurve  dör  Deve- 
loppaboln  ist,  entsprechend  dem  zu  dieser  Ebene  normalen 
doppelt  berührenden  Cylinder  der  Durchdringungscurve. 

Wenn  die  Axen  a,  a*  sich  schneiden,  so  würden 
die  zu  a normalen  Ebenen  nur  die  eine  Fläche  in  Parallel- 
kreisen  schneiden  und  die  zu  u normalen  Richtungen  würden 
nur  mit  dieser  Fläche  Meridianberührungscylinder  bestimmen; 
die  Schnitte  respective  Berührungscylinder  der  andern  wären 
mühsam  zu  construieren.  Dagegen  bietet  ein  System  con- 
centrischer  Kugeln  aus  dem  Schnittpunkt  a,  a*  der  Axen  als 
Mittelpunkt  alle  Vortheile  eines  HilfsHächensysteins  dar  (Fig. 
213.).  Eine  solche  Kugel,  welche  beide  Flächen,  d.  i.  deren 

;i2* 
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Umriss  die  Umrisse  beider  Rotationsflächen. schnei- 

det, hat  mit  jeder  der  Flächen  ein  System  von  Parallelkreisen 
gemein;  sind  P,  P*  ein  Paar  solcher  durch  dieselbe  Kugel  des 
Systems  erhaltener  Parallclkrcise  beider  Flächen,  so  schneiden 
sich  dieselben  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  P^,  P.^,  welche 
der  Durchdringungscurve  angehören.  Nach  wie  vor  ist  der  zur 
Ebene  aa*  normale  Cylinder  durch  die  Curve  ein  doppeltpro- 
jicierendor  oder  doppeltberührender.  Uie  Fig.  213.  enthält 
auch  die  Construction  der  Tangente  t im  Punkte  P an  die 
Durchdringungscurve;  man  wird  sie  leicht  erklären. 


Fig.  «14. 


Jede  Kugel  des  Systems  hat  auch  (Fig.  214.)  mit  jeder 
der  beiden  Flächen  ein  System  von  Parallclkreisberührungs- 
kegeln  zur  gemeinsam  umschriebenen  Developpabeln;  ein  sol- 
clier  Kegel  der  einen  und  einer  der  andern  Fläche  haben  mit 
einander  zwei  Tangentialebenen  gemein,  welche  zur  gemeiu- 
schat'tlichcn  Developpabeln  der  Rotationsflächen  gehören  und 
dieVerbindungslinien  c der  zugehörigen  Paare  der  Berührungs- 
punkte entsprechen  ihnen  als  Erzeugende.  Die  gemeinschaft- 
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liehe  Meridianebenc  ist  eine  Ebene  orthogonaler  Symmetrie 
für  die  developpablc  Fläche. 

1)  Die  Durchdringung  einer  Rotationsfläche  mit  einem 
geraden  Conoid,  dessen  Richtungsebenc  zur  Axo  der- 
selben normal  ist,  wird  mittelst  Hilfsebenen  von  der 
Stellung  dieser  Richtungsebene  construiert;  als  Bei- 
spiel dient  die  Durchdringung  des  Tonis  mit  der 
iVölbfläche  des  Eingangs  in  den  runden  Thurm. 

2)  Wenn  die  Axe  einer  Rotationsfläche  zugleich  Leitlinie 
einer  Regelfläche  ist,  so  ist  das  Büschel  der  Meridian- 
ebenen  der  erstoren  vorzüglicb  geeignet  für  die  Con- 
struction  der  Durchdringungscurvc. 

3)  Die  gemeinschaftlich  umschriebene  Developpablc  einer 
Rotationsfläche  und  einer  windschiefen  Regclfläche 
kann  ermittelt  werden,  indem  man  die  Ebenen  durch 
die  Erzeugenden  der  Letzteren  bestimmt,  welcbe  die 
ersteren  berühren  und  die  Berührungspunkte  verbindet. 
Wie  gestaltet  sich  diess  in  den  vorhergehenden  Fällen? 

4)  Man  verzeichne  die  Schnittcurve  eines  Rotationsellip- 
soids mit  der  Fläche  einer  scharfgängigen  oder  einer 
flachgängigen  Schraube. 

5)  Construierc  die  Durchdringung  eines  hyperbolischen 
Paraboloids  und  einer  Kugel. 

6)  Zwei  Rotationsflächen  von  einerlei  Axe  haben  ein 
System  von  Parallelkreisen  zur  gemeinsamen  Curvc 
und  ein  System  von  Parallelkreisberührungskcgeln 
zur  gemeinsam  umschriebenen  Devcloppabeln.  Man 
wende  diess  auf  das  System  von  zwei  Kugeln  an. 

7)  Für  die  gemeinsame  Curve  und  Developpablc  von  zw'ci 
Rotationsflächen,  unter  denen  eine  Kugel  ist,  können 
die  zur  Axe  der  andern  normalen  Ebenen  und  Rich- 
tungen als  Hilfs-Ebenen  und  Punkte  verwendet  werden. 

8)  Die  Tangente  der  Durchdringungscurvc  von  zwei 
krummen  Flächen  ist  die  Normalo  zu  der  Ebene, 
welche  von  den  Normalen  der  beiden  Flächen  im  Be- 
rührungspunkte bestimmt  wird.  Dieser  Satz  gestattet 
bei  den  Rotationsflächen  besonders  bequeme  Benutzung. 

130.  Wenn  die  Axen  «,  a*  der  Rotationsflächen 
nicht  in  der  nämlichen  Ebene  liegen,  während  jedoch 
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a parallel  OZ  und  n*  parallel  XOZ  ist,  so  benutzt  man  zur 
Construction  der  geineinsanien  Curvo  zur  Axe  « normale 
Hilfsebenen;  jede  derselben  schneidet  die  erste  Rotationsfläche 
in  einem  Parallelkreis  P und  die  zweite  in  einer  Curve  C, 
deren  erste  Projection  mit  Hilfe  der  Parallelkreiac  P,*  der 
Fläche  construiert  wird  und  deren  Durclischnittpunkte  P, , P., 
mit  P der  Durclidringungscurve  angehören.  (Fig.  215.)  Die 
Ebene  des  l^rallels  P schneidet  die  Ebene  eines  Parallcl- 


rig.  SI3. 

a." 


kreises  P,*  in  einer  zu  OY  parallelen  Geraden  und  diese  den 
Kreis  P,*  in  zwei  Punkten  jener  Curve  C.  Die  Tangente  l der 
Durchdringungscurve  wird  am  betpiemsten  als  Normalo  der 
Ebene  bestimmt,  welche  die  Normalen  der  Flächen  im  Be- 
rührungspunkt enthält.  In  der  Figur  ist  sie  für  den  Punkt 
Pi  construiert;  n und  n*  sind  die  Normalen  der  Flächen  in 
diesem  Punkte,  s, , s.,  die  Spuren  der  durch  sie  bestimmten 
Ebene,  als  deren  Normale  aus  P,  sich  t ergiebt. 
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Auch  das  Büschel  der  Meridianebenen  der  Fläche  von 
der  Axe  a Hesse  sich  mit  Vortheil  zur  Construction  verwenden. 

Zur  Bestimmung  der  gemeinschaftlichen  Devcloppabeln 
zweier  solchen  Flächen  bedarf  es  gleichfalls  keiner  neuen 
Mittel.  Alle  zur  Axe  a normalen  Richtungen  bestimmen  mit 
der  zu  dieser  gehörigen  Fläche  Meridianberührungscylinder, 
mit  der  von  der  Axe  <i*  Berührungscy linder,  welche  man 
ohne  Schwierigkeit  mittelst  des  Systems  der  Parallelkreisbc- 
rührungskegel  der  Fläche  um  a*  construiert;  die  gemein- 
schaftlichen Tangentenebenen  gehören  der  Develop|)abcln  an 
und  die  Verbindungslinien  der  Paare  der  Berülmingspunkte 
sind  die  entsprechenden  Erzeugenden. 

Andrerseits  liefern  die  Punkte  der  Axe  a mit  der  zuge- 
hörigen Fläche  Parallelkreisberührungskcgel,  mit  der  von  «* 
Berührungskegcl,  die  man  mit  Hilfe  der  Scluiar  der  Parallcl- 
kreisberühmngskegel  dieser  Fläche  construiert;  die  gemein- 
samen Tangentialebenen  solcher  concentrischen  Kegel  gehören 
zur  Dcveloppabclii. 

Sind  die  betrachteten  Flächen  Flächen  zweiten  Gra- 
des, so  lässt  sich  eine  noch  bequemere  Construction  gewin- 
nen. Wir  denken  die  Axen  n,  a*  als  parallel  zur  zweiten 
Projectionsebene  durch  ihre  zweiten  Projectionen  und  ihren 
kürzesten  Abstand  bestimmt,  dazu  die  Umrissmeridiane 
und  M,.*  der  Flächen  gegeben,  beispielsweise  als  Ellipsen 
mit  den  Mittelpunkten  C,  C*  und  den  in  a,  a*  respective 
fallenden  Axen  AB,  ä*  B*  und  den  dazu  normalen  DE,  D*E*. 
Denken  wir  nun  aus  C ein  zu  a*,  C*,  •••  ähnliches  und  ähn- 
lich gelegenes  Kotations-Ellipsoid  construiert,  das  mit  dem 
gegebenen  «,  einerlei  Aequatorhalbmcsser  hat,  so  be- 

rührt diess  dritte  Ellipsoid  jenes  erste  a,  C,  in  zwei  Punk- 
ten des  Aequators  auf  dein  zur  zweiten  Projectionsebene  nor- 
malen Durchmesser  und  schneidet  es  folglich  in  zwei  Ellipsen, 
deren  Ebenen  zweite  projicierende  Ebenen  sind.  Jede  Eirene, 
welche  zur  Ebene  einer  dieser  Ellipsen  parallel  ist,  schneidet 
die  beiden  gegebenen  Ellipsoide  in  ähnlichen  und  ähnlich 
gelegenen  Ellipsen,  deren  eine  Axe  zur  zweiten  Projections- 
ebene normal  und  die  andere  zu  ihr  parallel  ist.  Wählt  man 
also  zur  ersten  Projectionsebene  eine  Ebene,  in  welcher  diese 
Ellipse  als  Kreis  projiciert  wird,  so  erhält  man  die  Durch- 
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dringungscurve  beider  Ellipsoide  durch  ein  System  von  Ililfs- 
kreisen  in  diesem  Projectionssystem  construiert.  (§  99.;  .3.) 
Offenbar  genügen  vier  verschiedene  Stellungen  der  ersten 
Projectionsebene  den  Bedingungen  der  Constfuclion. 

Die  Beziehungen  van  drei  krummen  Flächen  zu 
einander  können  nur  in  speciellcn  Fällen  zu  besonderen 
Erörterungen  Anlass  geben.-  Im  Allgemeinen  besitzen  sie 
eine  Gruppe  gemeinsamer  Punkte  und  eine  Gruppe  gemein- 
samer Tangentialebenen;  jene  sind  die  gemeinschaftlichen 
Punkte  der  Curven,  welche  eine  von  ihnen  mit  den  beiden 
andern  gemein  hat;  diese  die  gemeinschaftlichen  Ikingcntial- 
ebenen  der  Developpabeln,  welche  einer  von  ihnen  mit  den 
beiden  andern  gemeinsch.aftlicli  umschrieben  sind. 

Sind  zwei  der  drei  Flächen  Rotationsflächen  von  einerlei 
Axe,  so  dass  ihre  Schnittcurven  Parallcl-Krcisc  und  ihre  ge- 
meinsam umschriebenen  Developpabeln  Parallelkreisbcrührungs- 
kcgel  sind,  so  hat  man  nur  die  gemeinsamen  Punkte  dieser 
Kreise  respective  die  gemeinsamen  Tangentialebenen  dieser 
Kegel  mit  der  dritten  Fläche  zu  bestimmen. 

1)  Man  construierc  die  Durchdringungscurvc  eines  ein- 

fachen Rotationshyperboloids  mit  einem  Rotations- 
ellipsoid bei  sich  kreuzenden  Axen.  ‘ 

2)  Wenn  ist  die  McthofTc  der  llilfskrcise  auf  die  Con- 
struction  der  Durchdringungseurve  zweier  Rotations- 
flächen zweiten  Grades  nicht  anwendbar? 

3)  Lässt  sich  eine  analoge  Methode  zur  Construetion  der 
gemeinsam  umschriebenen  Developpabeln  von  zwei 
Rotationsflächen  zweiten  Grades  anwenden? 

4)  Die  gemeinsam  umschriebene  Devcloppable  von  zwei 
Flächen  begrenzt  den  Halb-  und  Kcrnschattcnraum 
der  einen,  wenn  die  andere  leuchtend  gedacht  wird. 

5)  Man  bestimme  die  gemeinsamen  Punkte  und  Tangen- 
tialebenen von  drei  Kugeln. 

(i)  Wenn  von  drei  betrachteten  Flächen  z-wei  Kugeln  sind 
und  eine  derselben  als  leuchtend  angesehen  wird,  welche 
Bedeutung  haben  die  Berührungspunkte  der  dritten 
Fläche  mit  den  allen  drei  Flächen  gemeinsamen  T.an- 
gcntialebenen  im  Sinne  der  Schattcnconstruction? 
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E.  Ton  den  projoctivischen  Cuordiiiaton. 

1.31.  In  den  frühem  Entwickelungen  ist  zwar  nirgend 
von  der  analytischen  oder  Coordinaten  - Geometrie  direct  Ge- 
brauch gemaclit,  aber  es  sind  doch  Begriffe  und  Vorstellungen 
mit  Erfolg  zu  Hilfe  genommen  worden,  die  in  letzter  In- 
stanz analytischem  Boden  entspringen.  (Vcrgl.  § 87.)  Die 
Berechtigung  hierzu  liegt  nur  in  dem  Umstande,  dass  aus 
den  geometrischen  Bestinimungsniethoden,  welche 
hier  zur  Grundlage  des  Ganzen  gemacht  wtirdcn, 
die  analytischen  Bestiinmungsmethodcn  der  Uaum- 
Elcmente  sich  vollständig  und  allgemein  ergeben, 
sobald  inan  die  algebraische  Zahl  als  Bcstimmungs- 
mittcl  einfiihrt.  Den  Nachweis  hiervon  geben  wir  hier 
statt  die  dargelegten  Methoden  noch  am  Studium  und  der 
Behandlung  von  andern  Flächenfamilien  zu  cxcmplificiorcn, 
deren  Auswahl  immer  eine  gewisse  Willkürlichkcit  enthält 
und  doch  nicht  erschöpfend  gemacht  werden  kann. 

Die  geometrischen  Gebilde  erschienen  in  dem  Frü- 
heren stufenweis  geordnet : geradlinige  Punktreihen,  Strahlen- 
büschcl  in  einer  Ebene  und  Ebencnbüschel  bildeten  die  erste 
Stufe  f§  23.);  die  Doppelverhältnissgleichheit  entsprechen- 
der Gruppen  von  vier  Elementen  war  die  Bedingung  ihrer 
Projectivität  (§  16.)  und  zu  drei  gegebenen  Paaren  entspre- 
chender Elemente  konnten  darum  alle  übrigen  entsprechenden 
Paare  von  solchen  linear  construiert  werden.  (§  17.)  Wir 
gelangen  zur  Goordinatenbestimmung  und  zur  analytischen 
Geometrie  dieser  Stufe,  indem  wir  das  Doppclverhält- 
niss  selbst,  welches  von  jedem  vierten  Element 
mit  drei  festen  Elementen  des  Gcliildes  bestimmt 
wird,  als  eine  algebraische  Zahl  zum  Bcstimmungs- 
mittel  für  dieses  vierte  Element  machen. 

Die  zweite  Stufe  bilden  die  ebenen  Systeme  von  Punk- 
ten und  Strahlen  und  die  ihnen  entsprechenden  projicierenden 
Bündel,  die  Systeme  aller  Strahlen  und  Ebenen  durch  einen 
Punkt  oder  die  Strahlen-  und  Ebenen  - Bündel  (§  23.);  die 
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Projectivitftt  der  entsprechenden  Grundgebilde  erster  Stufe 
w.ar  die  Bedingung  der  Projectivität  dieser  Systeme  und 
wenn  vier  von  einander  unabhängige  Elemente  des  einen  Ge- 
bildes und  die  vier  entsprechenden  des  andern  gegeben  waren, 
so  Hessen  sich  zu  allen  andern  Elementen  des  ersten  die  des 
zweiten  linear  construiereii  (§  22.) , durch  zweimalige  An- 
wendung der  Construction  für  projectivischc  Gebilde  erster 
Stufe.  Eine  ganz  entsprechende  Zusammensetzung  führt 
von  den  Coordinaten  für  die  Gebilde  erster  Stufe 
zu  den  Coordinaten  und  zur  analytischen  Geome- 
trie für  die  der  zweiten.  Dieselbe  ist  ebenso  wesentlich 
gleichartig  für  die  vier  verschiedenen  Formen  derselben  wie 
die  geometrische  Bestimmung  und  Construction. 

Die  Gesammtheit  der  Punkte  und  anderseits  die  der 
Ebenen  des  Raumes  sind  die  beiden  Gebilde  dritter  Stufe; 
ihre  Projectivität  wird  durch  die  Projectivität  der  in  ihnen 
enthaltenen  Gebilde  erster  Stufe  bedingt  und  daher  durch 
fünf  Paare  entsprechender  Elemente  festgesetzt,  die  in  jedem 
System  unabhängig  sind  von  einander  (§44.);  die  dreifache 
Zusammensetzung  aus  Gebilden  erster  Stufe  führt  zu 
ihrer  constructiven  und  analytischen  Behandlung. 

Endlich  kann  der  Kaum  als  Gesammtheit  der  in  ihm 
enthaltenen  geraden  Linien  angesehen  werden  und  erscheint 
als  solche  als  ein  Gebilde  vierter  Stufe;  die  doppelte 
Betrachtungsweise  der  Geraden  als  Ort  von  Punkte»  und  als 
Envcloppe  von  Ebenen,  wonach  sie  durch  zwei  Punkte  rc- 
spcctive  durch  zwei  Ebenen  bestimmt  ist,  führt  auch  zu 
einer  zweifachen  analytischen  Ausdrucksweisc  der- 
selben. 

Die  Entwickelung  der  Coordinatenbestimmun- 
gen  innerhalb  dieser  verschiedenen  Stufen  nach 
den  angedcuteten  Grundsätzen  begründet  die  Ein- 
sicht, dass  zwischen  den  geometrischen  Unter- 
suchungsmitteln, auf  welche  die  darstellende  Geo- 
metrie führt  und  den  analytischen  Methoden  kein 
trennender  Unterschied  besteht.  Der  Uobergang  zur 
analytischen  Methode  eröffnet  den  Weg  zur  allgemeinen 
Untersuchung  der  geometrischen  Formen  «""Gra- 
des; dass  er  gerade  so  gemacht  wird,  sichert,  dass  die 
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in  den  ersten  Stadien  — beim  2.  Grad,  etc.  — bewährte 
Untersuchungsweise  auch  weiterhin  im  Wesent- 
lichen erhalten  bleibt.  Ihre  Anwendung  sodann  aber 
zur  wirklichen  Untersuchung,  zuerst  der  Gleichungen  zwei- 
ten Grades  innerhalb  der  verschiedenen  Gebilde  und  dann 
der  der  hohem  Grade  bleibt  der  systematischen  Entwicklung 
der  analytischen  Geometrie  zu  überlassen. 

132.  In  einer  geradlinigen  Punktreihe  ist  jeder  vierte 
Punkt  P durch  das  Doppel verhältniss  bestimmt,  welches  er 
mit  drei  testen  Punkten  derselben  A.^,  E bildet;  ist  (Fig. 
216.) 

t A.  EP)  - ^ : ^ = = 'It 

' ■*  ' A./e  ' A-i  P c'i  ' Pi  /(., : Cj  ' 


so  sind  X, , x.,  zwei  algebraische  Zahlen,  welche  die  Lage  des 
Punktes  P innerhalb  der  Geraden  bestimmen,  also  die  Coor- 
dinaten  dieses  Punktes;  man  kann  Kig.  ü«. 

sagen,  da«s  sie  mit  den  Abst.Hndcn  . P 

des  Punktes  E von  den  Funda-  ^ 

mentalpunkten  A^,  Ai  als  Einheiten  gemessene  Längenzahlen 
der  Abstände  des  Punktes  P von  denselben  Fundamental- 
punkten sind. 

Für  P in  £ hat  man  /),  = e, , p.j  = e,,  also  x,  = Xj  = 1 
und  E kann  somit  als  Einheitpunkt  des  Coordinatensystems 
der  Reihe  bezeichnet  werden.  Für  P in  A,  ist  x._,  = 0 und 
X,  = 0 für  P in  A.j , so  dass  diesen  Punkten  die  Grenzwerthe 
0 und  oc  als  Werthe  des  Doppelverhältnisses  entsprechen. 

Durch  X,  = 4:Xj  ist  ein  Punkt  P der  Reihe  bestimmt,  der 
durch  {AiA.jEP)  — k aus  Ai,  A.^,  E eonstruiert  wird. 

Im  ebenen  Strahlenbüschel  ist  jeder  Strahl  p durch  das 
Doppelverhältniss  bestimmt,  welches  er  mit  drei  festen  Strah- 
len desselben  a, , a.^,  e (Fig.  217.)  bildet;  ist 

(n  n 0 u\  = ’i)  • 

^ ^ • sin  , e)  * sin  p)  tCj 

^Tti-.Si^h 

^ 2 • h ’ 

SO  sind  zwei  Zahlen,  die  die  Lage 

des  Strahls  p im  Büschel  bestimmen,  d.  h. 

Coordinaten  dieses  Strahls;  man  kann  sagen,  dass  sic  die 


ri».  217. 
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mit  den  Abständen  zweier  festen  Punkte  in  Oj,  a^  respective 
von  c gemessenen  Längenzahlen  der  Abstände  dieser  Punkte 
von  p sind. 

Im  Eboncnbüschel  bestimmt  man  in  gleicher  Weise  die 
Ebene  TI  durch  die  festen  Ebenen  A, , Aj,  E mittelst  des 
Doppel  Verhältnisses 


(A,A..E/7) 


sin  (A, , E)  _ shi  (A, , H)  ^ . 

sin  {A.,,  E)-  sin  (A, , II)  f|  ’ W|  7t.,  : £,  Ij 


Für  p in  c oder  TI  in  E hat  man  I,  = 1 , = 1 und 

kann  also  den  Stralil  c,  rcspcctivC  die  Ebene  E als  Einheit- 
strahl und  als  Einheitebene  für  das  Coordinatensystem  des 
Büschels  bezeichnen.  Für  p in  n,  und  respective  in  oder 
II  in  A|  respective  Aj  hat  man  = 0;  = 0.  Durch  die 

Gleichung  =x|.^  ist  ein  Strahl  p oder  eine  Ebene  77  des 
Büschels  bestimmt,  welche  aus  , «j,  e oder  Aj,  A^,  E con- 
struiert  wird  durch 

(ju^u^ep)  = X,  (A|AjE77)  = x. 


Denken  wir  die  Fundainentalstrahlen  «|,  «j  des  Büschels 
durch  die  Fundamentalpunktc  A^,  Ai  der  licihe  respective 

gelegt  und  denEipheitpunkt 
E von  dem  Einheitstrahl  e 
durch  diese  und  durch  jene 
harmonisch  getrennt,  also  e 
nach  dem  vierten  harmo- 
nischen zu  7."  conjugierten 


Fig.  218. 


IW 


/ 

/ 

/ ■ 


w\ 


Punkte  E der  Reihe  A^  A^  E 


M \ ■ X 

> 4'  4 E 

gehend  (Fig.  218.),  so  gel- 
ten iftitcr  der  ferneren  Voraussetzung,  dass  der  Strahl  p des 
Büschels  durch  den  Punkt  P der  Reihe  geht,  die  Relationen 

{A,A,EP)  = ^W>  = 

x.^  5-2 

pas  Prodiict  der  beiden  Letzteren  ist 

{A^A.,■E^E)  {A.A^-RP)  = {A^A.^PE)  = — 

^2 


und  durch  Multiplication  desselben  mit  der  ersteren  folgt 

{A^  A^PE)  = 1 = — oder  |,x,  -f  Ijij  = 0 • 
S2^2 
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jvls  die  Relation,  welche  zwischen  den  Coordinaten  eines 
Strahles  (einer  Ebene)  im  Büschel  und  denen  eines  Punktes 
in  der  Reihe  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer 
dann  und  nur  dann  stattfindet,  wenn  der  Strahl  respective 
die  Ebene  durch  den  Punkt  geht. 

1)  Sind  li,  Constanten  , n.^,  so  dass  sie  einen  be- 
stimmten festen  Strahl  bezeichnen,  so  genügen  die 
Coordinaten  jedes  seiner  Punkte  der  Gleichung 

«,  a:,  -f-  «jOTj  = 0, 

welche  man  die  Gleichung  des  Strahls  nennen 
wird;  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  sind  die 
Coordinaten  des  Strahls  im  Büschel. 

2)  Geht  der  Strahl  insbesondere  durch  den  Punkt  y, , y.^, 
so  gelten  gleichzeitig 

^1*1  + = 0 
und  man  erhält  durch  Multiplication  dieser  Gleichun- 
gen mit  y2 , — a-j  respective  und  Addition  der  Productc 

^1  y-i  — ^^yi)  = 0 oder  x, y.j  — Xjy, 

.3)  Sind  dagegen  x,,  x^  Constanten  a, , so  dass  sie 
einen  bestimmten  festen  Punkt  bezeichnen,  so  genü- 
gen die  Coordinaten  jedes  durch  ihn  gehenden  Strahls 
. der  Gleichung 

“i^i  + “2I2  = 0, 

die  man  die  Gleichung  dos  Punktes  nennt  und 
welche  seine  Coordinaten  zu  ihren  Coefficienten  hat. 

4)  Liegt  derselbe  im  Strahl  , t;., , so  gelten  gleichzeitig 

si  + + Xjijj  = 0, 

und  t/.j  — i.jiif  = 0 oder  = 0. 

'/i  > V j I 

5)  Die  erhaltenen  Determinanten  geben  auch 

/x,  + my,  = 0,  /x.2  + wyj  = 0, 
respective  -f-  fiii,  = 0,  yv>  — 

und  Xi  = — - >ji  und 


^1  ) ^2  * _ Q 

y\>  yi^ 
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6)  Die  gewonnenen  Coordinatenbestiramungen  werden 
durch  Projection  (§  16.)  und  durch  Ucbcrgang  zum 
Relief  (§  38.)  nicht  gestört  und  dienen  zur  Unter- 
suchung der  projectivischen  Eigenschaften. 


133.  Wenn  vier  Punktet, , 
A^,  £ in  einer  Ebene  gege- 
ben sind,  von  denen  keine  drei 
in  einer  Geraden  liegen,  so  be- 
stimmt jeder  fünfte  Punkt  P 
dieser  Ebene  an  A^,  Aj,  Aj^  als 
Scheiteln  den  vierten  Strahl 
eines  Büschels,  der  durch  das 
Doppelverhältniss  desselben 
aus  den  drei  andern  bestimmt 
wird.  (Eig.  219’.) 


Wenn  vier  Gerade  a, , a.^, 
c in  einer  Ebene  gegeben 
sind,  von  denen  keine  drei 
durch  einen  Punkt  gehen,  so 
bestimmt  jede  fünfte  Gerade 
p dieser  Ebene  in  oj 

als  Trägern  den  vierten  Punkt 
einer  Reihe,  der  durch  das 
Doppelverhältniss  derselben 
aus  den  drei  andern  bestimmt 
wird.  (Fig.  219''.) 


Fig.  «19. 

a.  b. 


Ganz  analog  in  den  Bündeln  von  Strahlen  und  Ebenen, 
wo  ein  fünfter  Strahl  in  Bezug  auf  vier  andere,  die  nicht  zu 
drei  in  einer  Ebene  liegen,  respective  eine  fünfte  Ebene  in 
Bezug  auf  vier  andere,  die  nicht  zu  drei  durch  einen  Strahl 
gehen,  durch  die  Doppel  Verhältnisse  der  Ebencnbüschel,  re- 
spective Strahlenbüschcl  bestimmt  wird,  die  mit  je  einem  von 
den  gegebenen  Elementen  von  den  jedesmal  übrigen  erzeugt 
werden.  Nach  dem  Vorigen  bedarf  das  Letztere  keiner  be- 
sondern  Entwickelung,  die  Betrachtung  der  ebenen  Systeme 
genügt. 

Man  hat  in  Fig.  219’.  im  Dreieck  , A^,  A^  für  P und 
Fig.  219’’.  im  Dreiscit  für  p respective 
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{A,.  .4,A,EP)=^{A,A,E^P,), 
{A,-A,A,  EP)  = {A,A,E,P,), 
{A,-  A,  A.,  EP)  = {A,A.,E,P,). 

Sind  dann  f, , e^,  die  Ab- 
stände des  Punktes  E und  eben 
so  , />2,  P3  die  des  Punktes  P 
von  den  Geraden  A^A-^,  A.fA^, 
A,  A.,  respective  oder  sind  all- 
gemeiner e,,p,;  «j, 

die  in  gleichen  Richtungen  ge- 
messenen Längen  von  E und  P 
aus  bis  zu  jenen  Geraden,  so 
haben  die  vorstehenden  Dop- 
pelverhältnisse die  folgenden 
Werthe 


: ^ 

— b 

' Pi 

Pi  ■ 

b 

*3’ 

e, 

. Pl 

^Pt  ■ 

_ f-3 

' Pi 

Pl  : 

b 

^1’ 

b. 

: ^ 

= /ilJ 

b 

X, 

«1 

’ Pl 

P2 : 

b 

(«,  • a^a.^ep)  = (-43-^,E|P,), 

(«j  • «3«i  <’/')  = (■•<1 

(«3  • «in^ep)  = {A.^A^■E.JP.;). 

Sind  dann  £,,  £j,  £3  die  Ab- 
stände des  Strahls  e und  ebenso 
7t, , Tt., , 7t3  die  des  Strahls  p 
von  den  Punkten  n^a^,  «jO, , 
«,«2  oder  A^,  A^,  A.,  respec- 
tive oder  sind  allgemeiner  £, , 
7t,;  e.j,  Ttj’,  £3,  7t3  die  in  zwei 
bestimmten  Richtungen  ge- 
messenen Längen  von  diesen 
Punkten  bis  zu  e und  p,  so 
haben  die  vorstehenden  Dop- 
pelverhältnisse die  Werthe 


Dass  das  Product  derselben  und  somit  der  vorigen  Grup- 
pen von  Doppolverhältnissen  die  Einheit  ist,  giebt  Sätze  über 
die  Beziehung  des  Dreiecks  der  A,-  oder  a,-  zu  einem  Punkte, 
respective  einer  Geraden,  wenn  man  E oder  e geeignet  wählt 
(vergl.  L,  2.). 

Nun  sind  a;, , Xj,  respective  I2,  Ss  drei  algebraische 
Zahlen,  welche  die  Lage  von  P in  seiner  Ebene  durch  A,, 

Aj,  Aj,  E und  die  Lage  der  Geraden  p durch  a^,  a.^,  03  und 
e bestimmen,  d.  h.  die  Coordinaten  des  Punktes  P rc-  ' 
spective  der  geraden  Linie  p der  Ebene  — und  insofern 
sie  durch  drei  Einheiten  e, , C2,  Cj,  respective  £,,  £3,  £3  aus- 
gedrückt werden,  die  trimetrischen  Coordinaten  eines 
Punktes  und  einer  Geraden  der  Ebene. 


Ist  P in  E,  so  ergeben  sich 
aus  p,  = c, , etc. 

X^  = X-j  = X3  = 1 


Ist  p iu  e,  so  ergeben  sich 
aus  7t,  = £, , etc. 


I,  = I7  = «ü  = 1 
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und  £kann  somit  als  der  E in-  und  c kann  als  die  Einheit- 


heitpunkt  des  Coordinaten- 

gerade  des  Coordinatensy- 

syslems  bezeichnet  werden. 

steins  bezeichnet  werden. 

Für  P in  A.,  A.^  ist  ;j,  = 0 

Für  p durch  a.,a^  oder  A, 

und  also  x,  — 0, 

ist  7t^  = 0 und  daher  = 0, 

0.  = 

a,  Xj 

Xj  ^Pi:j2  ==  p 

~ ’hJ.  = X 

^3  P3‘  ^3 

^3-  h ‘ ' 

Ebenso  für  P in  A^A, 

Ebenso  für  p durch  A^ 

X.,  ■■ 


0, 


X,  : e, 

und  für  P in  .4^ 

X = 0 ^ = 

^ ' .To  P2 : Cj 

Für  P in  folgt 


k„ 


1 ==  Ä-, 


Si 

und  für  p durch  A.j 

^ »ti  : «I  


= 0 -- 

S2  ■ *2 

Für  p in  a,  folgt 


Xj  — 0,  X3  • — 0,  X|  = ’ ; etc.  ^2  — 0,  — 0,  ||  — etc. 

wenn  z.  B.  h^  die  der  Ecke  A^  oder  der  Seite  er,  des  Funda- 
nientaldreiecks  A^A.^A^  oder  »iietjaj  entsprechende  Hohe  des- 
selben und  c, , £,  respective  die  entsprechenden  Höhen  des 
Dreiecks  A^A^E  und  Dreiseits  a^a^e  sind.  Die  Coordinaten 
Xi,  I;  bleiben  für  die  Bestimmung  im  Strahlen-  und  Ebenen- 
Bündel  unverändert  brauchbar,  wenn  dieselben  auf  Funda- 
mental-Elemente bezogen  werden,  welche  die  projicierenden 
der  Fundamental-Elemente  des  ebenen  Systems  sind. 

1)  Ist  E der  Schnittpunkt  der  Geraden  von  den  Ecken 
nach  den  Mittelpunkten  der  Gegenseiten  des  Dreiecks 
(Schwerpunkt),  so  ist 

sin  A.,AyE  sinAjAjP  sinA.^AfP  AfA-, 
I^A,  E ' sin  AjAfP  sinA^A^P  A,A\, 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Werlhc  der  beiden  andern 
Doppelverhältnisse  liefert  das  Product  derselben  die 
Relation 


{A,-A,A,EP)  = 


Sill  A^AfP'  sin  A,A^P- sin  A^A.,P 


’2'3' 


sin  A.^A,P- sin  A^A.J* • sin  A,  A^P 


■^2^1  ■ ■^3^*2  ■ ^3 
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2)  Ist  e die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene,  so  wird 


'h'P, 


und  mit  Rücksicht  auf  die  Werthe  der  beiden  andern 
Uoppolverliältnisse  giebt  ihr  Proiluct 


■^3^1  ■ •^1^1  ■ '■^2^3 

Diess  sind  die  Hauptsätze  der  Theorie  derTransversalen. 

3)  Denkt  inan  zu  den  Punkten  P,-  der  Geraden  in  den 
Seiten  des  Dreiecks  die  conjngiert  harniunischen  P,-  in 
JJezug  auf  die  jedesmaligen  Ecken,  so  folgt  wegen 


^3l*i 


etc 


durch  Substitution  in  die  letzte  Relation  unter  2) 


— 1 

^3  ' •'^1  ' ■^•1  ^3 

die  Relation  unter  1);  d.  h.  die  Geraden 

schneiden  sich  in  einem  Punkte  P.  Man  sagt, 
dieser  Punkt  P und  die  angenommene  Gerade  p seien 
an  allen  Ecken  und  auf  allen  Seiten  des  Dreiecks  der 
Ai  oder  Ui  von  einander  harmonisch  getrennt.  (§  22.) 

4)  Man  construiert  zu  einem 
Punkte  in  Bezug  auf  ein 
Dreieck  die  harmonische  Ge- 
rade oder  zu  einer  Geraden 
den  harmonischenPnnkt,  nach  \ 
der  Methode  derConstruction 
harmonischer  Gruppen;  aus 
P die  harmonische  Gerade  in 
Bezug  auf  A^A^A^  am  ein- 
fachsten so : Ziehe  A^  P,  A.^  P, 

A^P  bis  zu  den  Gegenseiten 
in  P, , P-i , Pj ; schneide  P,  Pj 
mit  A^A,^  in  Pj,  P-jP^  mit  A^A.^ 
in  P, , so  ist  PjPj  die  har- 
monische Gerade.  (Eig.  220.) 

Fiodlor,  Dantellende  Geometrie.  33 
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134.  Denken  wir  ferner  in  Erweiterung  der  Annahmen 
des  § 132.  das  Dreiek  A^A.^A^  mit  dem  Dreiseit  in  der 

Art  identisch,  dass  die  Ecke  Ai  des  ersten  der  Schnittpunkt 
der  Seiten  aj,  n*  des  Letzten  ist  und  dass  zugleich  die  Ein- 
heitgerade e auf  allen  Seiten  und  an  allen  Ecken  desselben 
vom  Einheitpunkte  E harmonisch  getrennt  sei  (§  133.;  3.),  so 
ist  (Fig.  221.) 

I = {A,A^^,-B^),  = {A,A.,^.,-B^),  = {A,A,-B,V,,)-, 

— 1 = {A,  A,S,  A’,)  = (.-f;,  A^  E,  E,)  = {A,  A,-E,  E,). 


yig.  221. 

r« 

/ \ 


A ; 


i /.  -ry  / 


AP. 


>.?•  f. 





Man  erhält  durch  Multiplication  der  entsprechenden  Paare 


l 


f = {A,A,E,F,), 


5s  ' , ^1 

Verbindet  man  damit 


= (A,A,E,F,),  A,P,). 

5*i 


:(A,A,E,P,),  J = {A,A^E,P,), 


■ iA,A,E,P,), 


*3  **^2 

so  erhält  man  durch  Multiplication  der  entsprechenden  Paare 

§3^3  §1^1 

und  bildet  daraus  drei  Gruppen  wie 


t . 

b*i  **'’» 


= (A,  A,F,  P.) , - l'  = {A,  A,  P,  F,)  . 
53^3  5.1^3 
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Sobald  der  Punkt  /'  in  der  Geraden  p liegt,  oder  p durch 
P geht,  liefert  jede  dieser  Gruppen  durch  Addition  die  Ein- 
heit als  Summe;  man  hat  z.  B.  nach  der  perspectivischen 
Lage  der  Reihen  für  das  Centrum  P 


P,V,)  = {A.J\  = (^,P,  A,  P.) 

und  die  Summe  zweier  Doppch'erhältnisse  derselben  Gruppe 
von  vier  Elementen,  die  sieh  wie  und  (.-/jP,  .-t., /’|) 

nur  durch  Vertauschung  der  mittlern  Elemente  untei'scheiden, 
ist  stets  Eins.  Wir  beweisen  diess,  indem  wir  die  Reihe 
A-^A.^P^Ff  so  projicieren,  dass  das  Bild  von  P,  unendlich  fern 
liegt,  d.  h.  Von  einem  beliebigen  Centrum  (x  auf  eine  zu  t?  P, 
parallele  Gerade;  die  Summe 


wird  dann 


{A,A,F,P,)  + (A,F,A,P,) 


A>  + ^3  ^l'  . 


Unter  den  für  unsere  trimetrischen  Coordinateu  gemach- 
ten Voraussetzungen  ist  also  immer  für  einen  Punkt  P(a-, , x,,  Xj) 
und  eine  Gerade  J.j,  ^3),  wenn  jener  in  dieser  liegt  und 

nur  dann 

. _ = 1 oder  |,.r,  -f  i,Xj  = 0. 

5.1  “^1 

1)  Sind  die  constante  Grossen  , a.^,  a^,  so  gilt  für 
die  Coordinaten  x,-  aller  Punkte  der  durch  sie  nach 
§ 1.33.  bestimmten  Geraden  die  Gleichung 

n,x,  -I-  «.^x.^  -f  «3X3  = 0, 

die  man  als  die  Gleichung  der  Geraden  («, , n^,  n,) 
in  trimetrischen  Punkt-Coordinaten  zu  bezeichnen  hat. 
• Ihre  Cocfficienten  sind  die  trimetrischen  Linien-(.Ioor- 

dinaten  der  Geraden. 

2)  Sind  die  x,-  constante  Grossen  so  gilt  für 

die  Coordinaten  aller  Strahlen,  welche  den  durch  sie 
nach  § 133.  bestimmten  Punkt  enthalten,  die  Gleichung 

“ili  + “lli  + ‘'isi  = Ö, 

3.1  • 
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die  Gleichung  des  Punktes  in  trimetrischen  Li- 
nien-Coordinaten ; ihre  Ooefficienten  sind  seine  trime- 
trischen P>inkt-Coordinaten. 

3)  Kinheitlinie  e und  Einheitpunkt  E haben  die  Gleichungen 

^1  + l|  + + lu  = 0. 

4)  Jede  Gerade  durch  den  Fundaraentalpunkt  //,  etc.  hat 
eine  Gleichung  von  der  Form 

“2^2  + “:i^3  = 0.  • 

' 5)  Die  Strahlen  a.^x.,  -}-  a.^x.^  = 0 und  a.,x.,  — = 0 

sind  conjugiert  harmonisch  zu  den  durch  gehenden 
F undamentallinien. 

0)  Die  Gleichung  des  Fundamentalpunktes  y/,  ist  |,  = 0. 

135.  Wenn  wir  eine  Seite  oder  «,  des  Fundainen- 

taldreiecks  A^A.,A.^  als  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
v'oraussetzen  (Fig.  222.),  so  ergiebt  sich 
für  die  Punktcoordinaten  für  die  Liniencoordinaten 


a-,  = 


= 1; 


^;=(oo.,.3P3)=^;^= 


A,P., 


^ = (poA.E.J\)='^  ^ 
a,  \ i i i) 

Die  Geraden  PP,,  EE^]  PP3, 
EE^  sind  respective  parallel 
zu  A^  A^,  A,  A^  und  die  Zahlen 
X.J,  Xg  sind  die  Längenzahlen 
der  mit  den  Einheiten  A,E.,, 
A^  Ä'2  respective  gemessenen 
Abschnitte  A,  Pj  und  A,  P.^ . 
Denkt  man  endlich 


■^1  ^3  — ^'2 

als  die  Einheit  des  Längen- 
maasses,  sodass  E in  der  Hal- 
bierungslinie des  W'inkels  der 
beiden  Fundamentallinien  oder 
Axen  liegt,  so  hat  man  als 
Speeialfall  der  trimetrischen 


I2 

^3 


= {A,ooE.-Pj)  = 


und  da  wegen 


(30^,E,£3)  = (.4,OOE3£3)  = -1 


ist,  so  hat  inan 


^2_ 1_  l3__  J_ 

^.P2’ 

A3  A, 

d.  h.  die  Zahlen  f'’ , sind 

Si  5i 

die  negativen  Reciproken  der 
Längenzahlcn  der  Abschnitte 
A^F^f  A^F.^  der  Geraden  in 
den  Fundamentallinien  A^A^, 
AfAj,  gemessen  mit  den  Ein- 
heiten A,  E;  und  A^  E.,  respec- 
tive. 
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die  gewöhnlichen  Cartesi- 
schen  Parallelcoordina- 
ten  des  Punktes  — schief- 
winklig oder  rechtwinklig  je 
nach  dem  Winkel  der  Axen 
dj.ij.  Man  nenne /<,P2=a: 
die  Abscisse  und  A^P^  = y die 
Ordinate  des  Punktes  P.  Die 
Gleichung  der  Geraden  in  sol- 
chen Punktcoordinaten  ist 

«I  «i'J  + «3^  = 0 

oder  Ax  By  -[-  C = 0. 

Die  Grössen  A : C und  B : C 
sind  die  Plücker’schen  Coor- 
dinaten  der  Geraden. 


Mit  A^  A’.,  = A^  als  Län- 
geneinheit erhält  man  als  Spe- 
cialfall der  trimetrischen  die  ge- 
wöhnlichcn  Plücker’schon 
Linicncoordinatcn.  Setzen 
wir 

1 1 _ 

A,P,  A,P,  '' 

so  wird  die  Gleichung  des 
Punktes  in  solchen  Linien- 
Coordinaten 

+ 1 = ü; 

die  Grössen  x und  y sind  die 
Cartesischen  Coordinaten  die- 
ses Punktes. 


F(g.  »8. 


1)  Die  elementaren  Coordinatensysteme  von 
Cartesius  und  Plücker  gehen  aus  denen  der 
allgemeinen  projectivischen  Coordinaten 
durch  eine  und  dieselbe  Centralproj  ection 
hervor,  nämlich  auf  eine  Ebene,  die  der  pro - 
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Jicierenden  Ebene'  einer  Fundaraentallinie 
parallel  ist.  Wie  ist  dieselbe  weiter  zu  bestimmen? 

2)  In  den  elementaren  Coordinatensystemen  vertritt  die 
Wahl  der  Längeneinheit  und  die  Festsetzung  des  po- 
sitiven Sinnes  in  den  Axen  die  Bestimmung  des  Ein- 
heitpunktes und  der  Einheitlinie  c. 

S)  Wenn  man  die  Auffassung  2)  voraussetzt,  so  gelangt 
man  durch  eine  beliebige  Centralprojection  der  elemen- 
taren Coordinaten  zu  den  trimetrischen  Coordinaten. 

4)  Der  Uebergang  von  der  Coordinatenbestinimung  in 
der  Ebene  zu  der  Coordinatenbestimmung  im  Strahlen- 
und  Ebenen-Biindel  erfordert  die  Einführung  der  drit- 
ten Seite  des  Fundamentaldreiecks,  ob  auch  als  un- 
endlich ferne  Gerade  ihrer  Ebene. 

5)  Eine  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
gehende  Gerade  hat  eine  Gleichung  von  der  Form 

Ax  Bl/  = 0; 

die  Axen  sind  dargestellt  durch  a:=0,  respective  y = 0. 

6)  Ein  unendlich  ferner  Punkt  der  Ebene  hat  eine  Glei- 
chung von  der  Form  c^-|-j3»;  = 0;  die  unendlich 
fernen  Punkte  der  Axen  sind 

1 = 0,  respective  jj  = 0. 

136.  Damit  die  Gerade 

^,X|  -f  ljX.j  -f  I3X3  = 0 

den  Punkt  1/3)  »nd  den  Punkt  Ä(r,,  i,,  ij)  enthalte, 

hat  ihre  Gleichung  die  Bedingungen  zu  erfüllen 

liVi  + + liVs  = 0,  = 0 

und  man  erhält  die  Gleichung  der  Verbindungslinie 
OB,  indem  man  zwischen  den  drei  geschriebenen  Gleichungen 
^1 ) I3  eliminiert.  Diess  geschieht,  indem  man  dieselben 
mit  solchen  von  den  unabhängigen  Factoren  multipliciert, 
dass  in  der  Summe  der  Productc  die  Cocfficienten  von  zweien 
der  Grössen  ^3  gleichzeitig  verschwinden,  da  dann  die 

dritte  durch  Divi.sion  wegfällt  und  ein  nur  von  den  x,  y,  z 
gebildeter  Ausdruck  gleich  Null  bleibt. 

Man  erhält  solche  Factoren  wie  folgt.  Aus  je  zwei 
Gleichungen  des  Systems 
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+ liVt  + = 0, 

Ii  -f-  ^jl/2  “H  I3  *ä  “ 

15^3  + l:t‘3  = 

z.  B.  den  ersten,  kann  inan  die  Verhältnisse  von  be- 

stimmen, indem  man  nacheinander  |j,  zwischen  denselben 
eliminiert,  durch  Multipliaition  mit  y./ und  — y,,  mit  r,  und 
— z^  respective  und  nachherige  Addition.  Man  erhält  so 

t . t . t _ ^ ’/l  > Fj  ! . > *3  ' . ^’l  ) ^2  ! 

' ' ^ I ‘I I ^2  r •*■1 , a-j  I ■ ' y, , tJt 

und  daher  durch  Substitution  in  die  benutzten  Glcichung<-n 
die  Identitäten 


a*i 

X.; 


.'/i , y-i 

I|  , 2j 


+ yj 


y\,yi' 

^1  > *2  1 


+ Vz 


2 

1 . ' ^'1 ; ^'2  1 
1 *1 

= 0 

•2  1 

yu  ^2! 

■2I 

1 ^ j ^2  ^ 

“r  *2  ; , 

= 0, 

"2  1 

‘ Vi  > y^\ 

Jlultiplicicrt  man  also  die  Gleichungen 

§,x,  -f  ijX^  + 1.1X3  ^0, 
IlVl  + ^2!/2  +13^3=  *-*> 

+ ij  ^2  + ^3  *3  = 0 

mit  den  bactoren 


jVt  > yj  'I  > ‘2  * j a'i , Xj 

' *1 ) I I a^i  ? a-j  I I y, , t/.j 

so  verschwinden  in  der  Summe  der  Producte  die  Cocf'ficicnten 
von  ||  und  und  man  erhält  für  dieselbe 


Ebenso  bildet  man  die  äquivalenten  Formen 


•r,  + 

1^2,  ^3 

1 . aT2,  Xj 

”1”  *1  . 1 

= 0, 

1 *2;  ‘3 

a^2  > *3  1 

1^2»  Val 

X, „ 

^3>  *1  1 

= 0. 

i *31  *1  : 

' a^3  > a^i  1 

’J3>  y\  1 

Sic  sind  äquivalent  mit 

XiyjZj  — x,y3rj4-  y,:,Xj  — y,Z;,Xj  -f  ii.XjVj  — r,x3y,  = 0 

und  man  schreibt  sie  in  Form  der  Determinanten 
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ihre 


X,  , Xj,  X3 
t/i,  Vi,  Vi 
*l>  *2)  '3! 


0; 


Entwickelung  bildet  inan  nach  dem  Schema 


.Tj  x^  x-2 

\ X X / 

'j\  Vi  y.i  V\  !/i 

/ X X \ 

Z,  Zj  Z.J  I,  Ij 

wobei  die  drei  von  oben  links  nach  unten  rechts  gehenden 
Diagonalen  drei  positive,  die  andern  negative  Glieder  geben. 
Die  Elimination  der  zwischen 


S2+^1^3“'^2  ^■2^l+y2^2+'2«3 ^'3  ^1  ~t"y3  ^2+‘3  ^3  = ^ 

giebt  offenbar  durch  Multiplication  mit  den  entsprechenden 
Factoren  die  Summe 


I3  l*'’ 


yi > *1  I 
! 1/2  > *2  I 


+ y3 


I ^1  > «I ! 


+ ‘3 


I ; y| 

I ^2 ) y2 


0, 


welches  nach  derselben  Schreibart  nichts  anderes  ist  als 


^1  > yi > *1 
^2  2 y2  > ^2 

^32  y32  *3 


= 0. 


Ebenso  liefert  die  Elimination  der  x zw'ischen  den  Gleichungen 

X,  + X3I3  = 0,  X,l),  + X,2)j  + X3»)3  = 0, 

Xi  ?|  + X^Sn  + Xjfj  = 0 

die  Gleichung  des  Schnittpunktes  der  Geraden 
?(’/i2  V3)  und  r(f,,  fj,  f3)  in  den  analogen  Formen 


^12  ^22  ^3 

2 ’ll  2 fl 

iVl  > V2>  Vs 

= 0, 

^2  2 V2  > fz 

fl  2 ^2>  ?3 

I32  V31  fs 

•)  Nach  der  angegehenen  Entstehung  wird  der  Nullwcrth  einer  sol- 
chen Determinante  nicht  geUndert,  wenn  man  alle  Elemente  einer  Reihe 
oder  Zeile  mit  demselben  Factor  multipliciert.  Die  entwickelte  Form 
zeigt,  dass  man  durch  die  angegebene  Operation  die  Determinante  selbst 
mit  diesem  Factor  multipliciert  hat.  Dieselbe  Bemerkung  gilt  auch  Tiir 
die  Determinanten  in  § 141.  und  allgemein. 

Ebenso  ergiebt  sich:  Die  Determinante  ist  Null,  wenn  die  eutspre- 
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Unter  denselben  Bedingungen  liegen  drei  Punkte  x,  y,  z 
in  einer  Geraden,  respective  gehen  drei  Gerade  t\,  f durch 
einen  Punkt. 

1)  Die  Entwickelungen  des  Textes  geben  für  die  Auf- 
lösung von  zwei  linearen  Gleichungen  mit  zwei  Un- 
bekannten 

“f"  — e, , 

Uji  I Cj 

die  Formeln 


1 C)  , 

"12! 

j"ll» 

"21  > 

C2 

--  X - 

«12  ! 

«M» 

<l|, 

“21  > 

<J.,2  1 

"21  > 

«j2 

Man  erhält  damit  für  den  Schnittpunkt  der  Geraden 
5a:,  — 2x2  — lOxj  = 0,  — a:,  -f"  “iarj  = 0 
die  Coordinaten 

. f.  ps_  > 1.  4|  _ 5 

a:,  “ ^ - -IT2  - IO  ; 6 ’ 

2,  4l 

-2,  -51 

:r,  ~ zy;“  T0|  - 3 

i 2,  4i 

und  construiert  den  Punkt  nach  § 133.  als  Schnitt- 
punkt der  Geraden  A^P.^, 

Man  übertrage  diess  in  Cartesisehe  Coordinaten. 

2)  Ebenso  für  die  Verbindungslinie  der  Punkte' 

3^1  — ^2  + ßla  = f > ^1  "I"  + 4§3  = 0, 

I = (^1  ^2^,  = Ä ' I = “ Ä ■ 

3)  Die  Verbindungslinie  der  Punkte  (x,  ,y,),  (x.^,  yj)  ist 


ebenden  Elemente  zweier  Reihen  oder  Zeilen  iibereinstimmen;  die  Deter- 
minante ändert  ihren  Werth  nicht,  wenn  zu  den  Elementen  einer  Reihe 
oder  Zeile  gleiche  Vielfache  der  entsprechenden  Elemente  einer  andern 
Reibe  oder  Zeile  addiert  werden. 
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y,  1 

X, , y, , 1 =0  oder 

I V}}  1 i 

•«(yi  --  'Ji)  + y{^i  — ->^i)  4-  — ar,y,)  = 0; 

ebenBo  der  Schnittpunkt  der  Geraden  i;,),  , i\.^) 

II.  n,  I 

li . ’/i  > ^ 

I . . n -i  > I 

4)  Die  Determinanten  des  Textes  in  der  zweiten  Schreib- 
art, bei  welclier  die  Zeilen  der  ersten  als  Iteihen  er- 
scheinen und  umgekehrt,  erscheinen  als  Resultate  der 
Elimination  der  /,  m,  n respective  der  A,  ft,  v zwischen 

/^,  -f  my,  -4-  «I,  = 0,  Ix.^  + .ny,  -|-  ncj  = 0, 

Ix^  + »ly,  -f  ni,  = 0; 

^li  + f*»ii  + *'?!  = ^Ij  + + »'?3  ■=  0, 

^l;i  + 4-  vfa  = 0. 

Man  erhält  aus  der  ersten  Gruppe  für  die  Coordina- 
ten  eines  beliebigen  Punktes  der  geraden  Linie  vom 
Punkte  y nach  dem  Punkte  z die  Werthe 

^ ”.'/i_4:  ” *•  . 

aus  der  zweiten  für  die  Coordinaten  eines  Strahls  aus 
dem  Schnittpunkt  der  Geraden  y und  f die  analogen 

£ = _ 4- 

Für  die  Substitution  in  Gleichungen,  welche  in  den 
X,  respective  den  | homogen  sind,  darf  der  Factor 
— 1 : / , — 1 : A respective  unterdrückt  werden. 

5)  Wenn  drei  Punkte  x,  y,  z in  einer  geraden  Linie 
liegen,  respective  wenn  drei  Gerade  |,  y,  f durch 
einen  Punkt  gehen,  so  bilden  die  mit  (Jonstanten  c, 
multiplicierten  Gleichungen  derselben  die  Summe  Null. 
Der  ausgesprochene  Satz  ist  nur  ein  andrer  Ausdruck 
dos  vorigen.  Denn  es  ist 

G(a^ili  4-  arjlj  4-  «als)  4-  4-  y^lj  4-  y-sh) 

4-  <^a(*ili  4-  ‘2I2  4"  ^ala)  = 
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nur,  wenn  gleichzeitig 

c,x,  + Cjy,  4-  r,,:,  = 0, 
c,Xj  -f  c.^y.,  + = 0, 

<-|a-3  + e,y:,  + c^z._,  = 0 

sind,  d.  h.  wenn 

i ^'i » yi ) *1 1 
• > !/l  > *2  j 

; •^':i  ) y-it  *3  I 


(5)  Die  Elimin.ition  von  / zwischen  zweien  (ileiehimgen 
der  ersten  Gruppe  in  4)  gielit  z.  B.  für  die  ersten 

— a,;/..)  + n(.r..z,  — a,  = 0, 


also 


Hl aj  r,  — a,  z.j 

" ~ *2  Vi  — -^1  y-i 


und  analoge  Werthe  aus  den  übrigen  Paaren. 

Der  gewonnene  Ausdruck  führt  zur  geometrischen 
Interpretation.  Es  ist 


d.  h. 


m 

n 


a._»  T|  ^ 1 

x,y,  — 


£i. 

•II 

a._, 


. ^ 

^ 

./Jl 

' y> 


■) 

) 


1 — U^-  Ay  Aj  E /')  : Aj ER) 

~ y , ■ V — {AyA^  A.,  EI>)  : (./,  • a\  a]  E Q) 

iL  ^ _ _ IL  . 

yj  1 — {A.yÄ^  A,  0 P)  yj  (ij  • A^  QÄ^E) 


r = - ^ = (P,  POP).  (Fig.  22.3«.) 

« yi 

Für  (.'artesische  Coordinaten  worden  die  Strahlen 
von  4i  nach  P,  0,  P Parallelen  zu  einer  Coordina- 
tenaxe  (Fig.  223'*.)  und  A.^A.^  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade, r,  = y,  = 1 , also 


— = — (ooPQP) 


PR 

P~Q 


das  negative  Theilverhältniss  des  Punktes  P in  der 
Strecke  der  gegebenen  Punkte  — wie  leicht  direct 
aus  der  Figur  folgt. 
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7)  Aus  den  beiden  ersten  Gleiehiingcn  der  zweiten  Gnippc 
in  4)  folgt 

j . 1l 

= _ ?L  . 1 - E3B3) 

Vt  ^ ‘ ('^2'^l®3^) 


f* 

V 


V, 

Fig.  Si3. 


Vi 


^.4./ 


/■4/  ^ 

/4.I?  / 


_ 


•'S. 


// 

t 


E,  i«»\ 


Für  Plüeker'sche  Coordinaten  beweist  man  leicht  direct 
t = _(.4iP3Q3B,);  (Fig.  223'.) 

V 

denn  man  erhält 


und  wegen 


ft  = ^3  ~ i = ^2  ~ 

V I — $1  ’J  — »»1 


V=-  7-^  >'?!=- 


1 


ft 

V 


— .1-  + 


"*■  P, 


1 


1 ^ _ 1_ 
'^iQj  ’ -^1^3 


'^|R3(-^|Q3+  Ps-^l) 


-4|P3  -^1^3 
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137.  Wir  fragen  ehe  wir  weiter  gehen  nach  der  geo- 
metrischen Bedeutung  von  homogenen  Gleichungen 
«'*”  Grades  zwischen  den  Variabein  x,  | rcspective, 
also  nach  derjenigen  von  homogenen  Gleichungen  «*'"  Grades 
zwischen  zwei  Variabein  x^,  x^  oder  und  solcher 

zwischen  drei  Variabein  x, , x.^,  X;,  oder  Bei 

zwei  Variabein  genügen  der  Gleichung  n reelle  oder  nicht 
reelle  (complexe)  A\'erthe  des  Verhältnisses  x,  : Xj  oder 
welches  als  Unbekannte  der  Gleichung  anzuschen  ist;  jeder 
derselben  bestimmt  ein  Element  des  Gebildes,  auf  das  sich 
die  Variabein  beziehen.  Eine  homogene  Gleichung  «“■"  Grades 
zwischen  zwei  Variabein  stellt  also  geometrisch  eine  Gruppe  von 
«Elementen  in  einem  Grundgebilde  erster  Stufe  dar — wenn  wir 
sowohl  den  reellen  als  den  coraplexen  Wurzeln  solche  Elemente 
entsprechend  denken.  Die  algebraischen  Eigenschaften  der 
Gleichung  geben  geometrische  Eigenschaften  dieser  Gruppe. 

Betrachten  wir  die  homogene  Gleichung  «*'"  Grades  zwi- 
schen drei  Variabein  an  dem  Beispiel  der  ebenen  Systeme, 
zunächst  in  Punkt-Coordinaten.  Sie  ist  die  analytische  Dar- 
stellung einer  Curve  «'"  Ordnung. 

Denken  wir  um  einen  der  Eundamentalpunkte  z.  B. 
eine  Gerade  sich  drehend,  bis  sie  in  sich  zurückkehrt,- so 
hat  in  jeder  ihrer  Lagen  das Verhältniss  x^\x^  für  ihre  Punkte 
einen  bestimmten  constanten  Werth  und  man  erhält  x^  als 
ein  gewisses  Vielfaches  von  x.^ ; substituiert  man  diess  für  x, 
in  die  gedachte  Gleichung,  so  erhält  man  eine  homogene 
Gleichung  -fi"“  Grades  zwischen  x,  und  x.,  zur  Bestimmung 
derjenigen  Werthe  des  Verhältnisses  x,  : Xj,  welche  beiden 
Gleichungen,  der  gegebenen  und  der  des  Strahls  aus  A^  ge- 
nügen; dieselben  bestimmen  Strahlen  aus  A^  und  somit  eine 
Gruppe  von  » Punkten  in  dem  Strahle  aus  . 

Das  geometrische  Gebilde,  welches  der  homogenen  Glei- 
chung «“■''  Grades  zwischen  drei  Variabein  .t,-  entspricht,  ist 
also  eine  stetige  Folge  von  Punkten,  die  mit  jedem  Strahl 
aus  einem  der  Fundamentalpunkte  « reelle  oder  nicht  reelle 
Punkte  gemein  hat;  und  dasselbe  gilt  für  jeden  Strahl  aus 
einem  beliebigen  andern  Punkte  oder  jede  Gerade  der  Ebene 
aus  denselben  Gründen.  Diess  geometrische  Gebilde  ist  also 
eine  ebene  Curve  «''■■  Ordnung.  (§  62.) 
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Ebenso  repräsentiert  die  allgemeine  homogene  Gleichung 
«“■"  Grades  zwischen  drei  V^ariabeln  eine  Curve  ('lasse 
in  der  Ebene,  nämlich  eine  Curve  als  Enveloppe  gerader 
Linien;  die  genau  analogen  Betrachtungen  zeigen,  dass  von 
einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  des  Gebildes  n gerade 
Linien  ausgehen,  welche  dem  Gebilde  angehören,  weil  die 
betreffenden  Verhältnisse  der  sowohl  der  Gleichung  des 
Punktes  als  der  gegebenen  Gleichung  genügen.  (§  62.) 

Man  sieht  auch,  dass  eine  Gleichung  Grades  zwischen 
zweien  der  Variabein  des  ebenen  Systems  d.  i.  der  x,-  oder 
5,-  der  Ausdruck  der  Gruppe  von  « Punkten  oder  der  Gruppe 
von  H Strahlen  ist,  welche  eine  Gerade  oder  ein  Punkt  der 
Ebene  mit  einer  Curve  Ordnung  respective  n'"  Classe 
gemein  hat. 

Ganz  analog  in  den  Bündeln.  Eine  homogene  Glei- 
chung Grades  zwischen  .r, , x,,  x,  als  Coordinaten  im 
Strahlcnbündel  repräsentiert  eine  Kegel  fläche  Ord- 
nung, eine  solche  Gleichung  zwischen  zweien  dieser  Varia- 
bein die  Gruppe  von  Strahlen  dieser  Kegelflüche,  welche  in 
einer  bestimmten  Ebene  des  Bündels  liegen.  Und  eine  ho- 
mogene Gleichung  Grades  zwischen  §3  als  Coor- 

diaaten  im  Bündel  stellt  eine  Kegelfläche  «‘‘■''Classe  dar, 
eine  solche  Gleichung  zwischen  zweien  dieser  Variabein  die 
Gruppe  von  Ebenen,  welche  diese  Kegelfläche  mit  einem  be- 
stimmten Strahl  des  Bündels  gemein  bat.  (§  65.) 

Daraus  folgt  dann  weiter,  dass  zwei  Gleichungen  zwischen 
den  (auf  das  nämliche  Fundamentalsystem  bezogenen)  x,-,  re- 
spective den  I,  stets  eine  der  Zahl  ihrer  gemeinsamen  Auf- 
lösungen für  zwei  der  Verhältnisse  der  x,-  respective  der  ent- 
sprechende Zahl  von  Elementen  der  ebenen  Systeme  oder  der 
Bündel  repräsentieren;  nämlich  für  die  ebenen  Systeme  und 
die  X,  die  Griipjie  der  gemeinsamen  Punkte  der  beiden  Cur- 
ven,  welche  die  betrachteten  Gleichungen  einzeln  repräsen- 
tieren; für  die  j,-  ebenso  die  Gruppe  der  bezüglichen  gemein- 
samen Tangenten.  Ferner  im  Bündel  für  die  x,-  die  Gruppe 
der  gemeinsamen  Strahlen  von  zwei  Kegelflächen  in  demsel- 
ben, für  die  die  der  gemeinsamen  Tangentialebenen  von 
zwei  solchen  Kegelfläclien. 

Gleichungen  zweiten  Grades  zwischen  x,,  x.j,  Xj  oder 
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li  > h stellen  daher  Curven  zweiter  Ordnung  respective 
Classe  im  ebenen  Systeme  und  Kegel  zweiter  Ordnung  oder 
Clnsse  ira  Hündel  dar;  dass  Curven  und  Kegel  zweiter  Ord- 
nung auch  zweiter  Classe  sind  — man  nennt  sie  darum  eben 
mit  ausschliesslichem  Bezug  auf  den  Grad  ihrer  Gleichungen 
Curven  und  Kegel  zweiten  Grades  — wird  analytisch  leicht 
bewiesen  (8),  sowie  es  im  Verlauf  unserer  Entwickelungen 
geometrisch  bewiesen  worden  ist.  Zwei  Curven  zweiten  Gra- 
des in  derselben  Ebene  haben  vier  Punkte  und  vier  Tangenten 
gemein  — entsprechend  den  vier  reellen  oder  complexen  ge- 
meinsamen Werthgruppen,  die  ihre  Gleichungen  liefern. 

1)  Da  die  allgemeine  homogene  Gleichung  zweiten  Gra- 
des zwischen  drei  Variabein  als  von  der  Eorm 

-1-  + «33 .r.,*  -I-  2«|,x,x.3  -f  2n.,3.r.,x.^ 

+ 2«,3.r,X3  = 0 

sechs  Cocfficienten  enthält,  deren  Verhältnisse  sie 
bestimmen,  so  ist  eine  Curve  zweiten  Grades  durch 
fünf  Punkte  oder  Tangenten  und  ein  Kegel  zweiten 
Grades  durch  fünf  Erzeugende  oder  Tangentialebenen 
bestimmt.  (§  25.) 

2)  Die  Gleichung  der  Curve  zweiter  Ordnung  durch 
die  fünf  Punkte  u,  r,  m,  y,  z entsteht  durch  Elimina- 
tion der  a,7;  aus  der  Gruppe  von  Gleichungen,  welche 
diesen  Bedingungen  entsprechen, 

+ ••  + 2«,.3.r|X3  -!-.•==(), 

«II  «i'*  ■ “f"  2«|3«|  h.,  “}“••  = 0,  etc. 

in  der  Form 


X|^ 

2 X,  X., , 

2.X3X3, 

2x,X3 

«|5 

2«,  «3, 

2 «3 «3, 

2 l/|  «3 

2i),1>3, 

2r3i’3, 

2 »1  l>3 

«’iS 

ny, 

2 w,  «’j , 

2«’3«>3, 

2/c,  «'3 

y\‘‘> 

Vi, 

^'Jiy3> 

2yi.V:, 

^ 2 

. 2 
*2  f 

9t  - 

2 *2  *1 ) 

9z  z 

Mit  Vertauschung  der  Ueihen  und  Zeilen  ist  diese 
Determinante  die  Bedingung  der  V^erträglichkeit  der 
Gleichungen 
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r,a:,*  + c^u,’  + + Cjy,*  + Cgr,*  = 0, 

f,Xj*  + + c,r,’  + (?j  »P./  + c^y./  + c„ij*  = 0, 

'•|  V + + <■3'’/  + + «•3^3’  + ‘^0-3’  = 0, 

2 (r I X|  Xj  + Pj  M,  Uj  + P:|  r,  v.^  + Pj  «■,  w.j  + 1/,  y,  + p,j  * 1 ‘j)  = t>> 

2 (r I X.J  X,  + Pj  i/j  u.,  + c.,  Pj  p.,  + «’j  n-3  + Cj  y,  y,  + r„  r,  i.,)  = 0, 

“ ('■1  X:,  + f.3  II,  »3  + C3 1’,  i’3  + «4  «’i  «’3  + <^6 y I !/3  + ^0  *i  *3)  = ' '• 

Diese  aber  sind  erforderlich,  damit  sieli  secli^  Con- 
stanten  c,-  so  bestimmen  lassen,  dass  die  Summe  der 
mit  ihnen  multiplicierten  Quadrate  der  Gleichungen 
der  sechs  Piuikte  x,  «,  r,  y,  r identisch  Null  sei: 

'’|(^|^+  x,5j+  X3g.,)’+  rj(n,|,-}-  ••)’+  ••• 

+ '■ü(m  5, + ••)*  = 0- 

Also:  Sechs  Punkte  liegen  auf  derselben  Curve 
' zweiter  Ordnung,  wenn  die  Summe  ihrer  mit  geeig- 
neten Constanten  multiplicierten  Gleichungen  Null  ist. 

Und : Sechs  Gerade  berühren  dieselbe  Curve  zwei- 
ter Ordnung,  wenn  die  Summe  ihrer  mit  gewissen  Con- 
stanten  multiplicierten  Gleichungen  Null  ist.  (Vergl. 
§ 136.;  5.,  für  drei  Punkte  in  einer  Geraden  und  drei 
Gerade  durch  einen  Punkt.) 

3)  Sind  dann  für  eine  Curve  zweiten  Grades  von  sechs 
Punkten  in  ihr  drei  als  Fundamentalpunkte  und  die 
übrigen  als  Punkte  z,  y,  x gewählt,  so  muss  die 
Gleichung  in  1)  für  das  gleichzeitige  Null  werden 
von  irgend  zweien  ihrer  Variabein  erfüllt  d.  h.  von 
der  Form  sein 


+ ^jXjX,  -f  ^3X,X.^  ==  0 

oder  ^ ^^1=  0. 

X,  Xj  .T, 

Die  Punkte  z,  y und  x geben  dann  die  Bedingungen  a) 
und  die  Verträglichkeit  derselben  fordert  die  Relation  b) 


a) 


^ J.  4 4-  = 0, 

*2  *3 

= 0, 


yi 


rli  4.  ^ 4.  db  = 0, 


1 

1 

1; 

*1 

*3 

^3 1 

1 

1 

1 1 

yi 

y? 

Vi  1 

1 

1 

1 i 

■>^1 

x.^ 

^■3! 
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4)  Dieselbe  Bedingung  macht,  da.ss  A,  X ein  Pas- 
cal'sches  Sechseck  ist,  d.  h.  drückt  aus,  dass  die 
Schnittpunkte  der  Paare  von  Geraden  A^X,  YA^\ 
A'A.j,  A.fZ;  A.jY,  ZA,  in  einer  Geraden  liegen.  Bildet 
man  nach  § 130.  die  Gleichungen  dieser  Geraden,  so 
findet  man  für  den  Schnittpunkt  des  ersten,  zweiten, 
dritten  Paares  die  Verhältnisse  A',  r.Yjr/f,  der  bezüg- 
lichen Coordinaten  respective  gleich  den  a)  und  diese 
liegen  in  einer  Geraden  (§  13G.)  für  b) 

, x.,y.,,  x^y., 

.Vl*3  • y-J‘2  '^3^:1!  l*)  Vl's»  i/n’i)  .V3*3  = 

*1^1  • *2^’l  • *1^3)  *1^1  t ^2^1  > ^1  ^'3  I 

Die  letzte  Determinante  wird  aber  durch  die  Division 
der  Elemente  ihrer  Zeilen  mit  x.,yj,  re- 

spective  und  der  Elemente  ihrer  Reihen  mit  y, , ij,  a-, 
respective  mit  der  obigen  identisch.  (Vergl.  § 136., 
Anmerk.)  Ersetzt  man  überall  die  Punktcoordinaten 
durch  die  Liniencoordinaten , so  giebt  dieselbe  Ent- 
wickelung den  Satz  von  Brianchon  für  sechs  Tangen- 
ten eines  Kegelschnitts  und  interpretiert  man  diesel- 
ben Fonnein  in  Coordinaten  des  Strahlen-  oder  Ebencn- 
BUndcls,  so  hat  man  die  entsprechenden  Sätze  für 
sechs  Kanten  respective  sechs  Tangentialebenen  des 
Kegels  zweiten  Grades.  (§§  27.,  28.,  68.) 
ö)  Die  Tangente  einer  Curve  im  Punkte  x ist  die  gerade 
Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  unendlich 
nahe  gelegenen  Nachbarpunkte  x -f-  d.r  und  wird  also 
für  X als  die  laufenden  Coordinaten  ausgedrückt  durch 


V,, 

V,! 

1 } ^2 » 

X3 1 

j Xj  — ^ f/Xf , Xj  dx>^j 

X»  + dX;,  1 

■I 1 > 2 > -^3 

ist  j Xj  , Xj , Xjj 

= 0 oder 

dX| , dx.2,  dx» 

X\{x^dx^  — XjrfXj)  -f-  ••  = 0. 

Ist  dann  f{x\,  .r,,  Xj)  = 0 oder  f =0  die  homo- 
gene Gleichung  der  Curve  und  sind  f^,  die 
Differentialquotientcu  derselben  nach  den  Variabein 

Fiedler»  Parttollemlf*  Gctimelrie.  ^ 34 
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,T, , .r., , .r^  respective,  so  hat  loan  nacli  dem  Euler'sclien 
Satze  von  den  homogenen  Functionen 

/•,.T,  + fjx.,  + = «/■=  0, 

/’,  </a-|  -f-  ft  <l^'t  + f:i 

aus  diesen  aber  durch  successi  ve  Elimination  von  f, , 

(Xj  il.r^  — .T.,  dXj)  : (.r.,  dx,  — a-,  dx.,)  : (a-,  il.v.,  — a'j 

==fr-ft-f,-' 

Die  (ileiehung  der  Tangente  ist  also 

•V,A  + y-Jt  + -'-./’a  = 

(i)  Die  Oleidiung  der  l'angente  eines  Kegelschnitts  (1) 
im  Funkte  x'  ist 

^1  ("ii  "ij^V+  "n^V)  + 

+ a'a(''i3^i'  + ">:iaa'  + «aa^V)  ==  *>• 

Ist  x'  nicht  in  der  Curve,  so  repräsentiert  dieselbe 
Gleichung  die  Polare  von  a'  in  JJezug  auf  den  Kegel- 
schnitt (1). 

7)  Unter  der  Hedingung 

l«ll>  "|J7  «13 
■ «ijj  «?2 > «ja 

«la  > «33  > «33  I 

ist  die  Gurve  zweiten  Grades  ein  Paar  von  Geraden. 
8j  Damit  die  Gerade 

Ii  X,  -f  |jx.j  -4-  gjx,  = 0 

den  Kegelschnitt  (l)  im  Punkte  .v  berühre,  muss  sie 
die  Bedingungen  erfüllen 

«II  "4“  «IJ«'j  “I”  «I3«*3  ^^I? 

«IJ"*!  “I“  «2J‘^2  "}■  «33^3  ^»3J 

«I3X,'  + fl.,^X./  -1-  U„X.,'  = t-li- 
Eliminiert  man  die  x, , a\,  x.,,  il  zwischen  diesen  vier 
Gleichungen  (§  141.),  so  erhält  man  die  Gleichung 

t «II  > "\i>  «13)  i 
«13)  «33)  «33  > ^2  _ Q 

«13)  «33 > «33)  ^3 I 

1 ^1  ) ^3)  ^3)  ^ I 
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als  die  Oleidning,  wcdcher  die  (’oordinaten  $,■  aller 
'ranf'enten  dieses  Kegtdselinitts  genügen  müssen. 

9)  Zwei  Gerade  5.  i;  sind  in  liey.ng  auf  den  Kegelschnitt 
(1)  conjngii'rt,  d.  h.  der  l’ol  der  einen  liegt  in  der 
andern,  wenn 

I ''11  » "vit  "l3)  ^1 

"r.*>  "35  > "2.1  J ^2  II 
'‘n>  "23  > ".rij  ^3 
’ ’h>  V >>  V 

10)  Man  übertrage  die  Entwickelung  in  2)  aut'  eine  Gurve 
dritter  Ordnung  und  erörtere  die  bezüglichen  Siltzo 
für  den  allgemeinen  Fall. 

11)  Eine  Curve  n*"  Ordnung  ist  durch  3)  Punkte 

bestimmt  und  damit  ^(n-)- 1)  (h-|- 2)  Punkto  auf  einer 
solchen  Curve  liegen,  muss  die  Summe  der  mit  (kon- 
stanten multiplicierten  n'"  Potenzen  ihrer  Gleichungen 
Null  sein. 

138.  Wenn  fünf  Punkte  A.,,  A.^,  A^,  E,  von  denen 
keine  vier  in  einer  Ebene  liegen  oder  fünf  Ebenen  A, , A., , 
A;,,  A|,  E,  von  denen  keine  vier  durch  einen  Punkt  gehen, 
gegeben  sind,  so  lässt  sich  jeder  weitere  Punkt  rcspective 
jode  Ebene  dos  Raumes  in  Bezug  auf  diese  festen  Elemente 
durch  Coordinaten  bestimmen,  wie  folgt.  (Fig.  224.,  p.  534.) 

•Jeder  Punkt/'  bestimmt  mit  .Jede  Ebene  77  bestimmt  mit 
den  geraden  Verbindungslinien  den  Schnittlinien  von  dreien 
von  dreien  der  Punkte  A,-,  die  der  Ebenen  A,,  die  ein  Drei- 
ein Dreieck  bilden,  drei  Ebc-  kant  bilden,  drei  Punkte,  die 
neu,  die  nur  ihn  gemein  haben  nur  siegemcin  haben  und  durch 
und  durch  die  Doppelverhält-  die  Doppelverhältnissc  gege- 
nisse  gegeben  werden  können,  ben  werden  können , die  sie 
die  sie  mit  den  drei  festen  Ebc-  mit  den  drei  festen  Punkten 
nen  durch  dieselbe  Gerade  — in  derselben  Geraden  — näni- 
nämlich  nach  den  übrigen  A lieh  in  den  beiden  übrigen  A 
und  nach  E bilden;  z.  H.  also  und  in  E bilden;  z.  B.  also 
durch  die  Doppelverhältnissc  durch  die  Doi)pelverhäItnisse 
(A^  A.,  • A.^A^  EP),  (A,  A.,  ■ A.,A,E//), 

{A,  A,  ■ A,A,  EP),  (A,,  a'  ■ A,  A,  E U)  , 

• A,A,EP)  (A-iA,  • A,A,E/7) 

ist  der  Punkt  P bestimmt.  ist  die  Ebene  II  bestimmt. 

34» 
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Bezeichnet  raan  durch  e^ , 
€2,  ^3,  Cj  die  Abstände  des 
Punktes  E von  den  Ebenen 

y ^ I y ^ y ^ y ^ | 

respective  und  durch  , p2, 
p^y  p^  die  entsprechenden  Ab- 
stände des  Punktes  P,  oder 
allgemeiner  sind  e,-  und  p,-  die 
in  derselben  Richtung  gemes- 
senen Längen  von  Ey  respec- 
tive P bis  zur  Ebene  AjA^J/y 
so  hat  man 

(A^A2■  A2A2  EP) 

r\  • M 

{A2Ä2-  A,A,  EP) 

P\  • 

(^3^1  ■ -^i-^iEP)  = 

Pi  • ^4 

und  kann  setzen 

Pi  : €i  = Xiy 

so  dass  a-, , .r,,  x^,  X4  vier  Zah- 
len bezeichnen,  deren  Verhält- 
nisse den  Punkt  P iu  Bezug  auf 
die  fünf  Fundamentalpunktc 
bestimmen  und  durch  diesel- 
ben construieren  lassen.  Sie 
sind  als  tetramctrischc  Co- 
ordinaten  des  Punktes  P 
zu  bezeichnen;  die  vier  Maass- 
stäbe, nach  denen  sie  gemessen 
werden,  bestimmt  der  Punkt  E 
durch  seine  Lage  gegen  die 
Flächen  des  Fundamentaltc- 
traeders  A^A2A2A^.  Wir  be- 
zeichnen E als  den  Einheit- 
punkt des  Systems,  denn  seine 
Coordinaten  sind  gleich  Eins. 

Liegt  P in  einer  Fläche  des 
Fundauientaltetraeders,  also  in 


Bezeichnen  , r,,  r,,  die 
Abstände  der  Ebene  77  von 
Punkten  AjAjA,,  A,A,A, , 
A,A,A,,  AiA,At  respective 
und  ;r,,  die  entspre- 

chenden Abstände  der  Ebene 
77,  oder  allgemeiner  die  £,•  und 
•Xi  die  in  bestimmten  Richtun- 
gen gemessenen  Längen  von 
den  Ecken  des  Fundamental- 
tetraeders bis  zu  den  Ebenen 
E und  77,  so  hat  man 

(A,  A,  ■ A3A4E77)  = ‘’Slh  y 

«4  : £4 

(Aj  Aj  • A4  A,  E 77  ) = ^ ^ ) 

’»!  • 

(AjA,  • AjAjETf)  = 

«4  . £4 

und  kann  setzen 

• r,'  = ^iy 

so  dass  || , ^21  I3J  I4  Soh- 
len bezeichnen,  deren  Verhält- 
nisse die  Ebene  77  in  Bezug 
auf  die  fünf  Fundamentalebe- 
nen bestimmen  und  durch  die- 
selben zu  construieren  gestat- 
ten. Sie  sind  als  tetrame- 
trische Coordinaten  der 
Ebene  77  zu  bezeichnen;  die 
vier  Maassstäbe,  nach  denen 
sie  gemessen  werden,  bestimmt 
die  Ebene  E durch  ihre  Lage 
gegen  die  Ecken  des  Funda- 
mcntaltetraeders  A4A2A3A4. 
Wir  nennen  E die  Einheit- 
cbone  des  Systems,  denn  ihre 
Coordinaten  sind  gleich  Eins. 

Geht  77  durch  eine  Ecke  des 
Fundamentaltetraeders , also 
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A.,A^Af , A^AjAf , A^A^A.^  diirchA|A,A),  A._,A.,Aj,  AjA,A|, 
respectivc,  so  ist  je  eine  der  A,A,  A,,  rcspcetive,  so  ist  je 
C’oordinatcn  Xj,  a:, , a:j,  .T;,  vom  eine  der  Coordinaten  |j,  I,, 
Wertlic  Nidl  und  wenn  inan  |j,  Null  und  wenn  man  die 
die  den  bleibenden  a*,-  entspre-  den  bleibenden  cntsprcchen- 
ehenden  p,  und  c,-  in  Kichtun-  den  it,  und  £,•  in  Rielitungon 
gen  misst,  welche  der  ent-  misst,  die  der  entsprechenden 
sprechenden  Tctraederilächc  CicgenHiichc  des  Tetraeders  an- 
angehören,  so  kommt  man  aut'  gehören,  so  kommt  man  auf 
die  Coordinatenbestimraung  die  Coordinatenbestimmung 
des  ebenen  Punktsystems  in  des  ebenen  Strahlensystcms  in 
§ 133.  zurück.  § 1.33.  zurück. 

Der  Lage  von  P in  einer  Wenn  die  Ebene  TI  durch 
Tetraederkante  z.  11.  ./,  A.,  ent-  eine  Kante  des  Tetraeders  z.  B. 
spricht  das  gleichzeitige  Ver-  A,A.j  geht,  so  entspricht  dem 
schwinden  von  zwei. T,  nämlich  das  gleichzeitige  Vcrschwin- 
a?3,  X4,  und  der  Punkt  wird  den  von  und  und  die 
dann  durch  das  Verhältniss  der  Ebene  wird  durch  das  Ver- 
übrigen,  also  das  von  .r,  zu  hältniss  vonl,  und  bestimmt, 
bestimmt,  wie  in  § 132.  für  die  wie  cs  in  § 132.  für  das  Ebcncn- 
Punktreihe  erörtert  ist.  büschel  sich  ergab. 

Ist  P in  einer  Ecke  des  Fun-  Ist  TI  mit  einer  Fl.ächc  des 
damentaltetracders  z.  B.  in  .•/,  Fundamcntaltctracders  iden- 
gedaeht,  so  verschwinden  drei  tisch  z.  B.  mit  A, , so  ist  gleich- 
der  Xi,  z.  B.  hier  die  drei  zeitig  = 0,  = Ü,  = 0 

a-j,  a:,,  .T,  und  ar,  ist  etwa  die  und  I,  kann  als  Längenzahl 
Längenzahl  der  betreffenden  der  zugehörigen  Tetraederhöhe 
Tetraederhöhe  in  Bezug  auf  in  Bezug  auf  das  gleichnamige 
das  gleichnamige  e als  Einheit,  e als  Einheit  angesehen  werden. 

1)  Wie  übertragen  sich  die  Sätze  unter  1,  2,  3 in  § 133. 
in  den  Baum? 

2)  Die  Kclationcn  des  § 136.;  4.  für  die  laufenden  Coor- 
dinaten in  der  Reihe  y,  z und  für  die  laufenden  Coor- 
dinaten im  Büschel  y,  f gelten  unverändert  für  den 
Kaum  und  die  gegenwärtigen  Coordinaten. 

139.  Wir  denken  nun  die  Tetraeder  der  Ai  und  der  A, 
in  der  Art  identisch,  dass  die  Ecke  Ai  die  Ebene  A,-  zur 
Gegcnflächc  hat  und  setzen  in  Fortbildung  der  früheren  Annah- 
men fest,  dass  der  Einheitpunkt  E und  die  Einheitebene  E 
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.in  allen  Ecken,  in  allen  Kanten  und  auf  allen  Fliiclion  des 
Tetraeders  durch  dasselbe  harmonisch  getrennt  sein  sollen 
(Fig.  222.)  — um  so  die  gleichzeitige  Bestimmbarkeit  der 
reciproken  räumlichen  Systeme  zu  erlangen. 

Seien  (Fig.  224.)  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  von^/, , 


.4.,,  nach  /'  respective  A'  mit  den  bezüglichen  üegen- 

flächen  A, , A,,  A^,  A^  durch  Py,  />,,  E^,  E.,,  A’.,,  A’, 

bezeichnet;  ebenso  die  Schnittpunkte  der  Ebenen  durch  die 
Kanten  nach  P und  E 

respective  mit  den  Gegcnkanten  .4;, <<4,  durch  7'.,,, 
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/’ji,  /'ii,  A'.,| , A’.,| , • ••  imil  cinUicli  <liu  Si-lmilt- 

pimktu  der  Ebenen  fl  und  E mit  den  Kanten  de»  l'etniedcrs 
in  dei’solben  Ordnung  dureli  /i,,,  //j,,  E,,,  Ejj,---  oder 

ilirc  Sebnittlinicn  mit  den  Eläehen  des  Tetraeders  dureli 
II.,,  n^,  fli]  cte.,  so  dass  die  77,  die  harmonisehen  Geraden 
der  Punkto  7’,  in  Bezug  aut'  Aj.4i,.li  sind,  so  bat  man  als 
Ausdruck  der  gemachten  N’oraussetzungen  zur  Delinition  der 
Coordinaten  von  7' 

= {4.,.4.y.4,A,KI>)  = (.7,.7,7;, ,7>  ,);  = (.7,.7,A-,,r,,), 

.1,  JTj 

•^1 

sodann  ebenso  zur  Detiiiition  der  Coordinaten  von  fl 

i'  =(A,A;,.A,A,E77j  = (,/,.7,E,,77,,^,  = (./,  .7,E,,  77,,,^ 

§1  bi 

j*  = (.-7.../,E„r7„); 

endlicli  als  Austlruck  der  harmonischen  Trennung  von  A'  und 
n durch  das  Tetraeder 

- 1 = O'i  -<.Em  A’u)  = A„)  = (.7,.I,E,,  A'.,,). 

Durch  Multiplication  der  entsprechenden  Gleichungen  der 
beiden  letzten  (truppen  folgt  daraus 

t ~ (-^1-^1  ^11  ^^n)>  ~ 

S|  S| 

2*  (■'^1  '^3 

Sl 

und  durch  Multiplication  dieser  Gleichungen  mit  den  ent- 
sprechenden der  Gruppe  der  Definitionen  der  xt : Xk 

~ C ~ ('^  ^^4  J t * ^ ~ (^2^1  ^21  f’2l)> 

Sr*  4 S(a4 

d.  h.  diese  Producte  der  Verhältnisse  der  § und  x sind  die 
negativen  Doppel  Verhältnisse  der  A,  77  und  P auf  drei  Tetrae- 
derkauten, die  von  der  dem  gemeinsamen  Nenner  entsprechen- 
den Ecke  ausgehen. 

Liegt  dann  insbesondere  der  Punkt  P in  der  Ebene  II, 
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so  ist  jede  der  besagten  drei  Reihen  von  /’  aus  auf  die  Ebene 
der  beiden  andern  projicierbar,  z.  JJ.  die  erste  Rcihc-4,^,/7,,7’, , 
in  der  Fig.  224.  auf  die  Ebene  der  beiden  letzten  in 

P^  //j  77|^*/*23,  wenn  den  Sehnitt  von  mit  TI,  oder 

bezeichnet. 

Für  drei  gerade  Punktreilicn  in  einer  Ebene  wie 
A.,A,TJj,P.j,,  A^A,'T/^,P^,,  P,A,n,,*I\^j 

— welche  nach  Punkten  A.^,  A.^,  /*,  von  einem  entsprechend 
gemeinsamen  Punkte  A,  ausgehen,  und  in  denen  drei  weitere 
entsprechende  Punkte  77,3*  auf  einer  Geraden  77, 

liegen,  während  die  drei  letzten  die  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden von  /’,  nach  den  Punkten  .73,  A.^,  A,  mit  den  Gegen- 
seiten des  Dreiecks  derselben  sind,  — gilt  aber  das  Gesetz, 
dass  die  Summe  ihrer  Doppelvcrhältnisse  die  Einheit  ist;  oder 
(A,A,n,,p,,)  + (A,A,n,,,p,,)  + {p,A,n,*p,,)  = i. 


Fig.  iS5. 


-4' 


Um  diese  Relation  zu  beweisen, 
denken  wir  die  Figur  der  drei  Reihen 
central  auf  eine  Ebene  projiciert  (Fig. 
225.),  welche  zur  projieierenden  Ebene 
der  Geraden  77,  oder  77.,,  77,,* 773,  parallel 
ist,  so  dass  das  Bild  77,'  dieser  Gera- 
den unendlich  fern  ist;  . wenn  wir  dann 
die  Bilder  der  Punkte  durch  dieselben 
Zeichen  mit  Beifügung  eines  Striches 
bezeichnen,  so  wird  die  vorige  Summe, 
die  linke  Seite  der  zu  beweisenden 
Gleichung, 

(J,' .7;  307V)  + (-V-^/ooP3,') 

+ (^i'"^/oo/V) 


oder  (y7, , -7,  , A^  7',  ) -j-  {A^  , A^ , P,  j7,  ) -)-  (.7, , P, , A.^  .7,  ) , 

wenn  die  letzten  Symbole  die  Verhältnisse  bezeichnen,  nach 
welchen  die  Geraden  A^P,,  P,  A.^,  A./ A^'  die  zwischen  den 
Punkten  A,’,  A./;  A/]  A,',  1\'  respective  gelegenen  Strecken 

theilen.  Diese  Verhältnisse  können  aber  als  die  Verhältnisse 
der  Flächen  von  Dreiecken  über  der  theilenden  Geraden  und 
aus  den  Enden  der  zu  theilenden  Strecke  angesehen  werden 
und  zwar  unter  steter  Berücksichtigung  des  Sinnes  wie  folgt: 
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oder 

d.  h. 


ja;a,;i‘'ja;p;a;  aa;a'a; 
AA'A.iv;^  AA-i‘(A.:^  ap;a.;a; 
aa’a;v;  + aa^v*  a;  + aa;a;a; 

AA^A^l\' 

= 1 

^A,’A,'P,' 


Sobald  also  die  Ebene  U den  Punkt  P enthält,  und  nur 
wenn  diess  der  Fall  ist,  besteht  zwischen  den  Coordinaten 
von  n und  den  Coordinaten  ar,-  von  P nach  den  für  ihre  Be- 
Btiininung  gemachten  Voraussetzungen  die  Kelation 


_ lijfi  + Ijarjjf  I3X3  _ 

§|X,  + + |:,X3  -j-  = 0. 

1)  Für  jede  durch  den  Punkt  E gehende  Ebene  ist 

^1  + ^2  + ^3  + ^1  = 0. 

2)  Für  jeden  in  der  Ebene  E liegenden  Punkt  ist 

•Cl  + + -^3  + ^1  = <>• 

ü)  Für  eine  Ebene  durch  ,/|,  und  eine  solche  durch  A^A., 
ist  rcspective 

+ ir^3  + = 0,  ^3^3  + = ‘^i 

also  insbesondere  für  die  Ebene  A^  E 
a?3  — a-,  — 0,  etc. 

4)  Sind  die  |,-  eonstante  Grössen  u,-,  so  gilt  für  die  Coor- 
dinaten Xi  aller  Punkte  der  durch  sic  bestimmten 
Ebene  die  Gleichung 

a,ar,  + fljX,  + -f  a^x^  = 0; 

wir  nennen  sie  die  G leie  hung  der  Ebene  ,«3,«,) 
und  die  projectivischen  Coordinaten  dieser  Ebene  sind 
ihre  Coefficienten. 

5)  Sind  die  x,-  eonstante  Grössen  so  gilt  für  die  Coor- 
dinaten aller  Ebenen,  3velche  den  durch  sic  be- 
stimmten Punkt  enthalten,  die  Relation 

“1^1  + + “1^4  = 0, 

die  man  als  die  Gleichung  des  Pun  k tcs(«,,«2, 
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in  tctrfinictrisclien  Ebencii-Coordinatcn  zu  bezciclinun 
hat;  seine  Coordinaten  sind  ihre  Coeffieienten. 

140.  Wenn  wir  vorauswtzcn,  dass  die  Ebene 
oder  A|  die  unendlich  ferne  Ebene  des  Raumes  sei,  so  bilden 
die  Punkte  Pj,  Pj,  Pj  und  A.j,  E^  die  Parallclprojeetionen 
von  P und  E nach  den  Richtungen  der  drei  von  A^  ausge- 
henden Kanten  A^A.^,  A,A^  auf  die  Fläche  der  jedes- 

maligen beiden  andern^.,,  A,,  A,  (Fig.  226.)  und  man  hat 
in  A’|2  E|  £|3  Ä’u  £3  A’A’j  das  projicierende  Parallelcpipcd  von 
£ und  entsprechend  das  von  P.  (Vergl.  i?46.)  Man  hat  wegen 

(.f,ccEu'£i,)  = — 1 

.^|E|.,  = ./|  £|.2,  ./|E,3  = .4,  £|3,  -liEi,  = A^L^^. 


Kig.  2StI. 


Man  erhält  somit 


.r,  = 

Pl 

■ ‘'i 

, = 1, 

A^E^J 

.1’.^  J 

A 

>• 

und 

^1 

P,:, 

i 

Af  £,, 

1 

1,1 

.4,  Ji], 

f 

ll 

1, 

.4,  K,, 

-^1 

1 _ 

A,  £,; 
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oder  wenn  man  ferner  = ./,  A',,  = <|A'|,  set/.t  und  als 

die  Einheit  des  Liingenmaasscs  wählt,  die  gcwdiinliehen  Car- 
tesi  sehen  Punktcoordinaten  einerseits  und  die  P 1 Ucker - 
sehen  Ebenen-Coordinaten  andereeits.  Man  bezeichne 
für  die  erstereu 

.r.j  ==  -•/,  P|.,  — - X,  a'g  = .-tf  P|^  = y j a'j  — = z 

und  erhält  die  Gleichung  der  Ebene  in  der  Form 
«I  -|-  ii,,x  -f-  u^y  -)-  rt, : = 0 oder  .4x  -j-  fiij  Cz  -j-  f)  — 0. 
Bezeichnet  inan  dann  für  die  Letztem 

_ 1 1 _ 

so  erhält  man  die  Gleichung  des  Punktes  in  der  Form 
1 + + «;i*i  + «i?=  oder  -f  yjj  -f-  + 1 = 0. 

In  der  Gleichung  des  Punktes  sind  die  Coeflieienten  seine 
Gartcsischen  .Coordinaten,  in  der  Gleichung  der  Ebene  die 
Verhältnisse  der  (Joefficienten  zum  absoluten  Glied  A : 1>, 
B : D,  C : D ihre  Plücker’schen  Coordinaten. 

Man  sieht,  dass  der  Uebergang  von  den  allge- 
meinen projectivischen  Hauni-(^oordinaten  zu  den 
elementaren  Coordinatensystemen  von  Cartesius 
und  PI  Ücker  einer  Kelicfbildung  entspricht,  bei 
welcher  die  eine  Fläche  des  Fundanientaltetraeders 
zur  Gegenebene  gewählt  wird.  (Vergl.  § .‘57.)  So  Hesse 
sich  auch  umgekehrt  von  den  elementaren  Systemen  zu  den 
allgemeinen  gelangen,  wenn  man  nur  die  Einsicht  voraus- 
setzt, dass  die  Wahl  der  Längeneinheit  und  die  Festsetzung 
des  positiven  Sinnes  in  den  Axen  bei  Cartesischen  und  Plückcr- 
schen  Coordinaten  die  Festsetzung  des  Einheitpunktes  und 
der  Einheitebene  bedeutet. 

1)  Eine  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehende 
Ebene  hat  eine  Gleichung  von  der  Form 

Ax  + By  -t-  6’i  ==  0. 

2)  Ein  Punkt  der  unendlich  fernen  Ebene  hat  die  Gleichung 

+ y y + ‘f  ==  5); 

die  unendlich  fernen  Punkte  der  Coordinatenaxen 
A^An,  A^A^,  A^A^  sind  bezeichnet  durch 
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1 = 0,  7)  = 0,  f = 0 rcspcctivc ; etc. 

3)  Eine  ?>bcnc  durch  die  Axe  Ay  .4,  und  die  in  Bezug  auf 
die  Coordinatcnebenen  zu  ihr  liarmoniech  conjugiertc 
Ebene  sind  dargcstellt  durch 

Ax  + By  — 0. 

141.  Geht  die  Ebene  (liegt  der  Punkt) 

•i)  a;,  + IjOjj  + |;,a:3  + |,a-,  = 0 

durch  drei  feste  Punkte  y,  w (in  drei  festen  Ebenen  y,  f,  co), 
so  müssen  die  CoefHcienten  der  allgemeinen  Gleichung  den 
Bedingungen  genügen 

+ ii’Jj  ^ ^t'Jt  — 

•'*)  ^i'i  + ^i'2  + 

^1  »'i  + -f  I, = 0 

rcspcclive 

'ha-'i  + t].,x.j  + + y^x^  ==  0, 

a*)  + fj.r3  + = 0, 

o)|.r|  -|“  Mj.t,  -j-  £03X3  -j-  w,X|  ==  0. 

Jlan  erhält  aus  denselben  durch  Elimination  der  5,  re- 
spective  der  x die  Cocfficientcnbestimmung  der  Gleichungen 
der  Verbindungsebene  der  drei  Punkte  y,  z,  w,  respective  des 
Schnittpunktes  der  drei  Ebenen  r\,  f,  w.  Zu  dieser  Elimina- 
tion — die  wir  nur  für  das  erste  System  der  Gleichungen 
durchführen  wollen,  kommt  man  durch  folgende  Rechnung: 
Zwischen  den  drei  ersten  Gleichungen  des  Systems 

-f-  + la'i  + ^i"’i  — 

^1  + liVt  + l:,Z2  'h  l|  '«2  = 0, 

li  a:a  + liV-s  + l:i*3  + li  «’.i  ==  t), 

+ Ijy,  + l;,I|  + l|«'|  ==  0 

eliminiert  man  nach  einander  a)  |j,  dann  b)  I3,  und 

schliesslich  c)  indem  man  sie  nach  den  in  § 136.  be- 

wiesenen Relationen  mit  den  respeetiven  Facloren 

a)  1^''  "'1; 

I Ui  7 *;i  I yi  1 ‘I  I t ^2»  *2  I 


^2. 

.tj: 

1^3  7 

X3 

1 , X, 

*3  9 

1 ‘1 ; 

a-,l’ 

*2  7 ar-2 

Ul 

i 

Ui 

1 a-,  7 y, 

Ui\’ 

la:,, 

Ui  ’ 

1 Xj  , 7/2  1 

Digitized  by  Google 


Ciirven  nnd  Flächen. 


541 


multipliciert  und  die  Producte  "addiert.  Man  erhält  die  Glei- 
chungen 


X,  , 

X.,, 

^3 

w,, 

»>., , 

«’3 

y\> 

Vj, 

.'/.I 

+ ^1 

.V|, 

y-}, 

y-., 

* 

‘1 ) 

*2) 

*3 

*1  J 

“3 

y\y 

!h, 

^3 

W’i; 

»’i, 

«■3 

*1  > 

*2  J 

*3 

+ 1. 

*1  > 

"2) 

*3 

X.,, 

^3 

X,, 

X.,, 

^3 

’t  ! 

*2> 

*3 

«’i; 

tr.j, 

«'3 

X|  , 

X2  , 

a^3 

+ ^4 

X|  , 

Xj, 

^3 

Vl, 

i/3 

•Vu 

y-2> 

2/3 

= 0, 


= 0 


oder 


yi,  y-i,  2/3 

1 

. , . 1 
*1  > -2  > '3  1 

I4  — 

*1  j *2  > -3  ; 

’ 

n-i,  IV,,  n-3 

1 

|n-l,  n>.,,  w,; 

1 

1 

^1  > ^'2  > ^3 

1 

, W.J,  wJ 

X, , a'j , X3 

: — 1 

X,,  Xj,  X3I 

yt,  vu  y.t 

2/1  > ’Ji,  2/3 1 

*1>  *2>  *3 

Wir  bemerken,  dass  in  diesen  Formeln  die  Auflösung 
von  drei  linearen  Gleichiingen  mit  drei  Unbekann- 
ten, ||  : Is  • enthalten  ist.  (Vergl.  unten  5.) 

Die  Substitution  dieser  Verhältnisse  der  | in  die  drei  ersten 
Gleichungen  der  obigen  Gruppe  b)  giebt  die  Identitäten 


V|, 

’Jii 

.V3I 

1*1  > 

*:»| 

w,, 

n-j. 

'^'3 

*14 

Xj  , 

^3 

l'l  ) 

-2> 

. 1 
•3; 

— 2/1 

«-2, 

+ *1 

Xj, 

a-'s 

— 44', 

yi4 

y2  4 y3 

= 0, 

l«"!» 

W.,, 

»3I 

k; 

.T2, 

-^■3 

22|j 

V2» 

^3 

1 

1*1 4 

*2  4 

*3 

y\> 

2/2» 

223 

1 

*1 1 

*2  f 

*3 

4t>3 

'*1  4 

Xj  , 

^3 

*1  > 

*2> 

*3: 

' — y^ 

w,. 

+ -2 1 

k' 

Xj, 

X3 

— 444., 

y\i 

y2  4 

^3 

= 0, 

IV,, 

Wj, 

i 

^.1 

22|, 

222  4 

ys 

1 

i*t  4 

*2  4 

*3 

'y,i 

222; 

^3 

*1  > 

*3 

1 

w,. 

«’2  4 

44-3 

i 

*14 

*2  4 

^'3 

1 

*2> 

♦3 

1 — 223 

^2, 

*3 

•»1» 

X2, 

^3 

— 4442| 

yi4 

y2  4 ys 

l»’i  4 

W3 

^2  7 

^3' 

i 

i 

22u 

222  4 

y:. 

1 

I*i  4 

*3 

Auf  Grund  derselben  ist  ersichtlich,  dass  man  die  vier  Be- 
dingungsgleichungen a)  der  Reihe  nach  mit  den  Factoren 


yi4 

yn 

yij 

1*14 

*2  7 

*3j 

j'"l4 

44-J4 

«’3 

*1 4 

Xj, 

*2 

*1 4 

*2  4 

^3  4 

— '»"u 

7i’2, 

"'3  4 

Ixi  , 

*2  4 

*3 

7 

yi4 

.'/2  4 

2/3 

|444,  , 

44-.J, 

44>.,! 

!-*14 

^27 

*3; 

.VI4 

.'/2  4 

ya 

1 1 

*1 4 

*2> 

*3 
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iniiltiplicieren  und  die  Produöte  addieren  muss,  nm  gleich- 
zeitig die  Factoren  von  5,,  in  der  Suinine  verschwin- 

den zn  niaelien,  so  dass  dieselbe  durch  theilbar  wird  und 
das  Kliininationsresultat  liefert 


X,  , X,,  X, 


y-i>  Jh\  =1»  '-n  *3l  «’i>  "•:i|  a;,  ,Xj,.T, 

•I ) *:i'  — ,Vi  «'1  > «’3>  «’al  + ■)  a-, , Xj,  x^i  — «•,  y, , y,,  r/^j  = 0; 

«•| , «’j,  Xj , X,,  X;,i  //i,  y.j,  lt| , i._>,  J.,j 


cs  ist  eine  der  Entwickelungsformen  der  folgenden  Deter- 
minante und  wir«l  mit  Vortheil  in  ihrer  Form  geschrieben  — 
also  die  Gleichung  der  ilurch  drei  Punkte  y,  z,  «■ 
bestimmten  Ebene 

I X|,  Xj,  X^,  Xj  I 

y\  > y-!'  !h>  y*  q 

*1  > 's»  *3>  '4 1 
"j  » «’j»  «’;|!  «')  ! 

.Sie  ist  auch  die'  Bedingung,  unter  welcher  vier  Punkte 
X,  y,  r,  w in  einer  Ebene  liegen. 

Ebenso  die  Gleichung  des  geineinschaftlichen 
Punktes  der  drei  Ebenen  y,  f,  to  und  zugleich  die  Be- 
dingung, unter  welcher  vier  Ebenen  |,  ?,  u durch  einen 

Punkt  gehen, 

I ^1  » j l;u  l(  i 

I ’?!  > y-i  >’?:)>  ’b  _ Q 
I ?l  f ?3>  ?:i>  ' 

< rd|  , ri>},  ci>3 , b),  I 

1)  Da  die  Beziehung  der  Gruppen  von  (Gleichungen  .a) 
und  b)  eine  gegenseitige  ist,  so  erhält  man  dasselbe 
Eliminationsresultat  auch  aus  dem  System  von  Gleichung 

b)  /x/  + myi  + nZi  -f  ;>«),  = 0 (i  = 1,  2,  3,  4) 
oder  respective  aus 

b*)  -4-  l'f,  XU,  = 0 


in  den  Formen 


••»^1  > yi  j *1  j ”’i 

j y-i } *2  > ”'3  _ j I 

. a's ) ?/3 ) *:i  y ”'.i  I 

•-^1  > .'/4  , > «4  I 


^1  y Vi  j fl  > “1  , 

^3  y V < 1 fs  > 1 1 

5.14  >?:!)  f:ij  «:i 
S4  4 Vl  4 f4  4 W| 
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MS 

Die  Gleiclumgon  1>),  !>*)  liefern  aber  für  die  Conr- 
clinaten  .r  ein  ob  Punktes  der  Ebene  i/,  «• 

d i e \\'  c r 1 1)  e 

»I  ’/i  + ” - . + /'  «V 

a-.  = - , 

lind  für  die  (Koordinaten  5 einer  Ebene  dureli 
den  l'nnkt  f,  to  die  andern 

t _ ft'/i-  + 

«i  - 

Bei  der  Substitution  in  (Beidningen,  wolelie  in  den 
Xi,  respeetive  Iioinogen  sind,  fallen  die  Nenner 
— Awcg. 

2)  Die  Ebene  durch  die  Punkte  y,  i und  den  Eundanien- 
talpunkt  //,  ist,  wenn  wir  mit  x die  laufenden  (Joor- 
diimten  bezeielinon,  ansgedrückt  durch 

I ^’i ) ^1, 

V\  f !/-2>  Vif  .'/i  _ Q 

‘2>  *1! 

|/,,,  n,  0,  0| 

oder 

X’.,  (1/3 1|  i/j  -|-  .T{  (yi  !/■{  I4)  -f"  *'i  (//•>  *:t  .V;i  *j)  “ 11 ) 
die  Ebene  durch  ;/,  z und  J^nalog 

(y.i'i— + ^.i Cvr I — '/,!,)  + a:, (y,:s-yaM)  =1^,  de. 
S)  Der  Durehselinittspunkt  der  Ebenen  1],  f mit  der  Fnn- 
damentalebene  A,  ist  für  | als  die  laufenden  (Koor- 
dinaten 

^1  (v-2  — >U  ??)  + iii’h  fl  --  Vi  fi)  + iVi  — 'h  ?i)  = 11- 
4)  Eine  Ebene  durch  den  Punkt  y und  die  P'undamon- 
talpunkte  A^ , A.,  ist  dargestellt  durch 
— .r,y;,  = 0. 

i>)  Die  Ebenen 

Ga'i  + — Sa:,.,  10a-,  = 0, 

a:,  -(-  öa-j  — a:,  — 9a:,  = 0, 

— bx^  — x.^  — a-,,  + .r,  = 0 

gehen  durch  den  Punkt,  für  dessen  (Koordinaten  man 
erhält 
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1—6 

‘i 



10 

' — 1 

— 1 

-9 

5 

1 

1 

i 252 

— 3 

10, 

-83 

! 5 

— 1 

-9 

1-1 

— 1 

1 

2 

— 6 

10 

1 

— 1 

-9| 

1 

!-i 

f) 

1| 

1 304 

1 " 

— 3 

10  j 

— 88 

5 

— 1 

— 9’ 

i— 1 

— 1 

i; 

2 —3  —6, 


I j 

— 1 —1  5 m 

I 2—3  10  ~ — 88 

5-1-9 

— 1 — 1 1 


= J,A,EP), 


= {A.,A^  • A^A^  EP), 


= {A.,A,,  • A^A,EP). 


Dieser  Punkt  kann  sonach  construiert  werden  in 
jeder  Darstellung,  in  der  das  Fundamental- 
tetraeder  und  die  Einheitelemente  verzeich- 
net sind.  Die  Festsetzung  von  Axon  und 
Maassstäben,  wenn  man  dieselbe  als  eine 
axonometrisehe  auffasst  (vergl.  §§  60.,  61.)  oder 
die  Festsetzung  hinreichender  Flucht-  und 
Durchstoss-Elemente  und  des  Distanzkreises 
(vergl.  § 11.),  wenn  sie  als  Centralprojection 
gedacht  wird,  liefert  die  Bestimmungen  der 
Lage  des  Punktes  nach  absolutem  Maass. 

6)  Der  gemeinsame  Punkt  der  Ebenen 

2x  — -{■  ^0*  = — bj  bx  — y — 9i  = — 1 , 

— X — y + : = b 


hat  die  Cartesischen  Coordinaten 

63  _ 16  _ _ ^ 

22’  22’  22’ 


142.  Eine  gerade  Linie  im  Raume  ist  die  Verbin- 
dungslinie von  zwei  Punkten  y,  z oder  die  Schnitt- 
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linie  von  zwei  Ebenen  ist  die  gerade  Linie  yz  mit 

der  jjf  identisch,  so  gelten  gleichzeitig  die  vier  Gleichungee 


n\Vx  + = 0, 

’/i  *1  + Vj  *2  + V:i  r.i  + ’b  *1  ==  'L 
+ S-.i!/3  + S,!/,  = 0, 

?l  *1  + ^2*2  + h *3  + f|  -I  = 


Die  successive  Elimination  von  2/,,  1;,,  zwischen 

den  beiden  ersten  Gleichungen  dieser  Gruppe  — durch  Mul- 
tiplication mit  den  respectiven  Factoren  — — *i>y2  5 
— *3>  ?/3)  — Vi  «nd  Addition  — giebt  das  System 

(yi  '2—^2  *1 ) y- — (^3  *1  — .'/i  V:,+  (yi  -i — y«  ) y , = < », 

1»)  +(y2‘3— y:D2)y:i+(y2'4— y4*2)’b='b 

(y3*i  yi *3)’/!  (y-i'z  y3'i)V‘!  (y3*i — .V4 '3)y4=*b 

— (yi  -4— y4  *i)y  I — (y2  *i— y4  *2)  Vi — (y3  zi~y4  *3)  % = 

Dasselbe  System,  nur  mit  Ersetzung  der  y durch  die  f 
giebt  die  successive  Eliminatio'n  von  g, , f,,  zwischen 

den  beiden  letzten  Gleichungen  der  obigen  Gruppe.  Mit 
Hilfe  der  Abkürzung 


Pik  = yiZk  — y*j,- 

schreiben  wir  beide  Systeme  in  der  Form 

PiiV-i—thi  %+PuVl=0,  P,iS2-P3t  ?3+/b4?l  =0, 

1,4  ~/'i2yi  +/'23y:i+P24y4=o, 

PziVi-P-nVi  +P-3tV,=0,  Pil^,-P23i>  +/'34?4=". 

— P|4y|-P24y2— /'34%  =0;  — P|4?|-Pvl?2— P34?3  ='»• 

Die  successive  Elimination  von  y, , y,,,  y,,,  y,  zwischen 
der  ersten  und  dritten  Gleichung  der  Gruppe  a)  giebt 

Vi^\)!/2  (^3?!  ~yif3)y3+  (yi?4 — y4?i)y4  = 

— ('bf.— y2?i)yi  + (y2?3— y3?2)y3+  (viti—viSijpA  = •>, 

(v:!  ?i  Vi  5:t)  yi  (vj  ?3  V3  ^1)  y>  + (y^i  f , — t;,  ?n)  y 1 = • b 

— (yi?4— yi?i)Pi  — (’b?4— y.?2)y2— (vsft— yj?3)y3  =(*. 


c) 


und  die  Elimination  von  r, , j.,,  r.,,  zwischen  der  zweiten 
und  vierten  Gleichung  derselben  Gnippe  das  nämliche  System 
mit  Ersetzung  der  y durch  die  j;  oder  mit  der  Abkürzung 
^ik  = y.f*  — y*?, 


a:,  jy.,—  jt, , ys+’^i  iV l = 0 , 
+’*23y3+"2iyi=0; 

c*) 

’*I2*2  ^3I*3”I"’*I4*4=  '*) 

+ «,.,13+71,424=0, 

’^iiiyi- 

+%4.V4=0> 

™2.1*2 

+’'34*4  — ‘b 

^i4yi- 

■^24.^2  ’’^34y.1 

=0; 

^I4‘l 

7r,|2,  TT.^Tj 

= 0. 

Fiedler,  Parste) lende  Oeomptrie.  35 
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Die  (’ombination  der  Gleicliungeii  der  Gruppen  b),  b*'i 
erlaubt  auf’  demselben  Wege  nacli  einander  die  /j,*  und  die 
der  (Jleicliuugen  der  Gruppen  c),  c*)  die  nn;  zu  eliminieren 
tind  jede  dieser  Eliminationen  liefert  eine  der  Proportionali- 
täten, ilie  wir  in  P'olgendem  zur  Kette  zusammen  fassen 

‘0  l*v!  • Pn  • ?ht  • )’u  • Pii  • Ptu  ”’:ii  • ^it  • ^‘Ji  • • ’^rii  • ^iji 

z.  R.  die  Elimination  von  zwisclieu  den  beiden  ersten 
Gleiebungon  der  (iruppen  b),  b*) 

— + /'II /'n  :/'!!  = '■ 

Diese  Proportionalität  der  /i,*  und  ni„  w'ird  auch 
nicht  gestört,  wenn  die  zur  Restimmung  der  (icra- 
den  benutzten  l’unkte  in  ihrer  Reihe  verlegt  oder 
wenn  die  zur  Restimmung  benutzten  Ebenen  in 
ihrem  Riisehel  gedreht  werden;  denn  eine  solche  Ver- 
ändcning  wird  nach  § PK!.;  4.  ausgedriiekt  durch  die  Sub- 
stitution von 

”i*')  ”'■>.'/•  H"  "i -i  respcctive  für  Vi  >md  r, 
und  im  Kalle  der  Ebouencoordinaten  von 

i'if,-,  f«D/>  + *'■.>?■  i'cspeclive  für  i/,-  und  f,-: 
mul  man  erhält  somit 

Pik  = ('"I.V.+  «I  ’i)  + — ('»I  .'/<  + «I  ~k)  (»«,;/,+  n,:,) 

= (»1,«;  — w<jU|)  {yi'k  — //All); 

was  in  Form  von  Determinanten  die  Relation  giebt 

"’i  ’a  + "i  *.?  ’"i .’/<  + ”i  */. ! _ ’"i  - 

'"jy.- + «j*>>  »"jy*  + "}-*  I |"i,  I :i,  ' 

Ebenso  wird 

C)  ■Xik  = (fl,  V.J  — fl.,  l',)  (iJiSk  — Ijkti)  . 

d.  h.  die  yn  und  die  jr,<  ändern  sich  bei  einer  derartigen 
völlig  beliebigen  Aenderung  der  Rcstinnmnigspunkte  und 
Ebenen  nur  durch  llinzutreten  eines  constanten,  der  entspre- 
chenden Substitutionsdeterminante  gleichen  Factors,  oder  ihre 
\'erhältnisse  ändern  sich  nicht. 

Endlich  aber  sind  die  sechs  G rossen />,^  respee- 
tive  :t,/.  nur  vier  unabhängigen  gleiidi  zu  achten, 
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ilii  zwisclicn  ilinon  oiiii!  Relation  bestellt  unil  eim* 
von  ihnen  zur  Einheit  gewählt  worden  kann.  Diese 
Relation  orgieht  sieh  nninittelbar  nach  § 141.  durch  Elimina- 
tion der  »/  oder  f zwischen  den  (üeiehnngon  b)  rcspoctive  b*) 
für  die  pn  nml  durch  Elimination  der  //  oder  i zwischen  den 


Gleichungen 

1 e)  respective  < 

'.*)  für 

<1ie  ZT, 

,7..  Also 

" , 

P\Zf 

/':u  > 

Pu  1 

»»IJ.  ~ 

ar,, 

0 , 

Pni- 

, = 0 

und 

0 . 

^J.T 

, X,, 

;':n  . 

P■^^^ 

0 , 

Pu 

— • 

0 , 

' ’':ll 

— P\\> 

-M.-i- 

/'3t  > 

0 

- 

1 > 

0 

Die  Entwickelung  der  ersten  Determinante  liefert  nach  § 141. 

Pir  —l‘Vi  “ 

— /'H  I " ' P.U-  /»:il  ' /':u>  /':il  • ~ 

I /'il.'*  •— /■'ll  " > — /'il*  — /'ai’ 

— /'IJ-  '*  ^ 

— /'n  ' ;':tl  ^ i==*’ 

— Pll>  — P:t4 

oder  /<■„/».,,  -f  'ip^.,p.,^p.■^^p,^^  -[-  p, -f  /'3|-/'v|- 

+ ~l>uP:^PnPi\  + P\\^Pn  = 

‘l-  + P^\Pnf  = " 

oder  f ) -f-  ~ 0. 

Ebenso  für  die  :ra 

f’*)  *’*• 


Endlich  ist  auch  die  geometrische  Bedeutung 
der  (i  rossen  ;;,x,  nach  dem  Früheren  unzweifel- 
haft. Nach  Aufg.  5.  in  §141.  [oder  auch  nach  den  Uleichun- 
g(*n  b),  b*)  in  Verbindung  mit  der  Proportionalität  d)[  sind 
die  /j;*.  die  (Jocfficientcn  in  den  Gleichungen  der  Ebenen, 
welche  die  (lerade  yz  mit  den  Fundamentaljmnkten  A.^, 
verbinden,  insbesondere  p,,,  p.,^,  p.^^  die  (’oefficieuten 
in  der  Gleichung  der  Ebene  nach  A^•,  wir  dürfen  sagen,  die 
p,7.  seien  die  Goordinaten  der  Ebenen,  welche  die 
Gerade  yz  aus  den  Eundamentalpunkten  projieie- 
ren.  Sic  sind  den  Fundamentalpunkten  .4,,  A.,,  A-j,  der 
Reihe  nach  entsprechend  durch 

:t.T» 
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P2i^2  ^24^ 3 "f“ 

— Pai^i  +Pna"3 = 0, 

P24^|—  ;^I4^2  +Pl2^'4=C>> 

/'23^I  “ P3l^'2  P|2*3  =0 

dargestellt  und  von  diesen  Gleichungen  sind  jede  zwei  mit  Hilfe 
der  Relation  f)  ableitbar  aus  den  beiden  andern,  näinlieh  z.  B. 
die  dritte  und  vierte  respective  durch  Elimination  von  a\, 
und  zwischen  den  beiden  ersten.  Anderseits  sind  nach 
Aufg.  3.  in  § 141.  die  7t,*  ebenso  die  Coordinaten  der  Punkte, 
in  welchen  die  betrachtete  Gerade  von  den  Fundamental- 
ebenen  A|,--'  geschnitten  wird,  oder  die  Coordinaten 
ihrer  Durchstosspunkte  in  den  Fundainentalebenen. 
Die  Bedingungen  f),  f*)  sind  also  in  der  That  auch  die  Be- 
dingungen dafür,  dass  die  vier  projicierenden  Ebenen  durch 
dieselbe  Gerade  gehen,  respective  die  vier  Durchstosspunkte 
in  derselben  Geraden  liegen.  Nach  alledem  sind  die  Grössen 
ptic  und  ebenso  die  «,*  wohlgeeignet  als  Coordinaten  der 
geraden  Linie  im  Raum  zu  dienen;  denn  ihre  Verhält- 
nisse bestimmen  die  Gerade  mittelst  ihrer  projicierenden 
Ebenen  aus  den  Fundamentalpunktcn  oder  ihrer  Durchstoss- 
punkte in  den  Fundamentalebenen;  diese  Verhältnisse  sind 
unabhängig  von  der  Wahl  der  Bestimmungspunkte  in  der 
Geraden  oder  der  Bestimmungsebenen  durch  die  Gerade;  und 
sie  kommen  auf  vier  unabhängige  Grössen  zurück,  entspre- 
chend der  Bestimmbarkeit  einer  Geraden  im  Raum  durch 
vier  geometrische  Bedingungen,  z.  B.  vier  Gerade,  die  sie 
schneiden  soll. 

1)  Setzt  man  in  Cartesischen  Coordinaten  y,  = i,  = 1 ; 

y-i  — > Vs  ~ y\ ) i/i  ~ *2  ~ ^2  7 *3  “ y^t  *4  ~ *2 

so  erhält  man  für  die  Coordinaten  der  Geraden  12 

Pn  = — }>n  ==^1^2  — ^2^1  > Pm  = Pt  — y-i, 

Pu  — '2  *1  > P2*  ~ ^l~2  *2‘l  > Pst  ~ .V|  *2  !/2*I 

und  die  Relation  f)  wird 

(xj  — X,)  (y,  + (i,  ~ r,)  (x,  y,  — .r.^y,) 

+ (yt  — ^2)  (^1  *2  — •'»■2=1)  = 

2)  Man  drücke  die  Coordinaten  einer  geraden  Linie  im 
Raum  durch  Plücker’sche  Ebenen-Coordinaten  ans. 
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.3)  Welche  Rcductionen  treten  ein,  wenn  die  betrachtete 
Gerade  a)  durch  einen  Fundamentalpunkt  geht  oder 
b)  in  einer  Fundaraontalebone  liegt  oder  c)  eine  der 
Kanten  des  Fnndainentaltetraedcrs  schneidet. 

4)  Die  geometrische  Bedeutung  der  Relation  i')  respec- 
tive  f*)  beweist  zugleich,  dass  dieselbe  die  hinrei- 
chende Bedingung  dafür  ist,  um  sechs  Variabein  als 
Coordinaten  einer  Geraden  in  dem  entwickelten  Sinne 
betrachten  zu  dürfen. 

5)  In  jeder  homogenen  Gleichung  zwischen  den  p,k  können 
dieselben  durch  die  entsprechenden  jr,*  ersetzt  werden 
und  umgekehrt. 

G)  Die  Bemerkung  in  Aufg.  5.  des  § 141 . von  dem  Ueber- 
gang  zu  bestimmten  Maassverhältnissen  bleibt  unver- 
ändert gültig. 

7)  Die  Vorzüge  der  Coordinaten  /),*  vor  den  y,,  re- 
spective  y,-,  für  die  geometrische  Construction  der 
Geraden  yi  sind  zu  erläutern.  Die  Construction  in 
Beispiel  11.  Fig.  227.  macht  sic  anschaulich. 

8)  Die  Unveränderlichkeit  der  Verhältnisse  der  y,*, 
beim  Ueborgange  von  y,z  zw  my  nz,  etc.  ist  in 
ihrer  geometrischen  Bedeutung  gegründet. 

9)  Man  beweise  die  Proportionalität  der  />,y  und  a*, 
aus  der  constructiven  Darstellung  der  vier  Ebenen 

®i(^>  Psi)  Pi\>  ®'.>(  Pi\>  Pu>  Psi)» 
®,l(P2l>  Pl4>®>Pl2)j  ®l(  P->;i>  P.11  J Pl2> 

welche  die  Gerade  yz  aus  den  Fundamentalpunkten 
.4.^,  >4.j,  projicicren  und  der  vier  Punkte 

1>  0,  Jt|j)  , S,  (-  TT.J.,  , Jtji,  3*1 2 >9)) 

in  welchen  die  Gerade  tjf  die  Fundamentalcbcnen 
A,,  A.j,  Aj,  A,  schneidet;  zwei  jener  Ebenen  gpnü- 
gen  dazu. 

10)  Die  identischen  Relationen  p,. ,7/3, , = 0, 
-j- ■ ■ = 0 drücken  aus,  dass  die  Durchstoss- 
punktc  Si  in  den  gleichnamigen  Spuren  der  S,-  gelegen 
sind  oder  dass  diese  durch  jene  hindurch  gehen. 
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1 1)  Man  construicre  in  dem  Fundanicnlaltctraedcr 

mit  der  Einheitebene  (l'ij'.  227.)  die  Gerade 

von  den  Goordinaten  = — d,  p.,^  = — 0,  p■^^  = ü, 
/'ii  ~ — Pn  ~ — /':ii  — fdr  welche  die  Re- 


lalion  f)  erfüllt  ist.  Die  Oleiclmngen  ihrer  iirojieic- 
renden  Ebenen  aus  sind  respeclive 

1 1 a-j  d a'3  — 9.C4  = 0 , — 11  j-,  — 9.»'.,  -)-  (i.r^  = 0, 
— 8.r,  + 9.r,  — = 0,  9.1-,  — Üir._,  -j-  = O. 
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Für  die  projicinrcndc  f2benc  uns  ist  also  (g 
Ii  — — 11,  ^3  = — !1,  ||  = 1)  lind  somit 

Für  die  projicierende  Ebene  aus,-/,  ist  ||==9,  ^2  = — 1>, 
i,  = 3,  also  3 = (./,../,E„f/„),  - 2= 

Damit  erliält  man  die  Gerade  mittelst  ihrer  Dureb- 
stosspunkte  in  den  Fiinilamentalcbcnen.  Sic  wird  also 
eonstruiert  wie  in  Fig.  227.  die  Gerade  1,3,  -1  (2 
fällt  ausserhalb  des  Blattes).  Jlan  zog  z.  B. 
]>arallel  .-/jE,,  und  trug  auf  die  Parallele  zu 

durch  ,-/,  das  — fache  von  auf,  um  in  der 

von  dem  entsprechenden  Punkto  nach  A.,  gehenden 
(Jeraden  //,,’  zu  finden;  ebenso  für  ((.m'- 

143.  Wir  fragen  nach  der  goü metrischen  Bedeutung 
von  homogenen  Gleichungen  Grades  zwischen 
den  vier  Variabein  Xi  respective  und  zwisclicn 
den  sechs  durch  f),  respective  f*)  bedingten  Varia- 
bein p,ic,  respective  a-,*. 

Eine  homogene  Gleichung  Grades  zwischen  den  vier 
X,  ist  die  Gleichung  einer  krummen  Flüche  «'"Ordnung; 
sie  kann  als  Gleichung  mit  drei  Unbekannten  betrachtet  wer- 
den und  es  entsprechen  ihr  also  eine  zweifach  unendliche 
Jlenge  von  Wertheombinationeu  derselben  d.  h.  geometrisch 
eine  zweifach  unendliche  Menge  von  Punkten.  Wir  denken 
sie  coexistierend  mit  der  Gleichung  einer  Ebene  d.  i.  der  in 
den  X linearen  Gleichung;  substituieren  wir  aus  dieser  für 
die  eine  der  a;  ihren  Werth  in  Function  der  drei  andern,  so 
verwandelt  sich  die  gegebene  (Jleichung  in  eine  homogene 
Gleichung  Grades  zwischen  drei  Variabein  x d.  h.  der 
Ort  der  Punkte,  die  die  Ebene  und  der  geometrische  Heprä- 
sentant  der  Gleichung  mit  vier  Veränderlichen  gemeinsam 
hallen,  ist  eine  Curve  Ordnung. 

Eine  homogene  üleiclmng  m""  Grades  zwischen  den  vier 
I,  ist  die  Gleichung  einer  krummen  Fläche  /i'''  Glasse;  als 
Gloichuug  mit  drei  Unbekannten  betrachtet,  repräsentiert  sie 
eine  zweifach  unendliche  Menge  von  Ebenen;  mit  einer  in 
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den  I linearen  Gleichung  verbunden  bestimmt  sie  die  Ge- 
sammtheit  derjenigen  Ebenen,  die  den  dieser  linearen  Gleichung 
entsprechenden  Punkt  enthalten  und  zugleich  dem  geome- 
trischen Repräsentanten  jener  Gleichung  angehören;  die  aus 
beiden  durch  Cornbination  hervorgehende  Gleichung  ist  aber 
homogen  in  den  drei  übrig  bleibenden  ^ und  daher  die  Glei- 
chung einer  Kegelfläche  «'"■  Classc,  die  Gleichung  des  Kegels 
der  Tangentialebenen,  die  von  dem  gegebenen  Punkt  an  die 
fragliche  Fläche  gehen.  (§  137.) 

Für  n — 2 zeigt  sich,  analytisch  in  ähnlicher  Weise  wie 
in  unsem  Entwickelungen  geometrisch,  dass  die  Flächen 
zweiter  Ordnung  zugleich  die  Flächen  zweiter  Classe  sind, 
sodass  man  zu  ihrer  Bezeichnung  den  Ausdruck  Flächen  zwei- 
ten Grades  geeignet  sieht. 

Durch  die  Coexistenz  von  zwei  Gleichungen  zwischen 
den  vier  Veränderlichen  x,-  werden  die  gemeinschaftlichen 
Punkte  von  zwei  Obei'flächen,  d.  i.  wird  ihre  Durchdrin- 
gungscurvc  dargestellt.  Dagegen  repräsentieren  zwei  Glei- 
chungen zwischen  den  Veränderlichen  die  Gesainmtheit  der 
gemeinsamen  Tangentialel>enen  zweier  Flächen  d.  h.  ihre 
gemeinsam  umschriebene  Developpable.  Jene  hat 
das  Product  der  Grade  der  beiden  Gleichungen  zur  Ordnungs- 
zahl (§  100.,  m),  diese  zur  Classcnzahl  (§  101.,  n),  denn  die 
Cornbination  der  beiden  Gleichungen  mit  einer  linearen  Glei- 
chung führt  nach  den  Regeln  der  Algebra  auf  eine  Gruppe 
von  gemeinsamen  VVurzelwerthen  in  dieser  Anzahl. 

Drei  Gleichungen  zwischen  den  x repräsentieren  die 
Gruppe  der  gemeinsamen  Punkte  von  drei  Flächen; 
drei  Gleichungen  zwischen  den  die  Gruppe  ihrer  gemein- 
samen Tangentialebenen;  ihre  Anzahl  ist  dem  Product 
der  Grade  gleich. 

Denken  wir  sodann  eine  homogene  Gleichung  Grades 
in  den  sechs  pik,  respective  so  erhellt  zunächst,  dass 
dieselbe  eine  dreifach  unendliche  Schaar  von  gci'aden  Linien 
darstcllt;  man  nennt  dieselbe  einen  Linien-Complex;  com- 
binieren  wir  mit  demselben  einen  Punkt  im  Raum,  so  erhalten 
wir  nach  den  Werthen  der  p,*  die  Gesammtheit  der  Linien 
des  Complexcs,  welche  diesen  Punkt  enthalten,  ausgedrüekt 
durch  eine  homogene  Gleichung  zwischen  drei  Variabeln  x,, 
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d.  h.  die  Linien  ini  Coinplcx  Grades,  welche  von  einem 
Punkt  ausgehen,  bilden  einen  Kegel  n"''  Ordnung.  Und  com- 
binicren  wir  mit  dem  Complex  eine  Ebene,  so  erhalten  wir 
nach  den  Werthen  der  die  Gesammtheit  der  I.inicn  des 
Complcxes  in  ihr  ausgedrückt  durch  eine  homogene  Gleichung 
zwischen  drei  Variabein  d.  h.  die  Linien  im  Complex 
„ICH  Grades,  die  in  einer  Ebene  liegen,  sind  die  Tangenten 
einer  Curve  Classe.  Im  Complex  ersten  Grades  bilden 
also  die  Linien  desselben  aus  einem  Punkte  sowohl  als  in 
einer  P'bone  ein  Strahlenbüschel. 

Die  Verbindung  von  zwei  Complexglcichungen  liefert  eine 
zweifach  unendliche  Schaar  von  Geraden,  welche  man  ein 
Strahlensystem  und  neuerdings  eine  Congruenz  ge- 
nannt hat. 

Drei  homogene  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten 
der  geraden  Linie  im  Kaum  bestimmen  eine  einfach  unend- 
liche Schaar  von  Geraden,  die  im  Allgemeinen  eine  wind- 
schiefe Kegelfläche  bilden.  Der  Grad  derselben  ist  das 
doppelte  Product  der  Gradzahlen  der  Complexe. 

1)  Die  Tangentialebene  der  Fläche  «"”■  Ordnung,  welche 
durch  die  homogene  Gleichung  n'°"  Grades  in  den  a-, 

F(xi , Xj,  Xj,  x^)  = 0 oder  F = 0 

gegeben  ist,  im  Punkte  x hat  für  A',-  als  die  laufenden 
Coordinaten  die  Gleichung 

F,  A',  + F,.Y,  + F,X,  + F,  V,  ==  0, 

wenn  F,-  der  Differcntialquotient  von  F nach  x,  ist. 
(Vergl.  § 137.;  5.) 

2)  Da  die  homogene  Gleichung  zwischen  vier  Variabcln 
zehn  Glieder  und  also  neun  unbestimmte  Coefficienten 
enthält,  so  ist  eine  Fläche  zweiten  Grades  durch  neun 
Punkte  oder  neun  Tangentialebenen  im  Allgemeinen 
bestimmt.  Wir  schreiben  ihre  Gleichung  in  der  Form 

<i,,X|*  + ••  n.,,X4^  + 2«„x,X2  -I 1-  2031X3X1  = 0. 

3)  Die  Tangentialebene  der  Fläche  zweiten  Grades  2) 
im  Punkte  x'  ist  dargestellt  durch 

(.I,,X,'  + 0,3  X./  + 0,3X3'  + «mOA,  -j =0. 
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■1)  l>io  Ebene  berülirt  die  Kläebe  zweiten  Grades  2) 


hat  (§ 

137. 

; «■) 

'«11» 

«IW 

«l:l> 

«IW 

'«IS» 

«33  ) 

«21 ) 

I2 

«13) 

«33) 

«31  )' 

l;i 

'«IW 

«31  ) 

«IW 

ll 

1 Iw 

^ } 

I3» 

ll) 

0 

Diess  ist  die  (Jlcicliung  der  Fläehe  in  Ebenen-Coor- 
diiiiiten.  Die  Flächen  zweiter  Ordnung  sind  zugleich 
zweiter  ('lasse.  (§  !)4.;  10.) 

.'))  Die  Glcicliung  in  3)  ist  für  x als  einen  nicht  in  der 
Fläche  liegenden  Punkt  die  Gleichung  seiner  Polar- 
ebene  in  Bezug  auf  dieselbe.  (Vergl.  § 137.;  li.) 

0)  Unter  der  Bedingung 


» 

«IW 

«12) 

«13) 

«II 

«12) 

«22  ) 

«23) 

«21 

«13) 

«23  ) 

«33  ) 

«31 

«IW 

«21  ) 

«31  ) 

«II 

ist  die  Fläche  zweiten  Grades  eine  KcgelHäche. 

7)  Damit  dein  Punkte  a-  in  zwei  Flächen  zweiten  (Jrades 
F = 0,  F*  = 0 dieselbe  Polarebenc  entspreche,  muss 
man  haben 


F,  : F,^  = F,  : K*  = F,  : F,*  = F,  : F*  = A 
t«,,  — A«, ,»).<•,  («,3  — A«,._*).r.^  + («IS  — A(/|3*)a-., 

+ («H  — ^«n*)a;,  = 0,  etc. 

H)  Die  Existenz  solcher  Punkte  (vergl.  § IG.  nnd  g 10t*. ; 
12.  u.  f.)  ist  also  an  die  Bedingung  gebunden 


II  ^'«11*) 

«12 

-A«|,*) 

«13 

-■'^«13*) 

«II— A«|| 

12  A'rt|  j*. 

«22 

— A «,.,*) 

«23 

— A 

«j, — Auj, 

13  ^ «13*) 

/>■ 

«33 

-/•«33*) 

«31— ^«31 

II  "«II  ) 

«21 

-A«2|*) 

«31 

-^«31*) 

A«J, 

Da  dieselbe  in  A vom  vierten  (Jrade  ist,  so  existieren 
im  Allgemeinen  vier  solcher  Punkte,  deren  Getrennt- 
heit und  Realität  sich  an  die  der  Wurzeln  dieser 
Gleichung  knüpft. 

!•)  Man  mache  die  entsprechende  Erörterung  für  zwei 
Kegelschnitte  nnd  zeige,  dass  die  Verbindungslinien 
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der  Paare  der  gcmcinsaincn  Punkte  durch  die  Kcken 
des  Tripels  gehen,  und  die  Durchschnittspunktc  der 
gemeinsamen  Tangenten  der  Kegelschnitte  in  seinen 
Seiten  liegen. 

10)  Man  bilde  die  Gleichungen  der  vier  doppelt  projlcic- 
renden  Kegel  der  Durehdringungscurve  von  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  und  beweise  auf  analytischem 
Wege  den  Satz  in  § 86.;  18. 

11)  ^lan  entwickele  die  analogen  Ergebnisse  zu  § 137.;  2. 
und  11.  für  Gleichungen  mit  vier  V^ariabeln,  spccicll 
für  Flächen  zweiten  Grades. 

12)  Die  Polarebonen  eines  und  desselben  Punktes  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  zweiten  Grades,  welche  demselben 
Büschel  angchören,  bilden  ein  Ebenenbüschcl ; die 
Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  zweiten 
Grades,  welche  y.nr  nämlichen  Schaar  gehören,  bilden 
eine  Punktreihe.  (§  100.;  5.  § 101.) 

Denn  für  ü = 0 und  F = 0 als  die  homogenen 
Gleichungen  zweier  Flächen  des  Büschels  und /'=(), 
0 = 0 als  die  Gleichungen  der  Polarebenen  des  ge- 
gebenen Punktes  in  Bezug  auf  dieselben  ist  jede  dritte 
Fläche  des  Büschels  durch  U-{-kV—0  und  die  Polar- 
ebene  jenes  Punktes  in  Beziig  auf  sie  durch  />-(- 1 0=1’ 
dargestellt. 

Die  Polarlinien  einer  festen  Geraden  in  Bezug 
auf  die  Flächen  des  Büschels  oder  der  Schaar  crrüllcn 
ein  einfaches  Hyperboloid ; die  Pole  einer  festen  Ebene 
in  Bezug  auf  die  Flächen  eines  Büschels  l)ildcn  eine 
Gurve  dritter  Ordnung,  die  Polarebenen  eines  festen 
Punktes  in  Bezug  auf  die  Flächen  einer  Schaar  eine 
Developpable  dritter  C'lasse. 

Denn  den  beiden  Punkten  1 und  2 entsprochen 
die  Polarebonen  P|  + = 0,  -)-  AOj  = 0,  die 

das  Hyperboloid  — Pj  0|  =0  erzeugen  und  ilcn 
drei  Punkten  1,  2,  3 die  Polarebenen  Ip,  = <i, 

7*3  -f-  AOj  = 0,  P.,  -f-  AOs  = 0,  die  sich  in  der  Curve 
dritter  Ordnung  schneiden,  welche  den  Hyperboloiden 
Ol  - 0,  = 0,  P,  o,,  - P,0,  = 0,  P,  0,  - P,  O3  = 0 

gemeinsam  ist.  (A'ergl.  § 100.;  0 — ll.V 
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Die  developpable  Fläche  dritter  Classc  erscheint " 
als  die  gemeinsam  umschriebene  zweier  einfachen 
Hyperboloide,  die  eine  Erzeugende  gemein  haben. 

13)  Von  der  Durchdringungscurve  zweier  Flächen 
zw  eiten  Grad  es,  welche  einen  Rückkehrpunkt 
besitzt,  ist  in  § 85.  und  in  § lÜO.  gezeigt,  dass  sie 
durch  fünf  Punkte  oder  ihre  developpable  Fläche 
durch  fünf  Ebenen  bestimmt  ist  und  man  hat  daraus 
(§85.;  9.,  10.)  bereits  den  Schluss  gezogen,  dass  alle 
Curven  dieser  Art  und  ihre  developpabeln  Flächen 
unter  einander  collinear  und  reciprok  sind. 

Macht  man  von  jenen  fünf  Punkten  den  in  der 
Curve  willkürlich  gewählten  zum  Einheitpunkt  und 
die  vier  übrigen  zu  Fundamentalpunkten,  so  ergiebt 
sich  die  analytische  Darstellung  der  Curve  und  ihrer 
Developpabeln  der  umschriebenen  und  eingeschrie- 
benen Flächen  zweiten  Grades  sehr  einfach. 

Sei  der  Rückkehrpunkt  der  Curve  (Fig.  228.; 
vergl.  Fig.  165.)  der  Fundamentalpunkt  , der  Be- 
rührungspunkt der  stationären  Ebene  der  Schei- 
tel des  doppelt  berührenden  Kegels  zweiten  Grades 
und  der  Durchschnittspunkt  der  Rückkehrtangente 
mit  der  stationären  Ebene  A, ; dann  ist  durch 

— • a:ja-|  = 0 

ein  Kegel  zweiten  Grades  von  der  Spitze  ausge- 
drückt,  der  den  Einheitpunkt  enthält  und  welcher  von 
den  Ebenen  A^A^A^  nach  den  Geraden  A^A.^, 

Af  A^  respective  berührt  wird,  oder  für  den  die  Ebene 
AfA^A,  die  Polarebene  vonAfA^  ist.  Ebenso  bezeichnet 

x^^  — .Ti  ar-2  = 0 

einen  Kegel  zweiten  Grades  von  der  Spitze  A^,  wel- 
cher von  AfA.jAf  und  AjA^A^  respective  in  A^A^  und 
A^Aj  berührt  wird  oder  für  den  AfA^A.j  die  Polarcbeno 
von  A^A^  ist.  Die  Spitze  des  erstem  liegt  auf  dem 
Mantel  des  zweiten  und  die  zugehörige  Berührungs- 
ebenc  des  Letztem  berührt  den  ersten  in  einer  von 
A,A^  verschiedenen  Geraden  AfA,.  Die  Durchdrin- 
gungscurve beider  Kegel  ist  somit  die  gegebene  Raum- 
curvc  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt. 
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Daher  gelten  für  einen  beliebigen  Punkt  dieser 
Curve  die  gleichzeitigen  Relationen 

2 4^  .y»  2 ^ 4 

4 __  •*  1 « 4 ___  ^ 3 

/»»  />«2^  /y»  ^2 

%c  2 *^2  ^2  ^2 

oder  für  « als  eine  beliebige  Zahl  darf  man  die  Ver- 
hältnisse der  Coordinaten  des  Punktes  der  Curve  setzen 

ar,  : .r,  : Xj  ; = o'*  : 1 : (I  : a*. 

Der  Punkt  a und  der  Punkt  — a der  Curve  liegen 
in  einer  durch  den  Fundamcntalpunkt  gehenden 


Fig.  MS. 


Geraden  oder  der  Kegel  aus  ist  ein  eigentlicher 
doppelt  projicierender  Kegel  derselben;  solche  Punkte 
sind  durch  die  Ebene  harmoniscli  getrennt. 

Die  Tangentialebene  des  Kegels  Ay  im  Punkte  a 
hat  nach  § 137.;  5.,  6.  die  Gleichung 

2aXj  — — X4  = 0 

und  die  Tangentialebene  von  A^  in  demselben  Punkte 
ist  dargcstellt  durch 

2a^Xf  — Xj  — o^Xj  = 0. 
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Die  (Joexistenz  beider  Gleichungen  bezeichnet  die 
Tangente  dert'iirve  im  Punkte  «;  setzt  man  in  ihnen 
.r.,  = 0,  so  erhält  man  für  den  Durchschnittspnnkt 
derselben  mit  der  Ebene  die  Bedingungen 

-|-  .Tj  = 0,  2rt'.r,  — a-|  — n* = 0, 

in  welche  nur  die  geraden  Potenzen  von  a eintreteii; 
d.  h.  die  Tangenten  der  (!urve  in  Punkten  u und  — « 
Hchneidim  sich  in  der  Ebene  A^A.^A^.  In  der  'l'hat 
sind  die  (ilcieliungen  der  Tangente  in  — « 

2na'.|  -f-  n’.rj  -f-  .r^  = ^2a‘x^  — a',  — «''.Tj  = 0. 

Beide  Tangenten  liegen  in  der  durch  die  letzte  Gleichung 
ausgedrückten  Ebene  und  bilden  also  mit  der  Schnitt- 
linie unt  und  mit  der  nach  A.^  gehenden  <jc- 

raden  ein  harmonisches  Büschel. 

Eliminiert  man  zwischen  den  Gleichungen 

— .r,  = 0,  — x,  — n^x,,  — 0 

die  Grosse  n,  so  erhält  mau  eine  Gleichung  für  d«ai 
Inbegritf  aller  Tangenten  der  Ratuncurve 

J'  ' ^*3^1  i 1 ^4*  ^*3 

oder  in  rationaler  P'orm  nach  dreimaliger  Ausscheidung 
von  .1-5  = 0 (vergl.  § 8il.;  11*,  b.)  (r  = 8) 

a-,(ü.rj--j-.r|  X.,)’  — 8 x.,’(.i-,^-f  — 2a-,  .r,*)  = 0. 

Sie  ist  eine  Gleichung  fünften  Grades  (r  = ü,  § 8.S. ; 
11*,  c. ; §85.)  und  zeigt,  dass  die  Fundamentalebeneii 
a-j  = O (stationäre  Ebene),  .Cj  = 0,  a-.,  = 0,  .r,  = H 
respective  die  Fläche  schneiden  1)  in  der  dreifach- 
zählenden Geraden  A,A^  und  dem  Kegelschnitt  A, 
(Fig.  228.)  von  iler  Gleichung 

9.T5..-,  - 8.r/  = 0, 

der  also  durch  die  Fundanientalpuukle  .1,,  A^  geht 
und  in  ihnen  respective  die  Geraden  A^A^,  ^^A,  be- 
rührt; 2)  in  der  zweifach  zählemlen  Geraden  A^A^ 
und  der  durch  die  Gleichung 
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clargestollton  l’urvo  ilritter  (^rtlnung,  die  also  in  ^1, 
mit  der  Geraden  /f,  als  Tangente  einen  Iliiekkelir- 
piinkt  nnd  in  A.,  einen  Intioxionspunkt  mit  der  Tan- 
gente hat;  3)  in  der  Geraden  A,A^  und  dem 

doppelt  zählenden  dureh  die  (ileiehung 

4-  .r,  .»  j = 0 

dargestellten  Kegelseimitt  (Ilyj)crhel  A..  in  Kig.  22S.’), 
der  also  in  /f, , respective  die  Geraden  A^A,,  A.iA, 
heriihrt;  in  der  Geraden  A.,A.,  nnd  der  Gnrvo  vierter 
Ordnung  von  der  Gleichung 

= n. 

Diese  und  die  Curvc  dritter  Ordnung  in  der  Ebene 
AfA-fAf  enthält  die  Eig.  228.  nicht;  die  Kegelschnitte 
A|  , A.,  .sind  punktiert,  wo  sie  von  den  Flächen  des 
Fundamentaltetraeders  AiA.jA.,A,  und  den  Kegeln  ver- 
deckt sind,  übrigens  ausgezogen,  wie  die  Hauincurve 
vierter  Ordnung  .selbst  auf  dem  Mantel  des  Kreiske- 
gels. S|  nnd  S.,  bezeichnen  die  Leitcurveii  der  beiden 
Kegel  A,  nnd  A.^,  deren  Durchdringung  sic  ist. 

Verbindet  man  den  Punkt  n der  Gnrve  mit  den 
beiden  ihm  unendlich  n.abe  folgenden  Punkten,  so 
erhält  man  die  Sclnniegungsebene  der  Curve.  die  ihm 
entspricht  und  nach  § 141.  ist  ihre  Gleichung 


1 

1 

.r,  ^ 

.r.,  ' 

f 

J 

Xj 

Xj 

X.j  .Cj 

' 

1 =0  = 

1 

«> 

1 

itii , 

'2  n da , 

4 «•*  da , 0 

1 1, 

2a,  4a‘,  0 

1 0, 

2,Pa, 

I2a^d-a,  0| 

, 0, 

2,  12«^  0 

oder 

•■»•i  - 

- 3«'xj  -)-  8«^x.|  — 

6o’Xj 

= 0. 

Für  u—()  wird  sie  zu  =0  nnd  enthält  .auch 
noch  den  dritten  nächstfolgenden  Punkt. 

Die  Sclnniegungsebene  im  Punkte  — o ist  durch 


a',  — — Hn-’arj  — = 0 

dargestellt  und  wird  von  der  Sclnnii>gungsebene  in  u 
in  der  Ebene  A,A^A,  nach  einer  Tangente  des  Kegel- 
schnitts A,  geschnitten. 
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Soll  ein  Punkt  P oder  y des  Raumes  auf  jener 
liegen,  so  hat  er  der  Bedingung 

V\  — + 8«*y3  — Grt’y^  = 0 

zu  genügen  und  da  diese  eine  Gleichung  vom  vierten 
Grade  in  a ist,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  des 
Raumes  vier  Schmiegungsebenen  der  Gurvc.  (§  83.; 
11*,  c)  « = 4.) 

Sind  a^,  «j,  «,  die  vier  Wurzeln  dieser  Glei- 

chung, so  gelten  die  vier  Gleichungen 


ar,  — 3«,^.T2  -}"  — Goi'^a-,  = 0, 

•T,  — -j-  — G((.^''*.Tj  = 0, 

X,  — Söj^x.^  -f-  Sdj^x,  — Gflj^x^  = 0, 

X,  — 3«4^Xj  -)-  8«4^X3  — Gf/i^x^  = 0, 


mit  der  Bedingung 


1,  a/,  rt,3,  rt,2| 

1,  «j<,  «./,  n,,»! 

"sS  "s’^i 

1,  fl,«,  n.,'', 


= 0. 


Unter  derselben  Bedingung  gehen  aber  auch  die  Ebenen 


X,  — Sfli^Xj  — 8a, ^Xj  — Ga,*Xj  = 0, 

X,  — 3 «2^  ^2  — 8 «2^X3  — Gaj^x^  = 0, 

X,  — 3a3'*.T2  — 8a3*a'3  — Gaj^x,  = 0, 

X,  — 804^X3  804^X3  — Grt4’x4  = 0, 

die  Schmiegungsebenen  in  den  Punkten  — , — a.^, 
— «3,  — 04  durch  einen  Punkt  P*.  Die  Gerade  PP* 
geht  durch  und  P und  P*  sind  durch  A.^  und  die 
Ebene  AfA.^A^  harmonisch  getrennt.  (Vergl.  § 85.;  12.) 

Durch  die  Curvc  vierter  Ordnung  mit  Rückkehr- 
punkt gehen  unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades, 
deren  Gleichung  die  lineare  Verbindung  der  Gleichun- 
gen beider  Kegelflächen  ist 

(X4*  — x,X2)  + ArCxj^  — X2X4)  = 0. 


Durch  jeden  Punkt  im  Raume  geht  eine  derselben. 
Für  k=0  und  k=oo  erhält  man  die  beiden  Kegel. 
Ist  y der  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  der 
Gurve  in  den  Punkten  a und  — a,  so  gelten  gleichzeitig 
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— «’y-i  — yt=*'. 

— 2ny^  — u‘y.^—  y,  = 0, 

— y,  — «Vi  + 2«^y,  = Ü, 

udcr  luan  liat 

V\  '•  Vi-  y^  '-  y\  — — : 1 : 0 : — 

und  dieser  Punkt  Hegt  also  in  einer  Fläche  des  Hü- 
scliels,  wenn  inan  hat  k — — 4«-,  d.  h.  in  der  Fläche 
von  der  Gleichung 

ar,'*  — X,  — 4«-(x;,-  — x^x,)  = 0. 

Es  ist  evident,  dass  diese  Fläche  auch  die  beiden 
Tangenten  der  Gurve  in  « und  — u seihst  enthält. 

14)  Man  beweise  analytisch  den  Satz  in  § 85.;  11. 

15)  Man  interpretiere  die  vorigen  Entwickelungen  in  den 
|;  und  zähle  die  entsprechenden  Eigenschaften  der 
developpabeln  Fläche  der  Kauiucurve  vierter  Ordnung 
mit  Küekkehrpunkt  auf. 

16)  Die  Kauincurve  dritter  Ordnung  ist  analytisch  dar- 
stellbar durch  die  Gleichungen 

X.^'''  X,  X,  = 0 , X.,'*  — X.j  Xj  = 0. 

Man  beweise,  dass  der  Schnittpunkt  von  drei  Schinie- 
gungsebenen  in  der  Ebene  der  drei  entsprechenden 
Gurvenpunkte  Hegt.  (Vergl.  § 84.;  6.,  10.) 

17)  Drei  lineare  Gomplexe  erzeugen  als  ihnen  gemeinsam 
eine  kegelHäche  zweiten  Grades  durch  die  eine  Schaar 
ihrer  Erzeugenden. 

144.  Die  projectivischen  lieziehungen  der  Gebilde  aller 
Stufen  finden  in  den  entwickelten  Goordinaten  den  einfachsten 
Ausdruck;  es  genügt,  denselben  für  die  Gollineation  und  Re- 
ciprocität  der  Räume  zu  geben,  weil  von  da  aus  die  Betrach- 
tung leicht  rückwärts  und  vorwärts  zu  verfolgen  ist. 

Wenn  dein  Punkte  P oder  (x, , Xj,  x^,  .r^)  des  einen 
Raumes  der  Punkt  P'  mit  den  Goordinaten  x,',  x./,  x^',  x,'  im 
andern  Raum  entspricht,  so  sind  die  x/  als  Functionen  der 
Xj  — und  umgekehrt  — so  bestimmt,  dass  allen  Punkten 
einer  Ebene  im  zweiten  Raum  wieder  die  Punkte  einer  Ebene 
im  ersten  Raum  entsprechen ; und  zwar  diess  ganz  unabhängig 
von  der  Wahl  der  Fundamentalpunktc  für  die  x,  wie  der- 

Fiedler,  D«ritollende  Geninetric.  36 
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jenigen  für  die  ar/.  Mit  Ilücksielit  darauf,  dass  nicht  die 
absoluten  Werthe,  sondern  nur  die  gegenseitigen  Verhältnisse 
der  (Koordinaten  zur  Hestinnnung  des  Punktes  erforderlich 
sintl,  kann  inan  setzen 

(u.r/  = ,r., , .r,)  für  i — 1 , 2,  4 respective 

und  crhillt  als  Ausdruck  des  der  Kbene 

0 

des  zweiten  Hauines  entsprechenden  (iebildcs  ini  ersten  Hanin 

')^i  (-'  l > J + v/-  (•'•!  >•••)  + ly  Ti  (--r, , • • •) 

+ 5,'- «T,  (•'••, , •••)  = 

welche  (lleichung  somit  für  alle  Werthe  der  s/  homogen  und 
linear  in  den  a-v  sein  muss.  Es  müssen  daher  die  qp,-  selbst  homo- 
gene lineare  Euctioneu  der  a-,-  sein,  d.  h.  die  (Jollineation 
iler  Uäiime  wird  in  Punk  t-Eoord i naten  allgemein 
ansgedrückt  durch  die  Hedingungsgleichungen 

a)  fl  Xi'  = -f-  nisx.,  -|-  «iaa-j  -|-  «,  ia-, . 

In  Folge  derselben  wird  die  Oleichung  der  Ebene,  welche  im 
ersten  Kaum  der  Ebene  |./,  5,',  5^')  des  zweiten  Kauines 
entspricht, 

+ •■•) 

+ S:t'{";u“^’i  + •••)  + + •••)  = ^ 

und  man  erkennt,  dass  die  mit  a)  gleichzeitigen  Kola- 
tionen  der  Ebenen-Coordinaten  sind 

b)  eS*  = «uli'  + 

Der  Uebergang  von  einem  räumlichen  System  zu  einem 
ihm  collinearen  wird  also  analytisch  ausgedrückt,  indem  man 
an  Stelle  der  ga:,'  lineare  homogene  Functionen  der  a-,-  setzt 
oder  an  Stelle  der  lineare  homogene  Functionen  der  g/, 
deren  Coefficienteu  mit  den  Cocfficienten  von  jenen  in  der 
Art  übereinstirnmen,  dass  die  Horizontalreihen  der  Coefficien- 
ten  in  jenen  in  die  gleichnamigen  Verticalreihen  der  Coeffi- 
cienten  in  diesen  übergehen;  oder  mit  andern  Worten:  Der 
Uebergang  zu  einem  collinearen  System  entspricht 
einer  allgemeinen  linearen  Substitution  für  die  a-/ 
und  der  transponierten  Substitution  für  die 
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Dio  Autiösiui}'  der  (JrtipptMi  der  (ileiehmigen  ti)  und  b) 
naeli  den  .r*  respectivc  den  |/  liefert  die  entspreelienden  Sub- 
stitutionen für  die  x*  rcspeetive  (§  141.  und  \niten  1 — 10.) 

Die  üleicliungen  der  Transforinutiun  der  (,'oordi- 
naten  lassen  sich  leicht  als  speciellc  Fälle  hiervon  ableiten 
und  die  in  dieselben  eintretenden  Coefticienten  erhalten  mit 
Hilfe  des  Früheren  eine  vollständige  geometrische  Interpre- 
tation, welche  der  dert.'oefticionteu  der  allgemeinen  Gleichungen 
der  C(dlineation  entspricht.  (Beispiel  8.) 

\V(mn  aber  dom  Funkte  /*  oder  (x, , x.,,  x,)  die  Ebene 

W im  andern  Kaum  eorrespondicrt,  so  setzen  wir  zwischen 
den  Goordinaten  der  Ebene  und  denen  .r.-  des  Punktes  die 
Abhängigkeit 

ml'  = (p,(x, , .T.^,  .r^,  X,) 

und  erhalten  als  Gleichung  der  Ebene  //' 

X,'-  <)P|(x,,  Xj,  X3,  X,)  -f  X,'-  9p.., (x,,  •••)  -f-  x/-  •••) 

+ ■ <Pt  (a-|  ,•••)  = 0. 

Und  da  auch  dem  Funkte  x,'  eine  Ebene  im  ersten  System 
entsprechen  muss,  so  ist  diese  Gleichung  nothwendig  für  alle 
Werthe  der  x/  linear  und  homogen  in  den  x,-,  d.  h.  die  Func- 
tionen (pi  selbst  müssen  lineare  und  homogene  Functionen  der 
Xi  sein;  man  darf  also  setzen 

a*)  ml'  = -f*  + «,4X,, 

und  erhält  daraus 

h *)  r I*  ==  «1  * X,'  + «i  *■  X,'  + <»3 *•  X;,'  + ot4  * X4' ; 

d.  h.  die  Jleciprocität  räumlicher  Systeme  wird 
ebenfalls  durch  eine  allgemeine  lineare  Substitu- 
tion und  deren  transponierte  analytisch  aiisgc- 
drückt.  Die  geometrische  Interpretation  ihrer  Goefficienten 
ist  so  einfach  wie  vorher. 

Darum  enthält  die  Algebra  der  linearen  Substitutionen 
das  bezeichnete  Hauptstück  einer  allgemeinen  analytischen 
Geometrie  — sagen  wir  die  analytische  Geometrie  der 
Lage  — • als  einen  Theil;  die  Entdeckung  der  projectivischen 
Eigenschaften  der  geometrischen  Gebilde  kommt  auf  die  Ent- 
deckung solcher  Functionen  der  Goefficienten  und  Variabein 
ihrer  Gleichungen  zurück , welche  bei  einer  allgemoimm 

36* 
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linearen  Substitution  unverändert  bleiben  oder  doch  nur  durch 
Hinzutreten  eines  constanten  Factors  geändert  werden,  d.  h. 
auf  die  Theorie  der  Invarianten  und  Covarianten 
im  Sinne  der  neuern  Algebra.  Die  individuellen  Eigen- 
schaften der  Figuren  entsprechen  den  Invarianten  und  Co- 
varianten gegenüber  denjenigen  Substitutiohen , welche  die 
Transformation  der  Coordinaten  ausdrück en. 

Nachdem  wir  die  Idee  der  Verbindung  entspre- 
chender Elemente  projecti vischer  Gebilde  als  die 
Quelle  der  geometrischen  Erzeugung  von  Curven 
und  Flächen  kennen,  lässt  sich  leicht  eine  Uehersicht  dieser 
Erzeugnisse  gehen  (Beispiele  12  f.),  die  zur  genaueren  Unter- 
suchung anregt. 

Die  für  die  Durchfühmng  unumgängliche  Mitinhetracht- 
nahme  der  imaginären  Elementen  paare  knüpft  sich  am  ein- 
fachsten an  die  Lehre  von  der  Involution. 

1)  Man  zeige,  wie  es  eine  Folge  der  Gleichungen  a),  h) 
respective  a*),  h*)  ist,  dass  fünf  Paare  entsprechen- 
der Elemente,  von  denen  keine  vier  demselben  Ge- 
bilde zweiter  Stufe  angehüren,  die  Projecti vität  räum- 
licher Systeme  bestimmen. 

2)  Die  Auflösung  der  Gleichungen  a)  für  die  Collineation 
der  Räume  in  Punkt- Coordinaten  giebt  für  die  x/. 
Werthe  in  der  Form  von  Brüchen,  als  deren  gemein- 
samer Nenner  die  Determinante  der  Coeffleienten 


'm  ^ 

"l2> 

“\3> 

"u ! 

«n> 

«■>,  j 

';ii  > 

"3:1  > 

«31 

■||  > 

"V!  > 

"|3» 

«0 

erscheint,  während  der  Zähler  das  fi  fache  derjenigen 
Determinante  ist,  die  aus  der  vorstehenden  durch 
Einsetzung  der  Reihe  a-,',  a-./,  x.^,  x^'  in  die  Ver- 
ticalreihe  derselben  gebildet  wird.  Bezeichnet  man 
durch  A,!^  diejenige  Determinante,  welche  aus  der 
vorigen  durch  Unterdrückung  der  Zeile  und  der 
A''"  Reihe  hervorgeht,  durch  R aber  diese  Determi- 
nante selbst,  so  erhält  man 


— XI,  = An-Xf'-{-  A2itXj-{-  A3i;Xy'-{-  A^nx,'. 
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Die  Substitution  in  die  Gleichung 

l|«l  + + ^,X|  = 0 

gicbt 

) 

+ •••)  + ^|(•^||•D'+  •••)  = 

oder 

•>'l’(-'^ll  + -^IlSl)  + + •••) 

+ + ■•)  + + •■•)  = *5; 

d.  h.  die  Relationen  zwischen  den  und  |/  sind 

9^’  !<’  = --Alll  + + -4i3^3  + 

In  der  That  sind  diess  die  Auflösungen  von  b),  wenn 
e'  = Ä : Q. 

.'$)  Miin  leite  die  Projectivitätsgleiehungcn  für  Gebilde 
zweiter  und  erster  Stufe  direct  ab  und  zeige  sodann 
wie  sie  aus  denen  der  Gebilde  dritter  Stufe  hervor- 
gehen und  wie  diess  den  Satz  ausdrüekt,  dass  in 
projectivisehcn  Räumen  die  entsprechenden  Gebilde 
zweiter  respcctive  erster  Stufe  zu  einander  projec- 
tivisch  sind. 

4)  Die  Gleichungen  für  die  prqjeetivische  Transformation 
dcrGebildc  vierterStufe  erhalten  wir  für  i,  k—  1,2,3, 4 
und  die  n,*  als  die  Cocfficienten  der  linearen  Substi- 
tution mit  vier  Variabein  in  der  Form 

— a.a'Ui)  -f  PrMii“ki  — 

+ All  — «.i«*»)  + /'n  — "n'tki) 

+ /'jlC"/»"*! "UKks) 

und  entsprechend  für  die  ar,*. 

Was  ergiebt  sieh  für  den  Schnittpunkt  des  Strahls 
mit  der  Einheitebene,  respcctive  die  projicicrende 
Ebene  desselben  aus  dem  Einheitpunktc  und  ihre  ent- 
sprechenden? (Vcrgl.  8.) 

h)  Die  Bestimmung  projcctivischer  Gebilde  zweiter  Stufe 
durch  vier  und  die  erster  Stufe  durch  drei  Paare  ent- 
sprechender Elemente  ist  zu  begründen;  man  discu- 
ticre  auch  die  Bestimmung  der  Projeetivität  der  Ge- 
bilde vierter  Stufe. 
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ü)  Die  Division  der  drei  letzten  Gleieliungcn  :ii  dureh 
die  erste  giebt  • 

•y»  "il-T)  -j-  ".S.'T-; 

a-,'  «||a,-|  -f-  «15^2  + "i3^3  + ’ 

und  .-inalog  für  die  Gleieliungcn  b).  Für  x,  und  a-,' 
gleich  Eins  entspringen  aus  diesen  Gleichungen  die- 
jenigen, welche  für  Parallelcoordinaten  •r,  y,  t (§  140.) 
den  Uebergang  zu  einem  collinearen  System  bedeuten. 

Man  bilde  die  entsprechenden  speeiellen  Gleichun- 
gen für  reciproke  Systeme  und  discutiere  geometrisch 
diese  sjieciellen  Gleichungen,  wie  die  vorhergehenden 
allgemeinen,  entwickele  insbesondere  die  doppelte 
geometrische  Deutung  ihrer  Coefticienten.  (Vergl.  8.) 

7)  Man  bestimme  die  linearen  Substitutionen,  welche  die 
geometrisch  bestimmte  Projectivität  von  zwei  gegebenen 
Gebilden  zweiter  Stufe  ausdrücken;  also  zu  den  Grup- 
pen von  vier  Paaren  entsprechender  Elemente  und 
für  gegebene  von  einander  unabhängige  Fuiidamental- 
Elemente. 

8)  Die  Untersuchung  der  Coordinatentransforma- 
tion  kann  daran  angeschlossen  werden;  die  Systeme 
sind  congriient  und  die  entsprechenden  Ele- 
mente decken  sich. 

Die  Transformationen  für  Gebilde  zweiter  Stufg 
reichen  als  Beispiel  hin,  denn  die  sich  ergebenden 
Gesetze  sind  allgemein.  Man  erhält  aus  den  allge- 
meinen linearen  Substitutionen 

t‘‘*'  — "ti  a'i -f- «ijiCj -}- , p»A  = ai<Bi  "a*!-,’ 

für  .r.,  = 0,  a-3  = 0,  .1-,  = , rcspective|./=0, 

Ii'=  (vergl.  § i;53.)  d.  i.  für  , respective 
Xi  = respective  ==  ,(,< 

«1  /ii 

und  allgemein  für  respective 


Digitized  by  Google 


Clirven  uiul  FlUchi'ii. 


507 


<1.  i.  die  tjoomclrisclic  Hedeiitung  der  (NioT- 
t’i  ei  eilte  II  iler  Substitution  als  il  er  Coord  i nu- 
ten der  Fiindaincntaljiuiikte  des  alten  Sy- 
stems in  Bezug  auf  das  neue  und  die  Coor- 
d i n a t c n der  F u n d a ni  e n t a 1 - L i n i c n des  neuen 
Systems  in  Bezug  auf  das  alte.  Dieselben  Er- 
gebnisse felgen  aus  .r,'  = 0,  respeetive  |<  = 0. 

Für  die  eonstructive  Benutzung  oder  die  Ueber- 
setzung  in  die  Figur  noch  bequemer  selireibcn  wir 

Xi  ■ Xj  — ftifi  * fijk  und  §4  • 1/  — " ftii* 

In  Bezug  auf  die  Einbeitelemente  erhalten  wir 
endlich  für  den  Einheitpunkt  des  alten  Systems  in 
Bezug  auf  das  neue  und  für  die  Einheitlinie  des  neuen 
Systems  in  Bezug  auf  das  alte  respeetive 

*z=I  t=l 

, 2.’  ((,<•  = II  ur,' ; 2;  . 

*■=  3 1=3 

^lan  führe  diese  Transformatiun  für  die  Gebilde 
erster,  dritter  und  vierter  Stufe  (vcrgl.  4.)  durch  und 
zeige  besonders,  wie  für  die  Ooordinaten  von  C'artesius 
und  l’lücker  unsere  geometrische  Deutung  der  Trans- 
tormationscoefficienten  direct  auf  die  gewöhnlichen 
Formeln  führt. 

Man  untersuche  endlich  die  specielleii  linearen 
Substitutionen,  die  inan  orthogonale  nennt,  auf 
ihren  geometrischen  Character. 

!))  Die  l’rojectivitiit  der  Gebilde  erster  Stufe  wird  aus- 
gedrückt  durch 

a-/  ^ oder  ==  " 

^l’  ''||•‘■I  + "|3^'2  "ii  + "w«’ 

d.  i.  — «?il  + "iiS  — «21  = 

die  allgemeine  lineare  Gleichung  zwischen  zwei  N'a- 

riabclii.  Man  erhält 

5 = _ “■>'  ~ ""  S . 

«22  «1?^ 

Welches  ist  die  Bedeutung  der  im  Allgemeinen 
(§  132.)  und  welches  die  für  die  elementaren  Coor- 
dinatensysteme? 
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10)  Unter  der  Voraussetzung,  dass  — «jj  ist,  erhall 

man  die  Gleichung  der  Involution 

«nll'  + «II  (I  + n — «JI  = 0. 

11)  Man  zeige,  wie  dureh  Voraussetzungen  über  das  voll- 
ständige direete  oder  indirccte  oder  über  das  thcil- 
weise  Entsprechen  der  Fundamental -Elemente  die 
allgemeine  Gleichung  der  Projectivität  in  die  ein- 
facheren Formen 

«lill'  - «-.I,  'hJ  = «iii'; 

«12^1'  — «22^  + «II  I'  = «22I  «II  + «21  = 

«12^^’ «22^  — «21  = ^*1  «12II ’ + «iil' — «21  = 

übergeführt  wird.  Die  entsprechenden  Specialisierungen 
der  allgemeinen  Projectivitätsgleichungen  für  die  Ge- 
bilde höherer  Stufen  mögen  untersucht  werden ; ins- 
besondere für  den  Fall  entsprechendeü  Fundamental- 
elemente. Welches  ist  die  Bedeutung  der  Substitutionen 

fia/  = rt,,ar,,  e|/,  = «**1*'? 

12)  Wenn  die  projectivischen  Gebilde  |,  einerlei  Träger 
haben  und  auf  dieselben  Fundamental  - Elemente  be- 
zogen sind , so  giebt  die  für  | aus  der  allge- 
meinen Gleichung  der  Projectivität  entspringende 
Gleichung 

«12  + («II  — «22)1  — «21  = 

die  Doppelelcmonte  in  einander  liegender  projectivischer 
Gebilde;  ebenso  die  Gleichung 

«1,5-  + 2n,,S  — «21  == 
die  Doppelclomente  der  Involution. 

Inwiefern  überträgt  sich  diess  auf  ungleichartige 
projectivische  Gebilde?  (Vergl.  17.) 

Kl)  Man  zeige,  dass  in  einander  liegende  collineare  Gebilde 
zweiter  Stufe  im  ^Mlgemeinen  nicht  mehr  als  drei 
Elemente  entsprechend  gemein  haben  können  und  er- 
weitere den  Satz  und  die  Beweise  für  die  collincarcn 
Räume. 

Unter  der  iVnnahme,  da.ss  die  x,'  und  die  .r,-  auf 
das  nämliche  System  von  Fundamentalclementen  be- 
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zogen  sind,  genügen  die  sieh  .selbst  entsprcehcndcn 
Punkte  durch  ihre  Coordinaten  den  Gleichungen 

fix,  = + 'tiiXj  + «>3^.1, 

aus  denen  sich  für  ft  die  cubische  Gleichung  crgicbt 


«11  — 

f‘>  «l'i  ? 

«13 

«21 

, II.,.,  fl. 

«23  =T  ) 

«ai 

> «:i2  > 

«33  — t« 

deren  Wurzeln  die  entsprechenden  Coordinatenwerthc 
liefern.  Die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  sind 
die  Seiten  des  Dreiecks  der  sich  selbst  entsprechen- 
den Punkte. 

Oder  auch:  Der  Ort  der  Durchschnittspunktc 

der  Paare  entsprechender  Strahlen  (vergl.  §§  22.,  25.) 

w.r,'  -|-  iia-k  ■ — 0,  m(rt,i.r,  -f-  fi/sx-f) 

+ «(«*1  a:,  -f  fit  2 X.J  -f-  nta  x^)  = 0 

ist  der  Kegelschnitt 

a:i'(n*iX|+«ta  Xj-j-tua  x^) — xt'(«<ia-|-j-af2.r.,-f-fi,3Xa)  = 0; 

er  bestimmt  zu  jedem  Strahl  des  einen  Büschels  den 
entsprechenden  des  andern  und  erledigt  die  Constnic- 
tion  der  collinearon  Flbcncn.  Die  drei  Kegelschnitte 
aber,  welche  für  i,  k gleich  1,  2;  2,  3;  3,  1 respcc- 
tive  erhalten  werden,  haben  drei  Schnittpunkte 

Xi  = 0,  «,iX|  -}-  rt.aXj  -{-  ttiiX^  - - 0, 

welche  nur  je  zweien  unter  ihnen  angehören,  und  so- 
mit im  Allgemeinen  nur  drei  weitere  Schnittpunkte, 
die  ihnen  gemeinschaftlich  sind;  es  sind  die  sich  selbst 
entsprechenden  Punkte  der  collinearen  Ebenen.  Jene 
wie  diese  Befrachtung  zeigt,  dass  von  ihnen  immer 
einer  reell  sein  muss  und  dass  die  ihm  gegenüber- 
liegende Seite  des  sich  selbst  entsprechenden  Dreiecks 
es  auch  ist. 

Wie  moditicicron  sich  Beweis  und  Satz  für  un- 
gleichartige projcctivische  Gebilde  zweiter  Stufe,  näm- 
lich Ebene  und  Bündel? 

14)  Es  ist  zu  zeigen,  dass  für  ineinandcrliegendc  rcciproke 
Gebilde  zweiter  Stufe  diejenigen  Elemente,  welche 
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in  ihren  (‘nttijtrct'hondon  liegen  oder  durch  dioscllicn 
golien,  ('urven  rcsjtectivc  Kcgelflächcn  zweiten  Gra<les 
bilden.  Man  hat  z.  B.  nach  a*)  ans 

(«II  -»'i  + + “i3-»^3)-«-'i  + («Ji^’i  + 

+ («:l|-»^l  + + «33  ^3)  ■'■3  = 0 

oder  «ii.i-i''*  -|-  4“  «33^:1’  4"  («is  4"  «2 1 )-*-‘i 

4-  (“23  4-  “32)  •»•■2 4-  («31  4-  «i3)»'3^'i  = 0- 

Diese  Kegelschnitte  dienen  zur  Constniction  ent- 
sprechender Elemente,  denn  der  eine  giebt  die  Gerade, 
welche  einem  beliebigen  Punkte  des  andern  entspricht, 
als  seine  Polare  in  ihm  und  der  andere  analog  den 
Punkt,  welcher  einer  beliebigen  Tangente  des  andern 
entspricht. 

Die  beiden  bezeichneten  Kegelschnitte  sind  in 
doppelter  Berührung  mit  einander  und  die  Berührungs- 
punkte so  3vie  der  Sehnittjmnkt  ihrer  gemeinsamen 
Tangenten  sind  die  einzigen  Punkte,  denen  dieselben 
Geraden  entsprechen,  ob  man  sie  zuiu  einen  oder 
andern  der  beiden  reciproken  Systeme  rechnet. 

I;')!  Wie  lauten  die  analogen  Ergebnisse  für  den  Kaum? 

IGj  Für  «,*  = «*,■  entspringt  aus  der  allgemeinen  Reei- 
procität  der  Gebilde  zweiter  rcspective  dritter  Stufe 
die  Polar-Keciproeitiit  derselben,  bei  welcher  ein  Ke- 
gelschnitt respective  eine  Fläche  zweiten  Grades  als 
Directrix  erscheint  und  einem  Punkte  dieselbe  Ge- 
rade, respective  dieselbe  Ebene  entspricht,  ob  wir 
ihn  zum  ersten  oder  zweiten  der  reciproken  Systeme 
rechnen.  Die  Directrix  ist  nicht  wesentlich  reell.  Man 
zeige  diess  an  der  Entstehung  des  l’olarsysteins  nn 
Strahlenbündel  und  in  der  Ebene  mittelst  einer  Fläche 
Z3veiten  Grades  nach  § 94.;  2.,  5.,  7.  und  weise  das 
ürthogunalsj’stein  der  jirojicierenden  Strahlen  und  zu- 
gehörigen projicierenden  Normalcbenen  oder  ihrer 
Spuren  in  der  Bildebene  (5;  10.,  § 23.,  Fig.  43.)  als 
Specialfall  davon  mich  — nämlich  für  eine  Kugel 
vom  Kadius  Null  aus  dem  Centrum  der  Projection. 

(§  yr>.;  10.) 
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17)  I’rojcctivisdie  Getiilde  erster  Stute  liefern,  wenn  sic 
in  der  Form  des  Ineinandcrliegcns  gleiehiirtigcr  Ge- 
bilde verbunden  werden,  als  ihr  Erzengniss  das  reelle 
oder  vereinigte  oder  nicht  reelle  l’aar  ihrer  Doppel- 
eleinente. 

1S|  Die  Verbindung  ungleichartiger  jtrojeetiviseher  Gebilde 
erster  Stufe,  nämlich  einer  Ileihc  und  eines  Büschels 
in  derselben  Ebene,  einer  Keihd  und  eines  Ebcncn- 
büschels,  eines  Strahlenbüschels  und  eines  Ebenen- 
büsehels,  w-enn  der  Scheitel  des  erstem  in  der  Schei- 
telkantc  des  letztem  liegt,  erzeugt  zwei  Elemente  des 
einen  Gebildes,  die  in  ihren  entsprechenden  im  andern 
liegen. 

U>)  Die  Verbindung  der  entsprechenden  Elemente  von 
zwei  gleichartigen  projectivischeu  Gebilden  erster 
Stufe  aber  verschiedenen  Trägem  liefert  folgendes : 

a)  Zwei  Ueihen  in  derselben  Ebene  durch  die 
Verbindungslinien  ihrer  entsprechenden  Punkte  und 
zwei  Strahlenbüschel  in  derselben  Ebene  durch  die 
Schnittpunkte  ihrer  entsprechenden  Strahlen  die  ebenen 
Curven,  die  wir  Kegelschnitte  nennen.  (§  23.) 

b)  Zwei  Strahlenbüschel  von  einerlei  Scheitel  aber 
in  verschiedenen  Ebenen  ilurcli  die  Verl)indungsebenen 
entsprechender  Strahlenpaare  und  zwei  Ebenenbüschel 
von  sich  schneidenden  Scheitelkanten  durch  die  Schnitt- 
linien entsprechender  Ebenenpaare  Kcgelflächen 
zweiten  (frades.  6<S.) 

c)  Zwei  Ueihen  in  sieh  kreuzenden  Geraden  durch 
ilie  Verbindungslinien  ihrer  entsprechenden  Punkte 
und  zwei  Ebeuenbüschel  von  sich  nicht  schneidenden 
•Sehcitclkanten  durch  die  Schnittlinien  ihrer  entspre- 
chenden Ebenen  die  eine  Uegclsc haar  eines  ein- 
fachen Hyperboloids.  (§  90.) 

AV'elehe  Erzeugnisse  liefern  die  entsprechenden 
Verbindungen  ungleichartiger  Gebilde  erster  Stufe? 

20)  Die  Verbinduugsebenen  der  entsprechenden  Punkte 
von  drei  projectivischeu  Ueihen  in  sich  kreuzenden 
Geraden  erzeugen  eine  d e v e 1 o p p a b 1 e Fläche  drit- 
ter Glasse  (§  84.;  14.);  die  .Schnittpunkte  der  ent- 


Digitized  by  Cooglc 


572 


Zweiter  Theil. 


sprechenden  Elienen  von  drei  projectivisehen  Büscheln 
mit  sich  kreuzenden  Seheitelkanten  erzeugen  eine 
Raunicurve  dritter  Ordnung.  (§84.;  13. § 148. ; 12.) 

21)  Die  Erzeugnisse  unter  18),  19)  und  20)  lassen  sieh  unter- 
einander und  auf  die  Gebilde  erster  Stufe  projectivisch 
beziehen  durch  Festsetzung  des  Entsprechens  von  drei 
Paaren  ihrer  Elemente  (vergl.  § 29.).  Sie  lassen  sich 
so  auch  zu  neuen  Erzeugnissen  verbinden.  Z.  B.  eine 
Gerade  als  Punktreihe  und  ein  Kegelschnitt  als  zu 
ihr  projectivische  Punktreihe  erzeugen  durch  die  Ver- 
bindungsgeraden entsprechender  Punktepaare  eine  Ke- 
gclfläche  dritten  Grades  (§  114.)  — wenn  sie  in  der- 
selben Ebene  liegen,  eine  Ourve  dritter  Glassc. 

Zwei  projectivische  Kegelschnitte  erzeugen  durch 
die  Verbindungslinien  ihrer  entsprechenden  Punkte- 
paarc  eine  Regelfläche  vierten  Grades;  ein  Kegelschnitt 
und  eine  Raunicurve  dritter  Ordnung,  respective  zwei 
projectivische  Raumeurven  dritter  Ordnung  eine  Re- 
gelfläche fünften  respective  sechsten  Grades;  etc. 

22)  Zwei  collineare  Ebenen  bestimmen  durch  die  Verbin- 
dungsebenen-der  Paare  sich  schneidender  entsprechen- 
der Strahlen  eine  developpable  Fläche  dritter  Classc; 
zwei  collineare  Bündel  durch  die  Schnittpunkte  sol- 
cher Paare  eine  Raunicurve  dritter  Ordnung.  Die 
entsprechenden  Punkte  der  Ebenen  und  die  entspre- 
chenden Ebenen  der  Bündel  liefern  Strahlensystcme, 
die  zu  jener  Devcloppabeln  und  dieser  Curve  in  engster 
Beziehung  stehen;  durch  jeden  Punkt  geht  ein  Strahl 
und  in  jeder  Ebene  liegen  drei  Strahlen  des  letzteren 
im  Allgemeinen  und  rcciprok  für  das  erstoro. 

23)  Zwei  rcciprokc  Ebenen  respective  Bündel  erzeugen 
durch  die  Verbindungsebenen  der  Punkte  der  einen 
mit  den  entsprechenden  Strahlen  der  andern,  respec- 
tive die  Schnittpunkte  der  Strahlen  des  einen  mit  den 
entsprechenden  Strahlen  des  andern  eine  Fläche  zwei- 
ten Grades  (§  98.;  12.).  Man  zeige,  dass  die  der 
Schnittlinie  der  Ebenen  respective  dem  Schcitelstrahl 
der  Bündel  entsprechenden  Punkte  und  Ebenen  die 
Berührungspunkte  respective  Berührungsebenen  der 
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Fliiclie  in  den  Trägem  der  erzeugenden  Gebilde  sind 
(vergl.  g 27.;  3.).  Man  begründe  auch  die  Existenz 
der  beiden  Familien  der  Flächen  zweiten  Grades  — 
mit  hyperbolischen  und  mit  elliptischen  Funkten  (§89.) 
— aus  dieser  Erzeugungsweise. 

24)  Die  Verbindungsebenen  (Schnittpunkte)  der  entspre- 
chenden Punkte  (Ebenen)  von  drei  collincaren  Ebenen 
(Bündeln)  erzeugen  eine  krumme  Fläche  dritter  Olassc 
(Ordnung).  Können  diese  Erzeugnisse  und  die  unter 
23)  unter  sich  und  mit  Gebilden  zweiter  Stufe  pro- 
jectivisch  bezogen  werden? 

25)  Zwei  collinearc  räumliche  Systeme  erzeugen  durch  die 
Verbindungslinien  der  Paare  entsprechender  Punkte 
und  durch  die  Schnittlinien  der  Paare  entsprechender 
Ebenen  einen  Strahlencomplex,  in  welchem  die  durch 
einen  festen  Punkt  gehenden  Strahlen  eine  KcgelHäche 
zweiter  Ordnung  und  die  in  einer  Ebene  liegenden 
eine  Curve  zweiter  Classe  bilden.  Dieselben  Strahlen 
sind  auch  die,  welche  mit  ihren  entsprechenden  in  einer 
Ebene  liegen  oder  durch  denselben  Punkt  gehen. 

2(>)  Aus  den  einfachsten  Ausdrucksformen  projectivischer 
Gebilde  erster  Stufe  (11),  welche,  insofern  sie  Strahlen- 
büschel sind,  demselben  Gebilde  zw'citcr  Stufe  ange- 
hören müssen,  nämlich  für  i/  = 0,  m*  = 0;  r—0,  />*  — () 
als  die  Gleichungen  der  ihren  Träger  bestimmenden 
Elementenp.aare,  d.  h.  als  lineare  Gleichungen  mit 
zwei  Variabein  a-<  oder  |,-,  aus 

„ -f  = 0,  e -{-  Jiv*  = 0 
entspringt  als  Gleichung  des  Erzeugnisses  ihrer  Ver- 
bindung nach  19) 

in>*  — u*r  — U. 

Sind  II  = 0,  II*  = 0 algebraische  Gleichungen  w’™  Gra- 
des zwischen  den  Coordinaten  a-,  oder  in  Gebilden 
zweiter  oder  dritter  Stufe,  d.  h.  die  Gleichungen  von 
ebenen  Ourven,  Kegeln  oder  krummen  Flächen,  deren 
Ordnung  oder  Olasse  gleich  ;i  ist,  so  repräsentiert 
u -F  = 0 

eine  ebene  Curve,  Kegelfläche,  krumme  Fläche  von 
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derselben  (Ji'Unun"  oder  Classe,  wolelie  dnrcli  ein 
Element  bcstinnnt  ist,  das  sic  enthalten  soll,  wenn 
dieses  den  Gebilden  u = 0,  «*  = 0 nicht  gleichzeitig 
angehört.  Kür  Gleichungen  in  den  av  nennt  man  ein 
solches  System  ein  HUschcl  von  Curven,  Kegeln, 
krummen  Flächen  n'''  Ordnung,  für  solche  in  den  $,■ 
eine  Schaar  von  Curven,  Kegeln,  krummen  Flächen 
Classe. 

Die  Ilüschel  respeetive  Schaaren  = 

= 0 sind  pröjectivisch  und  erzeugen  durch 
die  gemeinsamen  Elemente  ihrer  entsprechenden  Cur- 
ven, Kegel,  Flächen  rcspcctive  Curven,  Kegel,  Flächen 
von  der  Summe  ihrer  Ordnungen  oder  Classen  als  Ord- 
nung oder  Classe,  welche  die  gemeinsamen  Elemente 
der  Hüschel  oder  Schaaren  auch  enthalten. 

1?7)  Sind  II,  li*,  etc.  homogene  Polynome  zweiten  Grades, 
so  hat  man  Büschel  respective  Schaaren  von  (hirvcn, 
Kegeln,  krummen  Flächen  zweiten  Grades.  Verbindet 
man  die  G leichung  eines  Kcgelschnittbüschels  0 

mit  der  linearen  Gleichung  §,a-,  -|- = 0 
durch  Elimination  von  a., , so  erhält  man  als  Gleichung 
der  Reihe  der  gemeinsamen  Punktepaare  der  Geraden 
und  der  C'iirven  des  Büschels  eine  Gleichung  von  der 
Form  M-|-ii4*==0  mit  ii,  ii*  als  homogenen  Polynomen 
zweiten  Grades  in  a:, , x.,,  und  erkennt  dieselbe  als 
Ausdruck  der  Involution,  welche  jene  Paare  bilden. 
(S  25.)  Den  Doppelpunkten  derselben  entsprechen  die 
beiden  Kegelschnitte  des  Büschels,  welche  die  Gerade 
berühren.  Ein  Büschel  von  Flächen  zweiten  Grades 
schneidet  daher  eine  Gerade  in  einer  involutorischen 
Reihe  und  enthält  zwei  Flächen,  welche  dieselbe  be- 
rühren ; es  schneidet  eine  Ebene  in  einem  Kegelschnitt- 
büsehel  und  enthält  somit  drei  Flächen,  welche  diese 
Ebene  berühren,  weil  nach  § 141?. ; 0.  ein  Kegelschnitt- 
büschel drei  Paare  von  Geraden  enthält.  Man  über- 
trage diese  Erörterungen  auf  die  Schaaren  von  Curven 
und  Flächen  zweiten  Grades. 

2.'^)  In  analoger  Weise  nennt  man  das  durch  eine  Gleichinig 
von  der  Form  u'“* -f- 1,|  i/"’ -j- A.,  »<'-•  = 0 dargestellte 
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System  ein  IJiinclcl  oder  Netz  von  Ihirvcn  oder 
Fliiclien  ihrer  Ordnung  oder  ('lasse,  als  welche  jede 
durch  zwei  Punkte,  Gerade,  Ebenen,  die  sie  enthalten 
oder  berühren  müssen,  bestimmt  werden;  man  macht 
sie  projeetivisch,  indem  man  ihre  Elemente  als  einan- 
der eindeutig  entsprechend  bestimmt.  (Vergl.  S 141. ; I.) 

Man  ülxu'triigt  diesclbtm  Hetraehtungen  auf  Sy- 
steme von  der  Olciehungslbrm 

ie"l  -f  A,  »("  + -I f-  A„  = 0, 

in  welchen  einet'urve  resp(‘eti\e  Fh'üdie  durch  ^ Ele- 
metiUf  b(!stimmt  wird. 

Man  erläutere  die  Fläche,  welche  das  Erzeugnis.s 
von  drei  projectivischen  Flächennct/.en  ist  (24)  und 
die  Giirve,  welche  vier  projcctivische  Netze  als  Ort 
der  Schnittpunkte  von  je  vier  entsprechenden  Flächen 
erzeugen. 

14;').  Es  ist  in  den  früheren  Entwickelungen  hervorgetreten, 
dass  die  metrischen  ßestimmungen:  Ueehtwinkligkeit, 
Gleichwinkligkeit  (§.’51.;  9.,  10.),  Halbierung  (§  10.;  1.)  sj)o- 
cielle  Fälle  proj  ect  i v i scher  Relationen  sin<l,  und 
insbesondere  dass  diese  Special  isiorungeu  durch  die 
unendlich  ferne  Ebene  des  Raumes  und  den  in  ihr 
gedachten  imaginären  Kreis  bedingt  worden.  (5? 97.) 

So  wie  man  nun  allgemein  Untersuchungen  der  analy- 
ti.schen  Geometrie  vereinfacht,  indem  man  Punkte  und  Ebenen, 
welche  für  dieselben  wichtig  sind,  zu  l’’undamentalpnnkten 
respcctive  Fundamentalebenen  oder  als  Einheitpunkt  respec- 
tive  Einheitebene  wählt,  oder  sonst  in  das  Coordinatensystem 
aufniranit,  so  gilt  auch  von  den  auf  metrische  Ver- 
hältnisse bezüglichen  Untersuchungen  der  analy- 
tischen Geometrie,  dass  sie  sieh  am  einfachsten 
dann  gestalten,  wenn  die  G rund  lagen  der  metrischen 
Bestimmungen  überhaupt  dem  Coordinatensystem 
angehören,  welches  inan  benutzt.  Uicss  bedingt  also 
die  Voraussetzung,  dass  die  eine  Fundanientalebene  unend- 
lich fern  ist,  wie  sie  den  Systemen  der  Coordinaten  von 
(Jartesius  und  Plücker  im  Allgemeinen  entspricht;  und  die 
N'ollständigkeit  des  Erfolgs  bedingt  ferner,  dass  die  Stellungen 
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der  Coordinatencbenen  respective  die  Richtungen  der  Coor- 
dinatenaxen  oder  dass  die  Kanten  und  Ecken,  die  der  unend- 
lich femen  Fläche  des  Fundainentaltetraeders  angehören,  ein 
Tripel  harmonischer  Pole  und  Polaren  in  Bezug  auf  jenen  imagi- 
nären Kreis,  d.  h.  dass  die  Coordinatenaxen  und  Ebenen  drei 
zu  einander  normale  Gerade  und  Ebenen  sind.  Die  recht- 
winkligen Cartcsischen  und  PI  Ücker’ sehen  Coor- 
dinaten  dienen  daher  für  diese  Zwecke  am  besten. 
Von  den  auf  sie  bezüglichen  metrischen  Relationen  gelangt 
man  auch  bequem  zu  den  allgemeinen  für  die  projectivischen 
C’oordinaten.  Dass  man  die  Gleichungen  in  Cartcsischen  und 
Plücker’schcn  Coordin.atcn  nach  den  Substitutionen  der  §§  13f>. 
und  140.  in  homogene  Form  bringen  kann,  sichert  die  Vortheile 
dieser  Ilomogeneität,  giebt  die  Möglichkeit  der  Anwendung 
des  mächtigen  Instruments  der  Determinanten  und  erweitert 
zugleich  die  Tragweite  und  Geltung  der  gewonnenen  Resultate. 

1)  Für  Cartesische  rechtwinklige  Coordinaten  sind  die 
Winkel  K,  ß,  y,  die  der  vom  Anfangspunkt  nach 
einem  Punkte  P(a-,  i/,  z)  gehende  Radiusvcctor  .4,  P=  ^ 
mit  den  Axen  ^,.Y,  AfV,  .^^Z  macht  durch 

a-  !/  z 

— ==  cos  u , = cos  ß,  = cos  y 

f t»  t- 

ausgedrückt  und  wegen 

+ y-  + z^  = i' 

ist  (vcrgl.  § 4(i.) 

cos'a  -|-  cos^  ß -j-  cos^y  = 1. 

2)  Ist  dann  p die  Länge  der  Normale  vom  Anfangspunkt 

auf  eine  Ebene  und  macht  dieselbe  mit  den  Axen 
yt, .V,  A^Y,  A^Z  die  Winkel  a,  ß,  y respective,  so  ist 
für  irgend  einen  Punkt  (a-,  y,  :)  dieser  Ebene  dieSuinme 
der  orthogonalen  Projectionen  seiner  Coordinaten 
/*/>,  = r,  PiP|3  = !/,  = a‘  auf  das  Perpendikel 

p diestuii  gleich,  d.  h. 

X cos  a -|-  y cos  ^ : cos  y = p 

und  die  allgemeine  Gleichung 

Jx  + Py  Cz  0 = 0 
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kiinn  durch  Multiplication  mit  einem  F'actor 


( f/j'^  + + cO 


immer  auf  diese  Form  (Normal  form)  gebracht  werden. 
Ill  Für  (j-, , i/| , i|)  als  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes 
und  eine  durch  ihn  zur  Ebene 

ar  cos  a -j-  !/  ros  ß -j-  t cos  y = p 

gelegte  Parallelebene  ist  die  vom  Anfangspunkt  auf 
diese  gefällte  Normale 

= a:,  rosa  -|-  ;/,  cos  ^ -f-  i,  cpsy 

und  die  Entfernung  von  (.t-, , f/|  > -i)  bis  zur  bezeich- 
neten  Ebene  ist 

— (ar,  cos  o + i/i  cos  (J  + i,  cos  y — p), 

d.  h.  das  negative  Resultat  der  Substitution  der  Coor- 
dinaten  des  Punktes  in  die  Gleichung  der  Ebene, 
den  Abstand  der  Ebene  vom  Anfangspunkte  als  po- 
sitiv betrachtet. 

4)  Für  den  Winkel  von  zwei  Ebenen  findet  man 

cos  0 = ^ ^ , 

y{A-‘  + + <7,0  W + + C,^) 

(C,A,-C,A,y 

{A,^  + B,-  + c.'O  [Ay+  By+  cy) 

und  damit  die  Bedingungen  des  Parallelismus 
A^Bj  = AjB,,  B^C^.=  B^C^,  C^A.^  = CjA^ 

und  der  Rechtwinkligkeit 

A^A^  + + C,C^  = 0. 

f))  Ist  a:,  ^ y,  t;  ? + 1 = 0 <^16  Gleichung  eines 
Punktes  in  rechtwinkligen  Plücker’schen  Coordinaten 
und  sind  , y, , f,  die  Coordinaten  einer  Ebene  in 
demselben  System,  so  hat  die  Letztere  in  Cartesischen 
Coordinaten  die  Gleichung 

+ Vi>J  + + 1 = 0 

und  es  ist  also  ihre  Normalform 

Fttdler,  D*riUU«ade  Geometrie.  37 


sin’  0 = 
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und  somit  der  Abstand  des  Punktes  (.r, , i/i , i|)  von  ihr 
_ 5i  “'i_+  Ih  .Vi  ■+l?i  *1 

+ nx^  + 

ß)  Man  inaeliedie  analogen  Entwickelungen  fürdiePunkt- 
und  Linien-Coordinaten  in  der  Ebene. 

7)  Sind  dann 

-j-  ß, !/  -j-  C,  z -{-  7),  — 0 , abkürzend  .r,  = 0, 

Äjy  4"  ^2‘  + ^2  = f>  ^2  = 

-{-  C^z  ^ ßj  ^ 0,  „ .T,  = 0, 

A^x  B^y  C^z  = 0,  „ a-^  = 0 

die  Gleichungen  von  vier  Ebenen  A, , K.,,  A.,,  A^, 
die  ein  Tetraeder  bilden,  so  kann  die  Gleiebung 
jeder  Ebene 

Ax  4-  ß.v  + C-  4-  ^ = Q 

in  die  Form 

«I  a,  -|-  öjaTj  4"  "2^3  4"  "4  ^'4  — ^ 
gebracht  werden;  denn  die  Bedingungen 
4f|yt|  "j — (t^A.^  4"  ^2  4“ 

4i|  /?!  4"  ^2  4“  ^2  4“  ^4  ^ f 

fl|  C*,  4“  ^2^2  4*  ^3  4”  ^4^4 

4]|  /))  4"  4"  ^3^3  4“  ^4  ^4  ^ 

sind  verträglich  und  bestimmen  die  n,  , so  lange  nicht  ist 


i f 

'Aj , 

^34 

1 J 

«2  4 

«34 

«4 

C., 

Cj , 

^3  4 

C4I 

J>x, 

Dj , 

«3  4 

«4I 

Dann  sind  die  x,-  constante  Vielfache  der  senkrechten 
Abstände  eines  Punktes  von  den  Flächen  des  Tetrae- 
ders, d.  h.  sie  sind  von  den  projectivischen  Coordi- 
naten  des  Punktes  nicht  wesentlich  verschieden. 

8)  Sind  die  Gleichungen  von  A, , •••  in  der  Normalform 
gegeben,  sodass  Ai,  Bi,  Ci  die  co*  cosßi,  cosyi  sind 
(1 , 2)  und  Di  den  negativen  Abstand  der  Ebene  A,- 
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vom  Anfangspunkt  bezeichnet,  so  wird  die  Bedingung 
der  Rechtwinkligkeit  zweier  Ebenen 

Ayi*  + Bfl*  + CC*  = 0 
übergefülirt  in 

eos(A, , A._,) 

— cos (A.J , Aj)  — (a,a,*-f-n.,*fl,)  cos  (A, , A,) 

— (“i“i*+“i*«4)'^os(A,  ,AJ  — cos(A,,  A,) 

— («3“4*+«3*«|)<'Os(A-3,AJ  = 0. 

Die  Entfernung  eines  Punktes  x',  y,  z von  der  Ebene 
«,a:|  + -f  0,3:3  + o^n,  = 0 

wird  für  x,'  = x'  coscci  -|-  y cosßi  -[-  z'  cosyi  — p.-  aus- 
gedrückt durch 

0|x/-l-  OjXj'-f-  o,a:.,'-f-  o,a:,' 
y[£aß  — 2£ai<ik  cos{Ai,  A*)] 

9)  Man  wende  diese  Ergebnisse  auf  die  Sätze  in  § 143.;  1 1. 
und  ihre  entsprechenden  für  die  Ebene  in  § 137. ; 2.,  8. 
an,  um  dieselben  anders  auszudrttcken. 

10)  Die  Punkte  von  den  Cartesischen  Coordinaten  ar, , y, ; 
x^,  yj-,  x^,  y.,  bilden  ein  Dreieck,  dessen  doppelter 
Flächeninhalt  durch 

j^i>  Vi»  1 
I ^2  > F j > ^ 

! ^3  > 1/3 » ^ 

ausgedrückt  wird.  Verlegt  man  ohne  Aendorung  der 
Axenrichtung  den  Anfangspunkt  nach  x, , y, , so  ver- 
wandelt sich  die  vorige  Determinante  in 

X,  - X, , yj  - yi  I ^ 1 o,,  b,  _ 

^*3  yi  i ^3f 

für  o.,,  Oj,  63  als  die  neuen  Coordinaten  der  Punkte 
2,  3 respootive.  Ist  aber  0 der  Schnittpunkt  der 
durch  2,  3 gezogenen  Parallelen  zu  den  respectiven 
Axen  der  y und  der  x,  so  ist 

A123  = A120  + A230+  A310 

= i["-2(*3— *2)  + («s— «2)  (*3  — *2)  + *3  («2— "3)] 

= — «36.^). 

37* 
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11)  Die  Gleichung  der  Ebene  der  drei  Punkte  1,  'J,  P>  in 
Cartosischen  Coordinaten  (§  141.,  vergl.  § 136.;  3.) 
gicbt  nach  den  Elementen  der  ersten  Zeile  entwickelt 

■yi » ‘u  M > .Vi  > 'ij 

a-'ly-i,  1 + .V  -*j,  *1  ‘ r-” 

|y3>  -3)  M i^3>  ^';t>  M .V3>  ^1  1**'3>  ^3f  'sl 

und  in  dieser  Gleichung  sind  nach  10)  die  Coet’ticien- 
ten  von  .r,  ;/,  : die  doppelten  Flächeninhalte  der  Pro- 
jectionen  des  Dreiecks  12  3 auf  die  drei  Coordinaten- 
ebenen',  d.  h.  für  F als  Flächenzahl  dieses  Letztem 
und  «,  ß,  y als  die  Neigungswinkel  der  Ebene  im 
Sinne  von  1)  respective  gleich  2Fcosa,  2Fcosß, 
2F  cosy.  Die  Vergleichung  mit  der  Normalform  der 
Gleichung  der  Ebene  giebt  für  die  obige  Gleichung 

X • 2F  cosa  -j-  V • 2 F cosß  -f-  : • “ F cusy  = 2 Fp 

und  damit  die  vollständige  geometrische  Interpretation 
der  Goefficienten  derselben. 

12j  Ist  dann  x,  y,  z ein  beliebiger  nicht  in  der  Ebene 
1 2 3 gelegener  Punkt  des  Kaume.s,  so  ist  nach  3) 

— (x  cosß  -f"  .'/  CüS(S  4"  - cMy  — p) 
sein  normaler  Abstand  von  dieser  Ebene  und 
■ — • 2F(x  cosa  y cosß  -f-  ; cosy  — p) 

das  sechsfache  Volumen  des  Tetraeders,  das  aus  ihm 
Uber  123  gebildet  wird;  somit  ist  die  Determinante 

1,  X , y , z ^ 

1 > ^15  Vn  *1  ; 

1 1 > ^2  > y-i  f '2 ! 

1 1 » *3  > y.3  > *3  I 

der  Ausdruck  des  sechsfachen  Volumens  des  durch  die 
vier  Punkte  als  Ecken  bestimmten  Tetraeders.  Wenn 
der  vierte  von  ihnen  in  der  Ebene  der  drei  andern 
liegt,  so  ist  dieses  Volumen  Null  und  man  hat  die 
geometrische  Bedeutung  der  Gartesischen  Gleichung 
der  Ebene  durch  drei  Punkte. 
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Kinleitung.  Man  vergl.  No.  1.  von  G.  Monji^e’s  „Geometrie  deecriplive'*. 

Krster  Theih 

§§  1 — 11.  Zu  diesem  Abschnitt  sind  besonders  zu  erwähnen  die  Schriften 
von  Desar^es  (1636),  den  Poncelet  den  „Moof^e  seines  JahrhuU' 
derts“  irenannt  hat,  von  Brook  Taylor  (1719)  und  von  J.  H.  Lam- 
bert (1759),  in  denen  wir  die  strengen  Grundlagen  der  Central- 
projcction  Huden  siimmtlich  vor  Monge. 

Von  Desargues  sind  wie  es  scheint  zuerst  die  Grundlagen  der 
porspectivischen  Raumanschammg  — der  Ausdruck  sei  gestattet  — 
ausgesprochen;  dass  nämlich  parallele  Gerade  anzuselien  sind  als 
durch  einen  gemeinsamen  Punkt  in  unendlicher  Ferne  gehend, 
parallele  Ebenen  als  sich  schneidend  in  einer  nnendlich  fernen 
Geraden;  wonach  die  unendlich  fernen  Elemente  des  Raumes  als 
einer  Ebene,  der  unendlich  fernen  Ebene,  angekörig  betrachtet 
werden  müssen. 

In  Brook  TayloFs  „New  principles  of  linear  perspective'*  (Lon- 
don 1719) — italienisch  mit  Zusätzen  von  Franzesco  Jaquier  „Eie- 
nienti  di  Perspettiva**  (Rom  1755)  — Hodet  man  die  Bestimmungen 
der  Geraden  durch  Dprehstosspunkt  und  Fluchtpunkt  und  der  Ebene 
durch  Spur  und  Fluchtlinie,  verbunden  mit  den  nächstliegenden 
einfachen  Anwendungen. 

Ebenso  und  in  umfassenderer  Entwickelnng  in  LamberPs  Werk 
,,Die  freie  Perspective  oder  Anweisung  jeden  perspectiviseben  Auf- 
riss von  freien  Stücken  und  ohne  Grundriss  zu  verfertigen"  — 
(Zürich  1759.  Dazu  ein  2.  Theil.  ebenda  1774)  ~ besonders  in  dem 
Abschnitt  V ,,Von  der  Kutwerfung  schiefliegender  Linien  und 
Flächen  und  dessen,  was  darauf  vorkomrot." 

Insbesondere  erscheint  die  Knotenlinie  oder  Spur  und  die  Grenz- 
linie oder  Fluchtlinie  der  Ebene  in  den  §§  165,  166  daselbst.  Man 
Hndet  den  Augenpunkt  //  der  Grenzlinie,  den  Punkt  /f  der  Figuren 
10,  11,  15,  16  im  Text  in  § 168,  den  Fluchtpunkt  der  Normalen 
einer  Ebene  in  § 182  und  seine  Verwondting  zur  Bestimmung  der 
in  solchen  Normalen  gelegenen  Strecken  in  den  §§  185  f.  bei  Lam- 
bert. Man  vergleiche  besonders  die  Aufgaben  14  p.  101  und  15  p. 
105  daselbst.  Dieselben  Grundlagen  sind  von  Cousinery  in  der 
Schrift  „Gdomdtrie  perspective  ou  principes  de  projection  polairc 
appHqui^e  k la  description  des  corps"  (Paris  1828)  als  neu  darge- 
boten  und  aU  Erweiterungen  der  Perspective  von  den  Boriebt- 
erslattcrn  der  franzüschen  Akadentie  Fresnel  und  Matbieu  uner- 
kannt. sowie  noch  von  Herrn  Chasles,  dem  Geschichtschreiber  der 
Geometrie,  hervorgehoben  worden.  („Geschichte  der  Oeomölrie." 
Dentsche  Ausgabe  von  Sohnke,  p.  192.) 

Lambeit’s  Werk  ist  das  vollständigste  und  unserer  Zeit  nächst- 
stehende unter  denen  der  drei  genannten  grundlegenden  Geometer. 
Hier  noch  zwei  speciclle  Beziehungen,  nämlich  zu 
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§ 9.,  dass  der  Grundsatz  fUr  die  Winkelmessung  der  Centralprojuctiun 
bei  Lambert  in  § 216  sich  6ndet  — und  zu 
§ 10.;  10.,  dass  bei  Brook  Taylor  (Jaquier's  Ueberactzung  p.  61)  die  Auf- 
gabe gelöst  ist:  Aus  der  Centralprojection  eines  rechtwinkligen 
Parallelepipeds  den  Hauptpunkt  und  die  Uistanz  zu  bestimmen, 
t;!;  12  und  18.  Unter  den  Anmerkungen  und  Zusätzen  des  zweiten  Theils 
von  Lambert’s  Werk  findet  sieb  in  der  VIII.  znm  g 136  des  ersten 
Theils  mit  der  Ueberschrift  „Verwandlung  eines  Gemäldes  für  einen 
andern  Gesichtspunkt“  eine  Construction,  in  welcher  wir  den  be- 
trefi'enden  Specialfall  der  Verschiebung  des  Centrums  erkennen. 
Die  beiden  Constrnctionen , welche  bei  den  Transformationen  des 
Centrums,  der  Bildebene  und  des  Objects  gleichmissig  zur  Anwen- 
dung kommen,  sind  zuerst  gegeben  in  meiner  Programmschrift 
(Höhere  Gewerbschule  zu  Chemnitz,  Ostern  1860)  „Die  Central- 
projection als  geometrische  Wissenschaft.“  g 16.  In  weiterer 
Durchführung  gab  ich  sie  in  der  Abhandlung  „Ueber  die  Trans- 
formationen in  der  darstellenden  Geometrie“  im  9.  Bde.  der  „Zeit- 
schrift für  Math,  und  Physik“  p.  331—65. 

§ 12.;  6.  In  der  Schrift  von  Desargucs  „Mdthode  universelle  de  mettro 
cn  perspective  les  ohjects  donndes  reellement“  (Paris  1636)  — siehe 
„Oeuvres  de  Desargues  re'unies  et  analysees  par  M.  Poudra“  (Paris 
1864)  t.  I,  p.  66 — 95  — ist  als  allgemeine  Methode  der  pcrspectivi- 
schen  Projection  die  Auftragung  der  projicierenden  Parallelepipeda 
der  Objectpunkte  in  Bezug  auf  drei  zu  einander  rechtwinklige 
Ebenen  gelehrt.  (Vergl.  auch  § 46.  des  Textes.) 
g 14.  Vergl.  Möbius  „Dur  barycentrische  Calciil“  (Leipzig  1827).  2.  .\b- 
schnitt  „Von  den  Verwandtschaften  der  Figuren“  p.  181 — 868;  ins- 
besondere das  7.  Kapitel,  p.  301  f. 

g 16.  Die  Theorie  des  Doppelverbältoisses  findet  man  bei  Möbius  a.  a.  O. 
p.  343 — 266.  Man  vergleiche  Desargues  „l'roposition  fondamentale 
de  la  pratique  de  la  perspective“  (Oeuvres  p.  Poudra,  t.  I,  p.  403, 
p.  423). 

gg  16.,  17.  Vergleiche  v.  Staudt  ,, Geometrie  der  Lago“  g 9,  p.  49  f. 
g 19.;  7.  Dieser  Satz  findet  sich  zuerst  bei  Desargues  in  den  “Oeuvres“ 
t.  I,  D.  413  und  430. 

g 20.  Invomtoriscbe  Keiben  und  Iliiscliel  betrachtete  snerst  Desargues 
,,Bronillon  projcct  d'iiue  atteinte  aiix  evencincnts  des  rencontres 
d’un  cone  avec  un  plan“  (Paris  1639).  — Oeuvres  p.  Poudra,  t.  I, 
p.  103  — 280;  vergleiche  p.  119 — 157  und  p.  246 — 260. 

Was  Alles  von  den  Entwickelungen  dieser  Theorie  in  der  Lehru 
von  den  Kegelschnitten  dem  Desargues  angefaört,  mag  gleich  hier 
angemerkt  werden.  Es  ist  in  g 26.;  1.  der  Satz  Uber  das  Kegcl- 
schnittbüschel  und  seine  Transversale;  a.  a.  O.  p.  186.  Dann  in 
g 30.  die  Theorie  der  Pole  und  Polaren;  a.  a.  0.  p.  162.  und 
weiter  p.  186.  ln  g 32  am  gleichen  Orte  der  ItegrilT  eines  Tripels 
harmonischer  Pole  und  auf  den  folgenden  Seiten  die  Lehre  von 
der  Involution  harmonischer  Pole.  Ferner  g 34.  der  Uebergang 
von  der  Polare  zuin  Durchmesser  ' — bei  Desargucs  a.  a.  O.;  man 
vergleiche  auch  p.  216  und  Fig.  19  des  „liruuillon“  mit  J.  Stciner'a 
von  Herrn  Schröter  bearbeiteten  Werke  „Die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte gestützt  auf  projectivische  Eigenschaften“  (Leipzig  1867) 
p.  145  f.,  g 30. 

Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  der  darstellend  geometrische  Gc- 
' siclitspiinkt  bei  Desargues  die  Uebertraguug  dieser  Theorien  auf 
den  Kegel  nnd  ihre  Erweiterung  für  die  Kugel  so  wie  Tür  diejenigen 
Flächen  zur  Folge  hatte,  welche  sich  nach  dem  Ausdruck  von 
Desargues  zur  Kugel  eben.so  verhalten,  wie  die  Kegelschnitte  ziira 
Kreis,  (a.  a.  O.  p.  214.) 
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S 21  ; il.  Ich  nenne  ilie  Schrift  von  Herrn  Ch.  i*aulus  ,,Zeichuen<lc 
Geometrie  zum  Schulnnterricht  and  zum  Privatetudium“  (Stuttgart 
1866)  als  eine  elementare  Behandlung  der  Constrnctionen  in  der 
Rbene,  welche  in  die  Einsicht  mündet,  dass  die  Symmetrien  ebener 
Systeme  besondere  Fälle  ihrer  Involution  sind. 

Als  eine  gute  Sammlung  der  wichtigsten  planimetrischen  Cuii- 
Ktructioneii  sei  empfohlen:  A.  L.  Busch  „Vorschule  der  darstellen 
den  Geometrie“  (2.  Aiifl.  Berlin  1868). 

§ 22.  Vergleiche  v.  Staudt  „(ieomotric  der  Lage“  S 16.;  No.  123,  126  — 
131,  138. 

§ 24.  Vergleiche  J.  Steiner  ,, Systematische  Entwickelung  der  Abhängig, 
keit  geometrischer  Gcstalton  vun  einander.“  (Berlin  18,12.)  d 37., 
p.  134. 

{)  2V.  Vergleiche  J.  Steiner  ,,L>ie  geometrischen  Constructioneu  ausge- 
führt  mittelst  der  geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises.  (Berlin 
1833.)  § 20.,  p.  90  f.  Alle  die  hier  behandelten  .Aufgaben  sind 
zum  Studium  zu  empfehlen. 

d !tU. ; 1.  Mit  anderer  Auffassung  Hndet  man  diese  Coustruction  bei  Lam- 
bert, u.  a.  U.,  2.  ThI.  p.  172. 

S 31.  Für  :veitcrc8  Studium:  Seydewitz  , .Uns  Wesen  der  involutorischen 
Gebilde  in  der  Ebene  als  gemeinschaftliches  Princip  individueller 
Eigenschaften  der  Figuren.“  (Heiligenstadt  1846.) 

dS  3a  , 86.  Uicse  Untersuchungen  sind  Speciallalle  der  Lehre  von  den 
Beziehungen  vun  zwei  Kegelschnitten  in  derselben  Ebene;  man 
studiere  dieselbe  in  den  von  Herrn  Schröter  berausgegebenen  Vor- 
lesungen J.  Steiner's  „Die  Theorie  der  Kegelschnitte  ...“  p.  224 — 
430.  Kurz  in  der  Schrift  von  P.  Zech  „Die  höhere  Geometrie.“ 
(Stuttgart  1867.)  p.  .39 — 66.  und  in  Herrn  Oretschera  „Lehrbuch 
zur  Einführung  io  die  organische  Geometrie“  (Leipzig  1868)  p.  118f.; 
endlich  in  Staudt's  „Geometrie  der  Lage“  p.  163  f.  nnd  „Beiträge“ 
S 13.,  § 22. 

Ü 37.  Die  strengen  Kegeln  zur  Coustruction  der  Reliefs  wurden  empirisch 
zuerst  gegeben  von  J.  A.  Breysig,  Prof.  a.  d.  Kunstschule  in  Magde- 
burg, in  der  Schrift  „Versuch  einer  Erläuterung  der  Rcliefper- 
spective.“  (Magdeburg  1798.)  In  mathematischer  Begründung  gab 
dieselben  Gesetze  Poii<;clet  in  dem  Werke  „Traite  des  proporiete's 
projectives  des  figures.“  (Paris  1822;  in  neuer  Ausgabe  1868.  T.  I., 
Supple'ment  sur  les  proprietös  projectives  des  ügures  dans  l'espacc; 
p.  357—408.)  Man  vergleiche  auch  Möbius'  barycontr.  Calcul  p. 
311 — 330,  Anger  ,,  Analytische  Darstellung  der  Basrelief- Per 
spcctive.“  (Danzig  1834.)  und  Magnus  ,, Sammlung  von  Aufgaben 
und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie  des  Kaumes.“  (Ber- 
lin 1837.)  p.  72—120. 

Ü 10.  Für  weitere  nnd  andere  Ausrührungen  vergleiche  man  Herrn 
Poudrn's  „Traite'  de  perspective  relief.“  (Paris  1862.) 

§ 41.  Von  den  Anwendungen  der  Coiistnictiou  der  Reliefs  in  der  deko- 
rativen Knnst  handelt  ausser  dem  Wcrkclien  von  Breysig  beson- 
ders eingehend  Herr  Pondra  a.  a.  ü.  p.  65 — 219.  Eine  vollstän- 
dige Durchführung  einer  theatralischen  Dekoration  Kndet  mau  in 
Herrn  de  la  Gonrnerie’s  ,. Traite  de  perspective  lineaire.“  (Paris 
18.39.)  p.  247  -287  und  Tafel  40  - 45. 

Für  ihre  optische  Bedeutung  vergleiche  Möbius  „Entwickelung 
der  Lehre  von  dioptrischen  Bildern  mit  Hilfe  der  Collineations- 
verwandtschaft“  im  Berichte  der  K.  S.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  Leipzig"  1853.  p.  8 — 32. 

§41.;  4,  3.  Man  vergleiche  die  Abhandlung  von  Herrn  R.  Mörstadt 
.,Ueber  die  räumliche  Projcction“  in  der  „Zeitschrift  für  Mathom. 
und  Physik“  Bd.  12. 
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§•42.  Zur  Involution  der  Grundgebilde  erster  Stufe  vergleiche  hier  iu 
V.  Staudt*8  f, Geometrie  der  Lage'*  § 16.;  ebenda  zur  Involution  der 
Grundgebilde  zweiter  und  dritter  Stufe  § 17  , No.  236 — 229. 

$§  42,  43.  Vergleiche  meine  Note  ,, lieber  das  System  in  der  darstellen- 
den Geometrie"  im  8.  Bde.  der  ,, Zeitschrift  für  Mathem.  und 
sik"  p.  444  f. 

§ 44.  Zur  Projectivität  räumlicher  Systeme  vergleiche  v.  Staudt’s  ,.Gco* 
metrie  der  Lage**  § 10.»  No.  124;  132 — 137.  Uebor  reciproke  räum- 
liche Systeme  den  vierten  Vortiag  des  2.  Hdes.  von  Herrn  Reye’s 
„Die  Geometrie  der  Lage.“  (Hannover  1868.)  p.  18—26. 

$ 63.  Von  der  Axe  der  Aftinität  zwischen  den  beiden  orthogonalen  Pro* 
jectionen  desselben  ebenen  Systems  handelte  wohl  zuerst  Herr 
Brasseur-in  den  Abhandlungen  der  Acad.  des  Sciences  etc.  de 
Bruxelles.  1853.  „Mdmoire  sur  une  nouvelle  methode  d'application 
de  la  geomdtrie  descriptive  k la  recherche  des  proprieids  de  rdten* 
duo.“  (148  p.,  3 Tafeln.)  Unbekannt  mit  dieser  Schrift  leitete 
mich  1868  die  Betrachtung  der  spcciellon  Formen  des  projicierenden 
Parallelepipeds  (§  46.;  8,  4.)  anf  das  System  der  sechs  Halbierungs* 
ebenen  und  der  vier  Halbierungsaxen  des  Projectioussystems  und 
ich  erkannte  das  System  der  Linie  hi  nnd  der  Punkte  //i  der 
Kbene  (§  47.;  § 47,  1.)  und  den  Gebrauch  der  beiden  Affinitfttsazen 
Aj/’»'"  derselben.  (§  63.)  Eine  Note  „Ueber  «lie  Anwendung 
der  Affinitiitsaxen  zur  graphischen  Bestimmung  der  Ebene'*  gab 
ich  in  der  „Zeitschrift  für  Mathem.  und  Physik“  Bd.  6 (1860)  p.  76., 
Tafel  II.;  eine  andere  „Constructlon  fliichenglcicher  Figuren“ 
ebenda  Kd.  6.,  p.  56. 

Um  dieselbe  Zeit  erschien  die  erste  Ausgabe  von  Herrn  Pohlke^s 
„Darstellende  Geometrie,  Erste  Ablhlg.“  (2.  Auf!.,  Berlin  1866.), 
in  welcher  in  den  §§  26.,  41„  66.  die  Bestimmung  der  Affinitätsaxo 
* in  § 71.  die  Verwendung  derselben  zur  Projcction  ebener 
Systeme  gelehrt  ist. 

§ 54.;  3.  Siehe  .Monge’s  „Geomdtrie  descrij»tive“  No.  19. 

^ 64.;  9.  Man  vergleiche  Herrn  Giigler’s  „Lehrbuch  der  dcscriptiven 
Geometrie.“  (2.  Aufl.  .Stuttgart,  1867.)  § 145.,  p.  103. 

§ 54  ; 16  f.  Siehe  Monge*s  „Geometrie  descriptive“  No.  22.  Für  die 
coostructive  Behandlung  der  dreiseitigen  Ecke,  der  im  Text  ein 
breiter  Raum  nicht  gewidmet  werden  konnte,  muss  hier  anf  eine 
Darstellung  aufmerksam  gemacht  werden,  die  den  V^orzug  vor  der 
üblichen  entschieden  verdient.  Man  mache  in  den  Kanten  der  drei* 
seitigen  Ecke  vom  Scheitel  N die  Längen  SA  S li  ^ SC  und  lege 
durch  die  Punkte  die  zu  SA^SBySC  rospecUve  normalen 

Ebenen,  welche  sich  im  Scheitel  S^  der  Polnrecke  und  in  den 
Kanteu  6', 6'|//j.  S^C^  derselben  Hchnuidcn,  die  wir  in  den  Flä- 
chen der  Originalecko  iu  .-/i,  C\  begrenzt  denken,  ln  einer  freien 
Axonometrie  etc,  construirt  man  natürlich  .S'i  N,  C|  aus  den 

Spuren  der  sich  in  ihnen  schneidenden  Ebenenpaare  der  Flachen* 
Winkel  or>  y in  den  drei  Flächen  der  Ecke  uud  daraus  ergiebt 
sich  auch  die  Darstollung  der  ganzen  Figur  in  der  Umlegung  in 
eine  Kbene;  also  ebenso  ihr  Netz  uml  Modell.  Ihre  Anschauung 
giebt  unmittelbar  die  allgemeinen  Grundgesetze  der  Ecke. 

Die  vollständige  Symmetrie  der  Constructlon  wacht  sie  gleich 
geeignet  zur  Lösung  der  verschiodenon  Aufgaben  Uber  die  dreiseitige 
Ecke.  Es  sei  bemerkt,  dass  in  den  Kreisvierecken  an  der  Polar- 
ecko  S^A^BCl^  SiCtABf  die  Diagonalen 

S^C  sind  und  dass  dieselben  mit  dem  Scheitel  S congruente  recht- 
winklige Dreiecke  bilden  von  der  Hypotenuse  SS^^  welche  zur 
Ebene  ABC  normal  ist  und  der  als  Hohe  der  Radius  des  dem 
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Dreieck  ABC  umschriebenen  Kreises  entspricht.  (Vergleiche 
Schrift  für  Mathem.  und  Physik/*  Hd.  8.,  p.  448.) 

Wenn  man  S^  in  eine  Kante  der  Originaleckoy  x.  B.  nach  C ver> 
legte,  so  fallen  und  Ai  auch  dahin,  die  Kreisvierecke  SBA^C^ 
SCAfB;  S^BfCAf^  S^CiAB^  verwandeln  sich  in  rechtwinklige 
Dreiecke,  S^A^BC^  wird  zu  einem  Punkte  reduciert  und  muss  durch 
ein  schiefwinkliges  Dreieck  ersetzt  werden;  nur<S^C|^  bleibt  als 
Kreisviereck  bestehen  und  man  erhält  die  übliche  Construction,  in 
welcher  die  natürliche  Verbindung  mit  dem  sphärischen  Dreieck 
gelöst  und  die  Anschauung  der  Polarecke  sehr  gestört  ist  — denn 
nur  eine  von  ihren  Kanteu  ist  noch  vorhanden.  Noch  mehr  aller- 
dings wird  die  Anschauung  erschwert  durch  die  Verlegung  des 
Scheitels  S^  nach  .S',  ebenso  wie  die  Modcllbildung. 

Es  ist  characteristisch  für  das  Verhilltniss  der  beiden  constructi- 
ven  Darstellungen,  dass  man  aus  der  unsymmetrischen  letzteren 
neben  dem  Wnta-Saiz  der  sphärischen  Trigonometrie  die  Formel 
cos  Y sin  a • sin  b CQ9  c — cos  b- cos  c erhält,  während  sich  aus  der 
bezeicbiieten  symmetrischen  Constructiou  direct  die  Gauss-Do' 
lumbre'schen  Gleichungen  und  die  Nepcr’schcn  Analogien  ergeben, 
der  Hauptschatz  der  für  die  Kechuiing  bequemen  Formeln. 

§ &7f.  Die  TmuBformationeu  in  der  darBtelleinlen  Geometrie  sind  Gegen 
stund  sehr  verscliiodener  Auffassungen  und  Würdigungen  gewesen. 
Olivier  und  naeb  iliin  andere  haben  sic  zum  ilauptinittel  der  con- 
struetiven  Lösungen  selbst  der  Griindprubleme  der  darstellenden 
Geometrie  geinacbti  man  vergleiche  für  diese  Richtung  Herrn 
Tresca’s  „Traile!  e'lifmentairc  de  geoinetrie  desoriptivo“  (Paris, 
2.  ed.  18ß4.)  und  Herrn  Poblke's  „Darstellende  Geometrie.“  Ihnen 
ist  von  Herrn  de  la  Gournerie  (vcrgl.  die  Vorrede  zum  ersten  Bande 
des  ,,Traitc'  de  geome'trie  descriptive“)  und  Andern  entgegengesetzt 
worden,  dass  die  Methode  trotz  ihres  Alters  — sie  geht  auf 
Desarguee'  „Pratiquo  du  Trait  h preuves“  zurück  — weder  in  der 
Praxis  der  Stcreotomie  noch  in  der  Theorie  sich  solcher  hoben 
Bedeutung  würdig  erwiesen  habe.  Gerechte  Suhiltzuug  scheint  mir 
die  Lehre  von  den  Transformationen  in  der  übrigens  vor  Olivier 
datierenden  Darstellung  von  Herrn  Guglei  „Lehrbach  der  descripti- 
ven  Geometrie.“  Erster  Abschnitt,  IV.  Kap.  erhalten  zu  haben. 
Ich  fasse  sie  einfach  als  Mittel  zur  Beseitigung  wesentlich  techni- 
scher Schwierigkeiten  wie  ich  diess  in  der  schuh  unter  §§  12.,  13. 
genannten  Abhandlung  gethan  habe;  eine  grundlegende  Bedeutung 
iiir  die  darstellende  Geometrie  kann  ich  ihnen  aus  pädagogischen 
Gründen  nicht  zuweisen,  nach  meiner  Erfahrung  ist  es  besser  erst 
in  dem  festen  Projcr.tionssystem  sich  ganz  heimisch  zu  machen, 
ehe  man  dasselbe  in  Bewegung  zu  setzen  und  zu  verändern  unter- 
nimmt. Dann  sind  die  Lösungen  durch  Trausformation  sehr  nütz- 
liche Uebuugen.  (Vergl.  § &9.)  Die  Construction  des  Mittelpunkts 
der  einem  Tetraeder  eingeschriebenen  Kugel  bietet  ein  gutes  Bei- 
spiel für  den  Gebrauch  der  Farallelverschiebungen;  siehe  Monge's 
„Gdorodtrie  descriptive“  No.  92. 

S ttO.  Ich  hoffe,  dass  die  Verbindung  der  Axonometrie  mit  der  Lehre 
von  den  Transformationen  als  natiirgemäss  wird  erachtet  werden. 

Man  vergleiche  besonders  in  J.  II.  Lambert’s  „Freie  Perspe- 
ctive“ den  7.  Abschnitt;  „Von  der  perspectiviseben  Entwertung 
aus  einem  nnendlich  entfernten  Gesichtspunkte.“  p.  149 — 167.  und 
Fig.  XXVI.  Dazu  die  ausführliche  Behandlung  in  Herrn  Poblke’s 
„Darstellende  Geometrie.“  p.  72 — 100.  Von  den  deutschen  Schriften, 
welche  über  Aionometrie  speciell  in  neuerer  Zeit  erschienen  sind, 
nenne  ich  die  älteste,  Herrn  Möllinger's  „Isometrische  Projections- 
lehre  (Perspective).“  (Solothurn  1840.)  und  die  neue.ste  von  Herrn 
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Delubar  „Die  Polur-  mid  Parallciperspective.“  (Freiburg  1870.) 
Die  Einführung  einfacher  Vcrbällnisae  zwischen  den  MaasssUlbeii 
gab  .1.  Weisbach  in  dem  Aufsätze:  „Die  inonodimetrische  und 
anisometrische  Projectionsnietbode“  in  „Polytechnische  Mittbcilun- 
gen  ven  Volz  und  Karmarscb“  1841;  eine  clemcntaru  und  practiscbe 
Darstellung  des  ganzen  Verfahrens  derselbe  in  „Anleitung  zum 
aionometrischen  Zeichnen.“  (Freiberg  1867.)  Man  rcrgleiclie  dazu 
die  Abhandlungen  von  Herrn  ßchlömilch  in  der  Zeitschrift  „Der 
Civilingenieur.“  Bd.  3.  p.  196.  und  in  „Zeitschrift  für  Matliem.  und 
Physik.“  Bd.  4.,  p.  361. 

S 61.  Der  Hauptsatz  des  § verdient  den  Namen  dos  Polilke'schcn  Salzes; 
man  vergleiche  die  Darstellung  desselben  in  der  Schrift  seines 
Entdeckers  a.  a.  O.  3.  Aull.  § 147.  und  dazu  die  Abhandlungen 
von  Herrn  H.  A.  Schwarz  im  63.  Bde.  dos  „Journal  f.  d.  r,  u.  a. 
Matliem.“,  der  den  ersten  elementaren  Beweis  des  Satzes  gab;  von 
Herrn  Th.  Reye  in  der  ,,YierteIjahrsschrift  der  Naturforscheudeii 
Gesellschaft  zu  Zürich“  1866,  p.  .350.  und  die  von  v.  Descliwandcu 
am  gleichen  Orte,  1861.  p.  254.;  1862,  p.  159.  und  1864,  p.  223. 

Don  wesentlichen  Gang  und  den  Hauptinhalt  des  ersten  Theils  gab 
ich  in  der  Absicht,  zu  verwandten  Bestrebniigcn  anznregen  in  der  Ab- 
handlung „Die  Methodik  der  darstellenden  Geometrie  zugleich  als  Ein- 
leitung in  die  Geometrie  der  Lage“  182  p.,  3 Tafeln,  im  65.  Bde.  der 
„Sitzniigsberichte  der  k.  Akademie  der  Wissenschaften.“  (Wien  1867.) 

ZweiterTheil.  ’ 

$ 69.  Siehe  zu  den  Anwendungen  der  Eigenschaften  der  Kotatious- 
cylinder  Monge's  „Oöomdtrie  descriptive.“  No.  31. 

§ 70.  Für  die  Beispiele  dieses  g vergleiche  man  J.  Steiner’s  „Vorlesun- 
gen Uber  synthetische  Geometrie.  I.  Tbl.  Die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte ln  elementarer  Darstclinng  bcarb.  von  Dr.  Geiser.“  (Leipzig 
1867.)  § 24.,  p.  161. 

S 72.;  4.  Vergleiche  Herrn  de  la  Gonrnerie's  „Traitd  de  geometrio  de- 
scriptive.“ t.  II.,  Nr.  474.,  p.  69. 

§ 76.;  6.  Vergl.  die  Note  von  Herrn  Keyc  in  der  „Zeitschrift  für  Mathcm. 
und  Physik.“  Bd.  15.,  p.  64. 

<i  78.;  13.  Vergleiche  Herrn  Molin's  Abhandlung  in  ,.Journal  de  Mathcm. 
p.  Lionville.“  t.  I.,  2ä''">  Sdrie,  p.  266.  Oder  die  Schrift  von  Hrn. 
W.  Schell  „Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung.“ 
(Leipzig  1869.)  Hierfür  insbesondere  p.  86  f. 

S 81.  Die  für  die  Curven  dritter  Ordnung  eingeführten  Benennungen 
gab  in  einer  lesenawerthen  Abhandlung  im  10.  Bde.  des  „Archiv 
der  Mathematik  und  Physik“  (1847)  Seydewila.  Für  weiteres  ver- 
gleiehe  meine  deutsche  Bearbeitung  von  Rev.  G.  Salmon's  „Ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes.“  Bd.  II.,  )).  89  f. 

<;§  82  - 84.  Vergleiche  die  kurze  und  cinssische  Abhandlung  von  Herrn 
A.  Cayley  „Lionville’s  Journal  de  Mathe'm.“  t.  X.,  p.  246.  (1845);  dazu 
weiter  die  von  Rev.  G.  Salmon  in  „Cambridge  and  Dublin  Ma- 
thera.  Journ.“  Vol.  V.,  p.  24.  (1850.) 

t)  85.  Im  Zusammenhänge  hiermit  und  nach  Zuziehung  der  Ergebnisse 
der  §§  100.,  101.  studiere  man  die  No.  644.,  566.  von  v.  Standt's 
„Beitrüge  zur  Geometrie  der  Lage.“ 

$ 86.  Die  Durchdringung  von  zwei  Kegelflüchen  zweiten  Grades  mit 
einer  gemeinsamen  Hauptebene  ist  in  fast  allen  Lehrbüchern  der 
darstellenden  Geometrie  behandelt,  ohne  dass  jemals  die  einfachen 
und  weitreichenden  Ergebnisse  daran  geknüpft  würen,  zu  denen  eie 
führt;  man  vergleiche  auch  Herrn  de  la  Gonrnerie's  „Traite.‘, 
t.  L,  p.  § 247.,  Tafel  .38.  In  deiuselbeii  Werke  t.  II.,  Cbap.  II. 
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Ut  mit  «nalytischeii  Hilfsmittelu  die  doveloppablu  Fldclie  unter- 
siieht,  welche  zwei  KegeUehnitten  nmschrieDen  ist.  jedoch  ohne 
Riiokwirkang  respectire  Kezieliung  auf  jene  dualUtich  entsprechen- 
den Prohleme. 

Erwähnt  sei  zu  dieser  Construction  die  sie  mit  hetrefTende  Ah- 
hsndlung  von  Herrn  Wiener  „Ueher  scheinbare  Unstetigkeit  geo- 
metrischer Constructionen,..*'  in  der  „Zeitschrift  für  Mathem.  und 
Physik."  Bd.  12.,  p.  376.;  No.  16  f. 

90  — 92.  In  Herrn  de  la  Gournier's  „Traitd“  wird  die  Theorie  des 
Hyperboloids  gegeben  in  t.  II.,  Livre  sept.,  Chap.  IV.,  No.  681  — 
743.,  die  des  hyperbolischen  Paraboloids  aber  in  den  No.  685 — 612. 

S 93.  Man  vergleiche  in  J.  Steiner’s  „Svstematisebe  Entwickolniig.“ 
S 67.  p.  242—247. 

<ä  94.  Vergleiche  von  Btandt  „Geometrie  der  Lage“  § 25.;  „Beiträge" 
Ü 2.,  § 32.  Ich  nenne  noch  die  gedrängte  Darstellung  in  Zech  „Die 
höhere  Geometrie.“  (Btuttgnrt  18.67.)  p.  6U  f. 

<9  94.;  9.  Siehe  Monge’s  „Geometrie  doseriptive."  No.  36.,  37. 

$ 97.  Die  Centralprojection  der  Flüchen  zweiten  Grados  auf  eine  Kreis- 
schnittebene  behandelt  Herr  Pelz  im  „Archiv  für  Mathem.  und 
Physik.“  Bd.  52.,  p.  313.  • 

$ 99.;  11.  Als  gute  Zusamincustellung  der  Hauptergebnisse  hezUglicIi 
der  stercographischen  Projection  erwähne  ich  ans  Herrn  Baltzer’s 
„Elemente  der  Mathem."  2.  Bd.  6.  Buch;  § 6.,  16 — 21. 

S 100.  Zu  den  einfachen  Systemen  von  Flüchcia  zweiten  Grades  ist  zu 
studieren  v.  Staudt  „Beitrüge.“  § .36.  und  § 37. 

§ 102.  und  108.  1’^ür  da«  Studium  der  Lehre  von  den  Krümmungsver- 
hUltniBsen  der  FiKclieii  ist  auf  die  grundlegenden  Abhandlungen 
von  Enler,  Monge  und  Ganss  zu  verweisen;  die  tüchtige  Darstel* 
lung  der  Klemente  in  Herrn  de  la  Gonrnerie’s  „Traito“  t.  III., 
Livre  VIII.  verdient  Hervorhebung. 

106  f.  Für  die  Theorie  der  windschiefen  Kegelflächen  vergleiche  man 
meine  deatache  ncarbcitimg  von  Ucv.  G.  Salmon’e  „Analyt.  Geom. 
des  Raumes.*'  Hd.  2.»  p.  288 f.;  besonders  auch  in  Bezug  auf  die 
Literatur. 

110  ; 9.,  10.  Mau  vergleiche  Herrn  de  la  Oournerie’s  ,,Trnite'“  t.  III., 
No.  882 — 887.;  überhaupt  die  sorgfältige  Darstellung  der  Lehre 
von  den  „Surfnees  ganches"  ebenda  t.  II.,  No.  140 — 218. 

111  . : 10.  Die  allgemciue  Theorie  der  hier  für  den  Fall  der  geraden 

Erzeugenden  bcrülirtcn  Familie  von  Flüchen  ist  als  Theorie  der 
„Surfaces  helicoides“  behandelt  in  Herrn  de  la  Gonrnerie’s 
„Traitc“  t.  III.,  No.  966 — 967.  und  No.  1042 — 1053.;  es  folgen  da- 
selbst auf  den  ersten  Abschnitt  die  Theorie  der  developpabeln 
und  der  Schranbenregeltlüchen  bis  No.  1041. 

$ 114.  Die  RegelQüchen  dritten  Grades  sind  in  der  „Analyt.  Geom.  des 
Raumes“  Rd.  2.,  p.  384.  hebaudell;  man  vergleiche  die  Monogra- 
phie von  Herrn  Kmil  Weyr:  „Geometrie  der  räumlichen  Erzeng- 
niese  ein-zwei-deutiger  Gebilde  insbesondere  der  Regelflüchen  dritter 
Ordnung.“  (Leipzig  1870.) 

S 114.;  2 bis  4.  Man  studiere  die  Abhandlung  von  Herrn  Cremona  „In- 
tomo  alla  ciirva  gobba  dell  qnart’  ordine  per  la  qnale  paesa  nna 
sola  superficle  di  sccondo  grado.“  (Annali  di  Matematica“  t.  IV,). 

<!  IIS.  Vergleiche  Monge's  „Geometrie  descriptive“  No.  80. 

§ 122.  Vergleiche  für  die  Darstellung  in  Centralprojection  Consinery's 
„Geoindtrie  perspective“  p.  67.  und  80.  Tafel  VI.  mit  Herrn 
Niemtschik's  Abhandlung  „Dirocte  Constmetion  der  Coiitouren  von 
I Rotationsflächen  in  orthogonalen  und  perspectivisehen  Darstellun- 

gen.“ Wien  1866.  (Sitzungsberichte  der  mathem.  ‘natiirw.  Classo 
d.  k.  k.  Akad.  Bd.  52.) 


Digitized  by  Google 


588  Qiiulleu-  uud  Litcratur-Nailiweisungeii. 

124  , 125.  Für  constructivc  Durchfübrangen  vergleiche  man  Herrn 
Tilscher's  Werk  „Die  Lehre  der  geometrischen  Helenchtungs-Con- 
stractionen.“  Wien  186'2. ; für  den  besonderen  Fall  des  dreiaxigen 
KIlipsoides  die  Abhandlung  von  Herrn  Koutny  im  „Archiv  der 
Matbem.  und  Physik“  1866.  Eine  beachteuswertho  mathematische 
iStudio  über  die  Isophoten  gab  Herr  Burmester  in  zwei  Abhand- 
lungen in  der  „Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik“  Bd.  13.  und 
14.;  ein  eigenes  Werk  desselben  Verfassers  ist  in  Vorbereituug. 

$ 126.;  4.  Zum  Studium  diene  die  Abhandlung  von  Herrn  Vialla  „Me'- 
moire  sur  la  vis  Saint-Gilles“  im  , „Journal  de  l'e'cole  polyt.“  t.  XXI, 
p.  191.  (6  pl.)  Paris  1858. 

131 — 145.  Die  Hauptmomente  dieser  Entwickelung  veröffentlichte  ich 
zuerst  in  der  „Vierteljabrsschrift  der  Naturforsch.  Gesellschaft  zu 
Zürich'  Bd.  15.,  p.  152  f.  Man  vergleiche  für  die  Grundidee  v. 
Staudt  „Beitrüge“  9.  Heft.  (1857.)  §.  29.,  p.  261 — 267.  und  W.  Ha- 
milton „Elements  of  Quaternions.“  (London  1866.)  p.  24.  und  p.  62. 

Durch  weitere  Ausführungen,  Aufnahme  der  Discussion  der  Be- 
deutung homogener  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  (§§  137., 
143)  und  der  analytischen  Ausdrucksweise  der  projectivischen  Be- 
ziehung der  Gebilde  der  verschiedenen  Stufen  (§  144.),  woraus  auch 
die  Lehre  von  der  Transformation  der  Coordinaten  vollständig  and 
einfach  bervorgeht,  so  wie  durch  zahlreiche  Beispiele  aus  dem  gan- 
zen Gebiete  suchte  ich  diesen  Scliliissabschuitt  zu  einer  Einfüh- 
rung in  die  ai^lytischc  Geometrie  der  Lago  zu  gestalten, 
wie  sic  dem  durch  die  vorhergehenden  Entwickelungen  erreichten 
Standpunkte  entspricht.  Vielleicht  kann  sie  zeigen,  dass  auch 
hier  das  Allgemeinste  zugleich  das  einfachste  und  selbst  für  das 
Verstündniss  der  gewöhnlicheu  Cordinateumethode  das  Vortheil- 
hafteste  ist. 

§§  182.,  184.,  139.  Es  mag  diu  Frage  erörtert  werden,  wie  sich  die 
Identität  ££■  xi  = 0 in  dem  Falle  gestaltet,  wo  die  Eiuheit-Ele- 
mente  nicht  harmonisch  sondern  nach  andern  Doppelverkältnissen 
durch  die  Fundamental  ■ Elemente  getrennt  werden.  Man  vergl. 
auch  Herrn  Chasles'  „Geometrie  siipdrieure.“  (Paris  1866.)  p. 
306—361. 

§ 135.  Vergl.  die  „Theoria  analytica  generalis  projectionis  centralis“  in 
Jacobi’s  Abhandlung  „De  Transformatione  integralis  dnplicis  inde 
finitis...“  (Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Matbem.  Bd.  8.,  p.  338 — 341.) 

$ 187.  Beispiel  2.  Vergl.  damit  Herrn  v.  Hesso's  „Vier  Vorlesungen  aus  der 
analytischen  Geometrie.“  (Leipzig  1866.)  Satz  17.  und  Herrn  P.  Ser- 
ret’s  prätentiöse  „Ge’ometrie  de  diroction.“  (Paris  1869.)  p.  130. 

g 142.  Als  erste  AuweDduiig  der  sechs  homogenen  Coordinaten  der  Ge- 
raden im  Kanm  ist  ru  nennen  dio  Abhandlung  von  Herrn  A.  Cayley 
Uober  eine  neue  analytische  Darstellung  einer  räumlichen  Curve 
ifQuarterly  Journal  of  Math/'  Vol.  III.,  p.  225.  (1859.)  und  Vol.  V., 
p.  87.;  dieselben  erscheinen  darin  rein  «iialytisch  als  Abkürzungen 
für  häo6g  begegnende  Ausdrücke,  aber  mit  der  sie  verbindenden 
identischen  Kelation. 

Allgemein  bekannt  sind  die  sechs  Coordinaten  eines  Strahls  durch 
<Ue  grosse  Abliandlung  von  Plücker  geworden  „On  a new  Qeometiy 
of  Space.“  (Philosoph.  Tranaactions“  1866.,  Vol.  156.;  p.  726.)  und 
durch  sein  Werk  „Neue  Geometrie  des  Haumes.“  (Leipzig  1868— 9.\ 
welches  Herr  Dr.  Klein  herausgab.  Sie  sind  darin  geometrisch 
aber  auf  Grundlage  der  Cartesiu8>Plücker’schen  Coordinaten  also 
nicht  in  homogener  Form  gegeben.  Die  geometrische  Entwicke- 
lung der  homogenen  Coordinaten  des  Strahls,  aus  der  auch  die 
volle  geometrische  Durchsichtigkeit  ihrer  Transformationen  sich 
ergiebt  (§  144.;  7.)  ward  bisher  nicht  dargestellt. 
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Kur  weitere  Studien  vergleiche  miiii  hesonders  die  Ahhandlungeii 
von  tierrn  A.  Cayley  „On  the  six  Coordinates  of  n Line“  in  „Trans- 
netions of  the  Cambridge  Philos,  Society.“  (I8C8.)  Vol.  XI.,  2.,  von 
Herrn  Battaglini  in  den  „Rendicondo  d.  K.  Acnd.  di  Scienze  Fisiche 
e Matern,  di  Napoli“  (1866.),  welche  im  6.  Bande  seines  „Giornale 
ili  Matematiclie“  (1868.)  p.  24.  und  wieder  nbgedmekt  und 

die  der  Herren  Klein  und  Cleb.sch,  welche  in  „Mathematische 
Annalen“  Bd.  1.  nnd  2.  enthalten  sind.  Ans.serdem  die  schöne  ge- 
haltreiche Untersuchiing  von  Herrn  Kummer  in  den  Abhandlungen 
der  Berliner  Akademie  von  1866  „Ueber  die  algebraischen  Strahlen- 
systeme , insbesondere  über  die  der  ersten  nnd  zweiten  Ordnung“ 
(4'“,  120  p.)  und  die  ihr  1859  voraiigegangene  ,, Allgemeine  Theorie 
der  geradlinigen  .Strahlensysteme,“  („Journal  für  d.  r.  n.  a.  Math.“ 
Bd.  57.,  p 189.)  (Im  Aiisziigo  in  meiner  deutschen  Bearbeitnng  von 
Rev.  G.  Salmon's  „Analyt.  Oeom.  des  Raumes.“  Bd.  2.,  p.  212 — 231.) 

§143.;  Beisp.  13.  Man  vergleiche  die  Sätze  von  Herrn  Cremona  in 
,,Comptes  rendus.“  t.  54.  (1862),  p.  604,  nnd  die  Abhandlung  von 
Herrn  Schwarz  „Journal  f.  d.  r.  ii.  n.  Math.“  Bd.  64.  (1865)  p.  1. 
Die  Sätze  des  erstem  wurden  bewiesen  von  den  Herren  S.  Dino 
und  R.  d’Ovidio  im  „Qiomale  di  -Matern.“  von  Battaglini.  Bd.  3. 
(1865)  p.  100. 

§ 144.  Man  vergleiche  die  Darstellung  von  Magnus  in  seiner  „Samm- 
lung von  Aufgaben  nnd  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geom.  d. 
Raumes.“  p.  72  f.  und  p.  120  f.  oder  die  auf  die  Ebene  beschränkte 
aber  in  homogenen  Gleichungen  gegebene  in  meiner  Bearbeitung 
von  Rev.  G.  Salmon’s  „Analyt,  Geom.  d.  Kegelschnitte.“  2.  Anti, 
p.  507 — 516.  Für  die  Disenssion  der  Projectivitätsgleichnng  von 
Gebilden  erster  Stufe  ebenda  p.  322  f.  und  p.  405  f. 

Die  allgemeinen  Coordinatentransformationon  (Beisp.  7.)  sind  über- 
raschender Weise  noch  nirgends  in  diesen  Zusammenhang  gestellt 
worden,  jedenfalls  weil  die  geometrische  Deutung  der  Cocfficienteii 
der  allgemeinen  linearen  Substitution  nicht  gewonnen  war.  Für 
die  Transformation  der  Coordinaten  der  geraden  Linie  im  Kaum 
vergleiche  man  jedoch  Herrn  A.  Cayley's  oben  citiorte  Abhand- 
lung „On  the  six  Coordimites  of  a Line.“  Art.  76.,  77.,  wo  die 
Deutung  der  Coofficieiiten  der  Transformation  als  Coordinaten  der 
Kanten  des  einen  Fnndamental-Tetraeders  im  andern  ausgespro- 
chen ist,  jedoch  ohne  unsere  geometrische  Erklärung  der  Coordi- 
naten selbst  und  ohne  die  zweite  Deutung,  die  wir  erhalten. 

Zu  den  Beisp.  20—22.  studiere  man  in  Herrn  Reye's  „Die  Geo- 
metrie der  Lage.“  2.  Abtheiinng.  (Hannover  1868.)  p.  68 — 106.; 
zu  22.  ebenda  p.  26  f. ; zu  23.  ebenda  p.  127  f.  und  zu  24.  p.  116  f. 
Auch  in  diesen  Bereichen  ist  die  anschauliche  Darstellung  ein 
werthvolles  Hilfsmittel  für  das  Verständniss  der  Theorie.  Ich  wähle 
zur  Erläuterung  ein  Beispiel  ans  der  Lehre  von  der  Projectivität 
der  Gebilde  erster  Stufe  und  ihrer  Erzeugnisse.  Die  Punkte  eines 
Kegelschnittes  K seien  in  zwei  projectivische  Reihen  zweiter  Ord- 
nung bestimmt  durch  drei  Paare  A,A'',  Ä, B”;  C.C  geordnet,  der 
Kegelschnitt  also  als  Vereinigung  von  zwei  projcctivischen  Curveii 
zweiter  Ordnung  gedacht.  Durch  denselben  werde  ein  einfaches 
Hyperboloid  mit  seinen  beiden  Rcgcischaaren  gelegt  nnd  dieselben 
projectivisch  aufeinander  bezogen  durch  Vermittelung  der  Reihen 
A,ß,C]  A',Ii\Ü,  indem  die  durch  jene  ersten  Punkte  gehenden 
Erzeugenden  durch  die  letzten  gehenden  Erzeugenden 

der  andern  Schaar  /,  zugeordnet  werden;  die  Darstellung  wird 
leicht  mittelst  des  Umrisskegelschnitts  gemacht.  Bezeichnen  wir 
dann  den  Schnittpunkt  und  die  Ebene  von  gi  mit  Ik  durch  Aik 
respective  Kik  (vergl.  § 00.  p.  317.),  so  bestimmen  die  drei  Punkte 
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.1,1, Af,  die  Klicne  8 desjenigen  Kegelschnitts  nnd  die  Ebenen 
A,|,  Aff,  Aj,  oder  die  drei  Geraden  ./|,  An,  Aff  Aff  die 

Spitze  S desjenigen  Kegets  vom  zweiten  Grade,  welche  beide  zu 
den  projectiviscben  Regcischaaren  zugleich  perspectivisch  sind. 
Nun  sind  die  Geraden  AA',  BB',  CC , etc.  die  Spuren  der  Ebenen 
dieser  Kegelfl&cbe  in  der  Ebene  von  K nnd  wenn  s die  Durch- 
schnittslinie der  Ebene  S mit  der  Ebene  von  K bezeichnet,  so 
lindet  in  den  auf  dieser  Geraden  gelegenen  Punkten  F,,  Ff  von  K 
doppelte  lieriihriing  statt  zwischen  K nnd  der  von  der  Geraden  XX' 
umhüllten  Spur  jenes  Kegels.  Diese  Punkte  sind  die  Doppelpunkte 
der  projectiviscben  Reihen  in  A'.  (Vergl.  § 29.) 

Wenn  die  Ebene  von  K den  Scheitel  S des  Kegels  der  vorigen 
lietrachtiing  enthält,  so  gehen  die  Geraden  AA',  B B' , etc.  durch 
einen  und  denselben  Punkt  und  das  von  ihnen  gebildete  Strahlen- 
biischel  ist  mit  dem  Kegelschnitt  K in  doppelter  Berührung  nach 
der  Geraden  *,  in  welcher  die  Ebene  von  K mit  8 sich  schneidet. 
Die  projectiviscben  Reihen  A,A';  B,B'\  etc.  sind  in  Involution, 
S ist  der  Pol  und  s die  Polare  dcr.selben.  (§  30.)  Diese  elemen- 
taren Lehren  werden  so  in  wichtiger  Weise  ergänzt.  Die  Fragen 
nach  den  gemeinsamen  Elemeiitcnpaaron  von  zwei  Involutionen 
(S  3.'i.;  13.),  von  einer  Involution  und  zwei  projectiviscben  Gebil- 
den oder  von  zwei  Paaren  projectivischer  Gebilde  desselben  Trä- 
gers, erhalten  von  da  ihre  vollständige  nnd  anschauliche  Beant- 
wortung. 

Die  graphische  Durchführung  dieser  Betrachtungen  ist  nach  dem 
früher  Entwickelten  leicht  und  gewiss  von  Werth  für  das  Ver- 
ständniss  dieser  Darstellung,  die  man  (vergl.  H.  Pfafi's  „Neuere 
Geometrie.“  Tlil.  I.,  p.  7&.  und  anderwärts)  sonst  in  einigen  Zeilen 
abgemacht  und  eben  darum  wohl  unvollständig  gegeben  hat.  Han 
wird  dieselben  Constructionen  zur  Durchführung  der  dualistisch 
entsprechenden  Untersuchung  geeignet  finden.  Mit  analogen  Dar- 
stellungen mag  V.  Staudt  „Beiträge“  §§  4.,  5.  p.  44  f.  begleitet 
werden. 

Beisp.  21.  Zum  Studium  seien  empfohlen  die  Abhandlungen  von 
Herrn  Cremona  „Sülle  .supcrficic  gobbe  di  quarto  grado“  [„Istitnto 
di  Bologna.“  t.  VTII.,  2.  sc'ric  (1868)],  von  lierrn  Cayley  „On  ccr- 
tain  skew  surfaces,  othcrwisc  acroils“  | „Transactions  of  tbe  Cam- 
bridge Philos.  Society“,  Vol.  XI.,  (1868)|  und  von  Herrn  Schwarz 
„Ueber  dio  geradlinigen  Flächen  fünften  Grades“  [„Journal  f.  d. 
r.  n.  a.  Math.“  Bd.  67.,  p.  23.  (1867)]. 

Beisp.  28.  Ueber  die  Durchführung  dieser  Theorien  studiere  man 
dio  Kapitel  V — IX.  des  2.  Theiles  der  deutschen  Ausgabe  von 
Herrn  Cremona's  im  Vorwort  erwähnten  Werken  „GmndzQge  einer 
allgemeinen  Theorie  der  Oberflächen  in  synthetischer  Behandlung.“ 
(Berlin  1870.) 
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Zoilc 

9 

7 V.  u. 

Nach  oder  schalte  ein  n tind 

19 

4 und 

20,  8 V.  o.  lies  C statt  (S 

19 

3 V.  u. 

Statt  mit  ihr  selbst  lies  mit  dem  Bilde 

29 

8 V,  o. 

Statt  a lies  «•;  yergl.  die  Note  zn  Fig.  13.  p.  XXVI. 

35 

11  „ .. 

Statt  AH'  lies  A'  li' 

37 

n „ „ 

Statt  Strecken  lies  Strecke 

7ti 

1*1  II  II 

Fehlt  der  Hinweis:  Vcrgl.  § 20. 

79 

Fig.  50.  Statt  C im  Kreise  A'  B' !(  lies  C \ zur  Ellipse 

AB  CD  gehört  der  Buchstabe  A'. 

S2 

2 f.  V.  0 

i.  lies  in  Zeile  2 und  6 7’,  statt  7^;  in  3 TT^,  7',  T",;  in 
6 und  7 T statt  T", 

97 

15  V.  n. 

lies  P'  statt  T' 

113, 

111; 

Fig.  70.,  71.  Die  Scheitel  der  Büschel  harmonischer  Po- 
laren, deren  einer  licehtwinkelstrahl  nach  geht,  bil- 

den eine  gleichseitige  Itybcrbel  durcli  die  Brennpunkte. 

120 

10  V.  o. 

lies  § 77.  statt  § 76. 

18C 

20  „ „ 

lies  Projeetionsebene 

188 

8 ,1  II 

lies  3.)  statt  11.) 

208 

l'l  II  II 

lies  Cylinder-Flächen 

220 

Fig.  137.  Man  bestimme  die  Oegenaxen  der  CoIHneatiou, 

in  welcher  die  Curven  //  und  A/  stehen,  ans  den  Paaren 
von  entsprechenden  Geraden  yj',  r; 


-•'>2  Anfg.  1^)  Man  constmicre  den  Schnitt  der  developpabelii 

Schraubenflilche  mit  einer  Schmic^iinfirsebcne  ihrer  Doppel- 
ciirve. 

2r>7  zn  Anfg.  6.)  Man  characterisiere  dio  Abwickelang  dos 

unter  45^  zur  Axe  einer  solchen  developpabeln  Schrauben* 
fläche  geführten  ebenen  Schnittes  hinsichtlich 

ihrer  Indexionspnnkte. 

344  lü  V.  n.  lies  statt  ein  Durchmesser  einem  Durchmesser  parallel 
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j»ie.  /.f-tir 

H65  K V.  II.  streiche  die  Worte  pnrallele  oder 

418  *11  Aufg.  11.)  Die  ansrhmiegenden  Hj'perboloide  für  die 

WölbUäche  de»  schiefen  Durchgang»,  die  ihren  verschie- 
denen Erzeugenden  entsprechen  and  seine  verticale  A.xe 
enthalten,  gehen  auch  durch  seine  gerade  Leitlinie. 

|ji  12  V o.  lies  entsteht  .statt  besteht. 

466  IC  „ „ lies  von  den  Richtungen  statt  von  denen 

468  4 V.  II.  lies  der  statt  die 

490  2 V.  o.  lies  ihre  statt  ihrer. 


• ; . 
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